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ABSTRACT

COMPARISON OF ELASTIC NET PRINCIPAL COMPONENT
REGRESSION (ENPCR) AND SPARSE PRINCIPAL COMPONENT
REGRESSION (SPCR) METHODS IN ADDRESSING
MULTICOLLINEARITY

By

Dewi Intan Nur’aini

Elastic Net Principal Component Regression and Sparse Principal Component
Regression are methods used to address multicollinearity in regression models by
incorporating  dimensionality reduction and regularization techniques.
Multicollinearity occurs when independent variables have high correlations, which
can lead to unstable and unreliable parameter estimates. The objective of this study
Is to estimate regression parameters using the Elastic Net Principal Component
Regression and Sparse Principal Component Regression methods to determine the
best method for handling multicollinearity. The results of this study show that the
Elastic Net Principal Component Regression method is more effective in handling
multicollinearity compared to the Sparse Principal Component Regression method,
based on the values of MMAD and MSE.

Keywords: multicollinearity, elastic net principal component regression, sparse
principal component regression, MMAD, MSE.



ABSTRAK

PERBANDINGAN METODE ELASTIC NET PRINCIPAL COMPONENT
REGRESSION (ENPCR) DAN SPARSE PRINCIPAL COMPONENT
REGRESSION (SPCR) DALAM MENGATASI MULTIKOLINEARITAS

Oleh

Dewi Intan Nur’aini

Elastic Net Principal Component Regression dan Sparse Principal Component
Regression adalah metode yang digunakan untuk mengatasi multikolinearitas
dalam model regresi dengan menggabungkan teknik reduksi dimensi dan
regularisasi. Multikolinearitas terjadi ketika variabel independen memiliki korelasi
tinggi, yang dapat menyebabkan estimasi parameter menjadi tidak stabil dan kurang
dapat diandalkan. Tujuan dari penelitian ini adalah menduga parameter regresi
dengan menggunakan metode Elastic Net Principal Component Regression dan
Sparse Principal Component Regression untuk mengetahui metode terbaik dalam
menangani multikolinearitas. Hasil dari penelitian ini menunjukkan bahwa metode
Elastic Net Principal Component Regression lebih baik dalam menangani
multikolinearitas dibandingkan metode Sparse Principal Component Regression
berdasarkan nilai dari MMAD dan MSE.

Kata kunci : multikolinearitas, elastic net principal component regression, sparse
principal component regression, MMAD, MSE.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Analisis regresi adalah alat statistik yang digunakan untuk memperkirakan
hubungan antara variabel respon dan variabel prediktor (Sial, 2021). Salah satu
bentuk analisis regresi yang umum digunakan adalah regresi linear berganda,
yang bertujuan untuk memahami hubungan antara satu variabel respon (terikat)
dengan beberapa variabel prediktor (bebas) secara bersamaan. Namun, dalam
dunia analisis data modern, salah satu tantangan yang sering muncul adalah
masalah multikolinearitas. Menurut Gujarati & Porter (2009), salah satu syarat
yang harus dipenuhi dalam analisis regresi linear berganda adalah tidak adanya

multikolinearitas.

Multikolinearitas adalah fenomena ketika dua atau lebih variabel prediktor
berkorelasi. Jika ini terjadi, kesalahan standar koefisien akan meningkat,
menyebabkan hasil yang tidak akurat dalam analisis regresi (McClendon &
McKee, 2002). Masalah ini dapat mengakibatkan nilai probabilitas dan interval
kepercayaan koefisien regresi yang tidak dapat diandalkan (Kim, 2019). Kondisi
ini umumnya terjadi pada dataset yang berisi banyak variabel, terutama dalam

konteks fenomena sosial yang kompleks.

Untuk mengatasi masalah ini, metode tradisional seperti Principal Component
Regression (PCR) sering digunakan (Sinaga, et al., 2019). PCR bekerja dengan

melakukan dekomposisi terhadap variabel prediktor menjadi beberapa komponen



utama yang tidak berkorelasi. Komponen tersebut kemudian digunakan dalam

analisis regresi (Jolliffe, 2002).

Namun, PCR memiliki kelemahan, yaitu tidak mempertimbangkan relevansi
komponen utama terhadap variabel respon dalam proses seleksinya. Hal ini dapat
menyebabkan informasi penting untuk prediksi justru terabaikan (Cook &
Forzani, 2008). Selain itu, PCR tidak memiliki mekanisme untuk memilih
variabel prediktor yang paling signifikan, sehingga cenderung kurang efisien
ketika diterapkan pada dataset berdimensi tinggi (Hucker & Wahl, 2022).

Elastic Net Principal Component Regression (ENPCR) dikembangkan untuk
mengatasi kedua kelemahan tersebut. ENPCR, yang diperkenalkan oleh Hamada
(2024), mengombinasikan regularisasi Elastic Net, yang menggabungkan penalti
L: dan Lo, dengan pendekatan PCR. Metode ini memanfaatkan PCA untuk
mereduksi dimensi data, sekaligus memilih variabel prediktor yang relevan
melalui proses regularisasi. Dengan mengatasi multikolinearitas dan mendorong
sparsitas, ENPCR mampu meningkatkan akurasi prediksi dan efisiensi model,

terutama pada dataset dengan dimensi tinggi dan korelasi antar variabel yang kuat.

Sementara itu, Sparse Principal Component Regression (SPCR), yang
diperkenalkan oleh Kawano, et al. (2015), mengintegrasikan proses dekomposisi
komponen utama dan analisis regresi dalam satu langkah. Tidak seperti PCR yang
hanya mengandalkan komponen utama untuk menjelaskan variabilitas data, SPCR
secara langsung mempertimbangkan hubungan antara komponen utama dan
variabel respon. SPCR menghasilkan beban (loadings) komponen utama yang
jarang (sparse), sehingga model yang dihasilkan lebih sederhana dan relevan
secara prediktif. Metode ini sangat efektif dalam menangani multikolinearitas
sekaligus mempertahankan informasi penting yang berkaitan dengan variabel

respon.



Penelitian oleh Hamada (2024) menunjukkan performa ENPCR yang lebih baik
dibandingkan dengan PCR dalam analisis data yang memiliki dimensi tinggi dan
korelasi antar variabel yang kuat. Sementara itu, penelitian yang dilakukan oleh
Kawano, et al. (2015) menunjukkan bahwa SPCR lebih efektif dibandingkan
PCR.

Berdasarkan uraian di atas, penulis tertarik untuk membandingkan ENPCR dan
SPCR dalam menangani multikolinearitas. Kriteria pembanding yang digunakan
dalam penelitian ini adalah nilai Median of Mean Absolute Deviations (MMAD)
dan Mean Square Error (MSE) untuk mengevaluasi performa masing-masing
metode. Oleh karena itu, penulis mengangkat penelitian ini dengan judul
"Perbandingan Metode Elastic Net Principal Component Regression (ENPCR)
dan Sparse Principal Component Regression (SPCR) dalam Mengatasi

Multikolinearitas."

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah :

1. Menduga parameter regresi dengan menggunakan metode ENPCR dan SPCR.

2. Membandingkan nilai dugaan antara metode ENPCR dan SPCR.

3. Mengetahui performa ENPCR dan SPCR dalam menangani masalah
multikolinearitas.

4. Menentukan metode yang paling efektif di antara ENPCR dan SPCR dalam
mengatasi masalah multikolinearitas menggunakan kriteria MMAD dan
MSE.



1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah untuk memperluas pengetahuan serta
diharapkan dapat memberikan wawasan bagi para peneliti, mahasiswa, dan
pembaca mengenai penggunaan metode ENPCR dan SPCR dalam mengatasi

masalah multikolinearitas.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Analisis Regresi

Analisis regresi adalah teknik independen untuk menyelidiki dan memodelkan
hubungan antar variabel. Aplikasi regresi sangat banyak dan terjadi di hampir
setiap bidang, termasuk teknik, ilmu fisika dan kimia, ekonomi, manajemen, ilmu
hayati dan biologi, dan ilmu sosial (Montgomery, et al., 2012). Regresi linear
sederhana adalah analisis regresi yang hanya melibatkan satu variabel prediktor.

Model regresi linear adalah sebagai berikut:

dengan,
Y =variabel respon
X =variabel prediktor
Bo = intersep (bilangan konstan)
B = parameter regresi

& =residual

2.2 Analisis Regresi Linear Berganda

Analisis regresi linier berganda merupakan analisis hubungan secara linier antara

dua atau lebih variabel prediktor dengan satu variabel respon. Secara umum,



model regresi linear berganda dapat dinyatakan sebagai berikut (Draper & Smith,
1998).

Y = ﬁO + ﬁle + ,32X2 + -+ ﬁpo + ¢ (22)

dengan,
B; = koefesien regresi ke-j, dimanaj = 1,2, ...,p

X; = variabel prediktor ke-j

Jika terdapat sampel acak berukuran n, yaitu (Y;, Xj;, Xz, ..., X;p) di manai =

1,2, ..., n dari suatu populasi, maka model regresinya bisa dituliskan sebagai:

Yi = Bo + BiXis + BaXip + -+ BpXip + & (2.3)

Dalam bentuk matriks, model regresi linear berganda dapat dituliskan sebagai
berikut (Montgomery, et al., 2012).

Y=XB+¢ (2.4)

dengan,
Y = vektor observasi dari variabel respon berukuran n x 1
X = matriks variabel prediktor berukurann X (p + 1)

B = vektor koefisien regresi berukuran (p + 1) X 1

Dalam regresi linear berganda yang akan diduga adalah g, dan g; artinya ( 4,
B2, ..., Pp). Persamaan linear untuk pendugaan garis regresi linear ditulis dalam

bentuk sebagai berikut.
yi == bO + blxil + bzxiz + e + bpxl'p (25)

dengan,

Vi = nilai dugaan variabel respon

Xij = nilai variabel prediktor ke-j pengamatan ke-i



b, = titik potong garis regresi pada sumbu-y atau nilai dugaan y bila
x sama dengan nol

b; = gradien garis regresi (perubahan nilai dugaan y per satuan

perubahan nilai x) ke-j

2.3 Asumsi Analisis Regresi Linear

Menurut Drapper & Smith (1992) untuk dapat menarik kesimpulan yang tepat

mengenai parameter 8, dan ;, penting untuk memenuhi asumsi-asumsi yang ada

dalam model regresi. Asumsi-asumsi tersebut meliputi:

1.

Nilai ¢; harus independen satu sama lain atau tidak berkorelasi. Asumsi
pertama ini menyatakan bahwa variabel prediktor merupakan variabel acak
dengan nilai tengah nol dan varians (¢2) yang tidak diketahui. Dengan kata
lain, E(e;) = 0,Var(g) = o dan ¢; dan ; tidak berkorelasi, j # i,
sehingga cov(ej, sj) = 0. Oleh karena itu, &; dianggap sebagai variabel acak
yang normal dengan nilai tengah nol dan varians tertentu, atau dengan kata
lain, &~N(0,02).

Nilai tengah dari variabel respon Y adalah fungsi linier dari variabel prediktor
X. Jika titik-titik dari nilai tengah yang berbeda dihubungkan, maka akan
terbentuk garis lurus, yaitu u(Y|X) = B, + B;X;.

Homoskedasitas, yaitu ragam galat harus homogen, di mana nilai ragam
antara galat ke-j dan galat ke-i harus sama. Secara matematis, ini dapat
ditulis sebagai Var(e;) = o2,

Ragam galat harus terdistribusi normal dengan rata-rata nol dan varians
tertentu. Asumsi keempat ini menyatakan bahwa untuk setiap kombinasi
tetap dari variabel prediktor X, variabel respon Y berdistribusi normal, yang

dikenal sebagai asumsi kenormalan. Dengan Kkata lain, ej~N(O,02).



2.4 Metode Kuadrat Terkecil (MKT)

Metode Kuadrat Terkecil (MKT) adalah teknik yang digunakan untuk

mengestimasi parameter By, 1, B2, ..., B, dengan meminimalkan jumlah kuadrat
dari galat. Parameter Sy, 1, B, -.., B, tidak diketahui, sehingga perlu dicari nilai

estimasinya (Montgomery, et al., 2012).

Menurut Hastie, et al. (2008), pendekatan MKT digunakan untuk memperkirakan
f dengan cara meminimalkan jumlah kuadrat galat (JKG). Untuk memperoleh

nilai 8, langkahnya adalah dengan meminimalkan bentuk kuadrat:

n 14 2

Q(B)iglz =& g :z )’i—ﬂo—zxijﬁj (2.6)
i=1 '

i=1 j=1

Dalam bentuk matriks, persamaan tersebut menjadi

e=Y—-XpB 2.7)

Sehingga, perkalian matriks galat menjadi:

e=(Y-XB)" (Y - XB)

e=YTY-YTXB - BTX"Y + BTX"XP
(karena YTXB = BTXTY)

ele =YTY - 2YTXB + BTXTXB

Selanjutnya, €7 & akan diturunkan secara parsial terhadap g, kemudian

disamadengankan dengan nol.

deTe

B

=-2XTYy +2XTXg =0
—XTy + XTxp =0
X'xp =Xy
XTX)"1xTxp = (XTx)"1xTy
g = (XTx)"1xTy



Sehingga didapat penduga untuk MKT sebagai berikut.

B = X"X)"'XTy

Sifat-sifat penduga metode kuadrat terkecil adalah sebagai berikut.

1.

2.

B linear
B linear jika B merupakan fungsi linear dari .
B = X"X)"1XTy
= (XTX)"IXT(XB + &)
=XTX)"IXTXB + (X"X)"1XT¢e
=IB+ (X"X) X"

B tak bias
B adalah penduga tak bias jika E(B) = B
E(B) = E(X"X)"1X"Y)
= E((X™X)"1XT(XB + €))
= E((X"X)"1X"XB + (X"X)"1X"¢)
= (XTX)IXTXB + (X"X)IXTE (&)
= (XTX)"1XTXB
=B

Sehingga B merupakan penduga tak bias bagi f.

3. B memiliki variansi minimum

var(B) = E[(B - B)(B-B)']
= E[((XTX)7'XTY — B)((XTX)"1XTY — B)T]

(2.8)

= E[(X"™X)7IXT(XB + &) — B(X"X)'XT(XB + &) — B)']
= E[((X"X)"1XTXB + (X"X)"1XTe) — B)((XTX)"1XTXB +

(XTX)7'XTe) - P)]

= E[((X"X)"1XTXB + ((X"X)"1XTe) — B)((XTX)"1XTXB +

(XTX)"'XTe) - p)]
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B+ X"X)7'X"e) - BYB + (X"X)'X"e) — B)]
(X"X)'XTe)(B+ (X"X)'X" )]

XTX) 1XTelex (XTX)™1]
XTX)"IXTE(eTe)X(XTX) 1]

XTX)"IXTX(XTX) 1E(eTe)

XTx) 1o

(
(

Var(B) = (XTX)~'a? merupakan merupakan variansi yang paling kecil di antara

semua penduga linear yang tidak bias, sesuai dengan teorema Gauss-Markov.

Dengan demikian, apabila penduga kuadrat terkecil memenubhi sifat linear, tidak
bias, dan memiliki variansi minimum disebut sebagai Best Linear Unbiased
Estimator (BLUE).

2.5 Multikolinearitas

Istilah multikolinearitas pertama kali diperkenalkan oleh Ragnar Frisch pada
tahun 1934. Awalnya, multikolinearitas merujuk pada adanya hubungan linear
yang sempurna atau pasti antara beberapa atau seluruh variabel prediktor dalam
model regresi berganda (Gujarati, 2009). Dalam hubungan ekonomi,
multikolinearitas sering terjadi, sehingga perhatian lebih difokuskan pada

dampaknya terhadap sampel daripada keberadaannya (Sumodiningrat, 1996).

Jika asumsi model regresi linear klasik terpenuhi, penduga MKT untuk koefisien
regresi bersifat linear, tak bias, dan mempunyai variansi minimum atau Best
Linear Unbiased Estimator (BLUE). Namun, meskipun multikolinearitas sangat
tinggi, penduga MKT tetap memenuhi syarat sebagai BLUE, tetapi cenderung
tidak stabil (Gujarati, 2009).
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Menurut Montgomery et al. (2012), terdapat beberapa pendekatan untuk

mendeteksi masalah multikolinearitas, di antaranya:

1. Memeriksa korelasi antar variabel prediktor
Masalah multikolinearitas dapat diindikasikan melalui tingginya korelasi
antar variabel prediktor. Jika nilai koefisien korelasi antar variabel prediktor
lebih dari 0,5, kemungkinan besar terdapat multikolinearitas atau kolinearitas
ganda di antara variabel tersebut.

2. Menggunakan Variance Inflation Factor (VIF)
VIF merupakan salah satu metode alternatif untuk mengidentifikasi
keberadaan multikolinearitas. Nilai variansi meningkat seiring dengan
pengaruh o2 dan VIF itu sendiri. Jika VIF bernilai lebih dari 10, hal ini
menunjukkan adanya multikolinearitas yang signifikan antara variabel

prediktor. Adapun rumus yang digunakan untuk menghitung VIF adalah:

1
VIF = —— (2.9)

Rj2 merupakan koefisien determinasi ke-j (j = 1, 2, ..., p) yang diperoleh dari
variabel prediktor X; yang diestimasi dengan menggunakan variabel prediktor

lainnya.

2.6 Standarisasi Variabel

Proses standarisasi variabel bertujuan untuk mengubah data sehingga variabel
memiliki satuan yang seragam atau perbandingan yang lebih mudah dilakukan
antar variabel. Modifikasi sederhana dari proses ini adalah transformasi korelasi.
Proses ini melibatkan dua tahap utama: pertama, mengubah data dengan
mengurangi nilai rata-rata pengamatan untuk setiap variabel, dan kedua,

mengubah data ke dalam satuan deviasi standar. (Kutner, et al., 2005).
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Dalam hal ini yang akan distandarisasi adalah model regresi linear berganda pada

persamaan (2.3). Berikut merupakan standarisasi variabel respon Y dan varibel
prediktor X, X5, ..., Xj,.

« _ Yi—Y _ZE (yi-1)?
yi =7, dengan Sy = [F=T— (2.10)
. _ Xij=Xj S (xy-X))”
X = —;X" dengan Sy, = —1(n_’1 ) (2.11)
]
dengan,

Y = rata-rata dari Y

X; = rata-rata dari pengamatan X;

Sy = standar deviasi dari Y

ij = standar deviasi dari X

Model regresi berganda terstandarisasi merupakan hasil transformasi dari model
regresi berganda (dijelaskan sebagai transformasi korelasi).

Yi = Bixi + Baxip + o+ Bpxip + & (2.12)

Model tersebut dikenal sebagai model regresi terstandarisasi (standardized

regression model). Antara parameter 7, 53, ..., B, dalam model regresi

terstandarisasi dan parameter Sy, f;, ..., B, dalam model regresi linear berganda,

terdapat hubungan linear. Hubungan antara parameter dari kedua model tersebut
dijelaskan seperti berikut (Kutner, et al., 2005).

Sy \ . .
pj = <§> Bi, j=12,..p (2.13)
J

X (2.14)
_ p _
Po=Y— Z _ B (2.15)



Prosedur ini dikenal sebagai prosedur penyesuaian skala (scaling). Dari

persamaan (2.3), bentuknya dapat diubah menjadi:

Vi = Bo + B1(xiy — X1) + ﬁ1)?1 + fo(xiz — )?2) + .32)?2 + -t
ﬁp(xl-p - Xp) + Bp)?p + &
Vi = (Bo + BrXy + oot BpXp) + B (s — Xo) + -+ Bp(xip — Xp) + &

Berdasarkan persamaan (2.15) maka:
Y =Bo + BiXy + BoXo + -+ BpX,
sehingga, jika Y dikurangkan dari Y;, diperoleh:

yi—Y=(Bo+pi X1+ ..+ ﬁp)?p) + (Br(xis — X)) + -+
Bp(xip — Xp) + &) (By + B, X1 + B, X2 + - + B Xp)

yi— Y = B1(xis = X1) + Ba(xip — X)) + -+ + Bp(Xip _Xp) + &

dengan subtitusi:

maka didapat model baru yaitu:

Vi = Bixin + BaXiz + -+ Bpxip + &

Prosedur ini disebut prosedur penyesuaian rata-rata (centering), di mana g,

(intercept) dihilangkan, sehingga penyusunan model regresi menjadi lebih

13

(2.16)

(2.17)

(2.18)

sederhana. Keseluruhan proses ini disebut prosedur penyesuaian rata-rata dan

skala (centering & scaling).
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2.7 Principal Component Analysis (PCA)

Principal Component Analysis (PCA) atau Analisis Komponen Utama (AKU)
merupakan teknik statistik yang secara linear mengubah sekumpulan variabel asli
menjadi sejumlah variabel yang lebih kecil dan tidak berkorelasi, yang tetap
merepresentasikan informasi dari variabel-variabel asli (Radiarta, et al., 2013).
Menurut Pratiwi & Roosyanti (2019) metode PCA bertujuan untuk
menyederhanakan data yang besar menjadi dimensi yang lebih sederhana dengan

mereduksi variabel tanpa menghilangkan informasi dari variabel asli.

Menurut Jolliffe (2002) komponen utama adalah kombinasi linier dari variabel
prediktor asli (X;, X5, ..., Xp,), yang dapat dituliskan dalam bentuk matriks sebagali
berikut.

Z =XV (2.19)

dengan,
Z = matriks komponen utama berukuran n X p, di mana n adalah jumlah
observasi dan k adalah jumlah komponen utama yang dipilih
X = matriks variabel prediktor berukurn n X p
V = matriks loadings atau koefisien dengan ukuran p X p yang
menggambarkan kontribusi masing-masing variabel prediktor

terhadap komponen utama

Menurut Jolliffe (2002), V adalah matriks ortogonal yang tersusun dari vektor

eigen yang sesuai dengan nilai eigen dari matriks X7 X. Ini berarti bahwa V

memenuhi sifat;

wh =vTv =1, (2.20)



15

Karena sifat ortogonal ini, X dapat ditulis ulang dalam bentuk komponen utama

Z, yaitu:
Xv=12
xXvvT = zyT
X =zvT (2.21)

Hal ini menunjukkan bahwa variabel prediktor X dapat direpresentasikan sebagai
kombinasi linier dari komponen utama Z, yang memberikan pandangan
komprehensif mengenai informasi dari variabel asli melalui komponen utama
(Lee, et al., 2015).

Menurut Johnson & Wichern (2007) komponen utama tidak berkorelasi dan

memiliki varians yang sama dengan nilai eigen dari matriks kovarians X dari X.

Oleh karena itu, nilai eigen terbesar menunjukkan varians terbesar. Terdapat tiga

kriteria dalam pemilihan komponen utama yang digunakan, yaitu:

1) Memilih nilai eigen yang lebih besar dari satu di mana nilai eigen yang
mendekati nol dianggap tidak memiliki pengaruh signifikan.

2) Memperhatikan sudut pada scree plot, yaitu grafik yang menggambarkan
nilai eigen dan menunjukkan perubahan signifikan dalam nilainya.

3) Proporsi variansi yang cukup untuk mewakili total variansi kumulatif

minimal 80 persen.

Transformasi ke komponen utama ini membantu menghilangkan multikolinearitas
antar variabel tanpa harus mengurangi jumlah variabel asal (Rougoor, et al.,
2000). Komponen utama pertama, Z;, merupakan kombinasi linear dari variabel
asal yang menjelaskan varians terbesar dalam data (Gaspersz, 1991). Secara

umum, komponen utama ke-j dapat ditulis sebagai:

Zp = 01Xy + vy X0 + o+ v X, =V X (2.22)
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Setelah beberapa komponen utama yang bebas dari multikolinearitas diperoleh,
komponen-komponen tersebut dapat digunakan sebagai variabel prediktor baru
dalam analisis regresi untuk memahami pengaruhnya terhadap variabel respons
(Y). PCA memungkinkan variabel-variabel ini untuk lebih mudah
diinterpretasikan dan dapat menghasilkan estimasi yang lebih stabil dalam

konteks regresi.

2.8 Principal Component Regression (PCR)

Menurut Jolliffe (2002) Principal Component Regression (PCR) adalah metode
regresi yang mengubah model regresi standar dengan menggunakan komponen
utama sebagai variabel respon. Tujuan utama PCR adalah untuk mengatasi
multikolinearitas antara variabel prediktor dengan mengubah variabel-variabel asli
menjadi sekumpulan komponen utama yang tidak berkorelasi. Dengan mereduksi
dimensi variabel prediktor tanpa kehilangan informasi yang signifikan, PCR

menyederhanakan analisis dan menghasilkan model yang lebih stabil.

Menurut Montgomery, et al. (2012), bentuk umum dari model PCR dapat
dinyatakan sebagai berikut.

Y=Zy+e (2.23)

di mana, Z = XV dan y = VT dengan,
Y = vektor variabel respon
X = matriks yang elemen-elemennya dikurang dengan rataannya yang
mensyaratkan rataan O dan standar deviasi 1 (standarisasi)
Z = matriks berukuran n X p yang elemennya terdapat komponen utama
Y = vektor koefisien regresi yang terkait dengan komponen utama Z

& =vektor galat berukurann x 1
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PCR memanfaatkan estimasi kuadrat terkecil, tetapi menggunakan skor
komponen utama sebagai variabel prediktor. Secara umum, estimasi regresi

dalam PCR dapat diformulasikan sebagai berikut:

n 2
~ argmin arg min ~
7 ="y —zylg = ly - iz (224)
Y )4 .
=1 2
Sehingga
n
~ ~ ~ ~ ~ 2
Q) = Z(Yi — Yo —VY1Z1i — V2Z2i — " — Vpri)
i=1

Langkah berikutnya yaitu meminimumkan fungsi Q (¥) dan menyamakannya
dengan nol. Fungsi objektif ini dapat disusun dalam bentuk matriks sebagai
berikut.

(z'zly = 27"y
(z"z) 'y = [2"Z]'Z"y
[27Z]'ZTy (2.25)
4% (2.26)

= =
Il

Dengan variabel-variabel yang sudah distandarisasi, X”X menjadi matriks
korelasi antar prediktor, sedangkan XTY menjadi vektor korelasi antara prediktor
dan respon. Misalkan V = [V4, V5, ..., },] adalah matriks vektor eigen dari X'x,

dan 4, ..., T, adalah nilai eigen yang bersesuaian.

Misalkan Z = [Z,, ..., Z,| = XV. Sehingga Z; = XV; adalah komponen utama ke-
j dari X. Beberapa hal penting dari regresi komponen utama yaitu:

1. V'V =vV" =1, di manamatriks V ortonormal
2. Z'Z = AdimanaA = diag(ty, ..., 7,), Z orthogonal dan |Z;| = /7;

3. X=2zvldanX; =XV_, vixZy.
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Dengan asumsi bahwa ZVT = §, maka model PCR dapat dituliskan sebagai
berikut (Perez, 2017).

Y=Xp+¢

Y=XVVTB +¢

Y=ZVTB +¢

Y=6B+c¢ (2.27)

Di sini, § merepresentasikan kombinasi linear dari komponen utama yang terkait
langsung dengan variabel prediktor asli, dan vektor 8 adalah parameter regresi

yang ingin diestimasi.

Estimasi parameter g dalam PCR dilakukan dengan meminimalkan jumlah

kuadrat galat antara ¥ dan 8. Fungsi objektif yang diminimalkan adalah:

arg min

B = B Y — 8BII (2.28)

Dengan mengambil turunan fungsi ini terhadap g dan menyetarakannya dengan

nol, diperoleh estimasi £ sebagai berikut (Jolliffe, 2002).

B = (876)"18TY (2.29)

Lakukan subtitusi sehingga hasil estimasi beta dapat diturunkan sebagai berikut.

B =(6T6)"16TY

B=((zvhT@v')'(zvh)'y
B=WwzTzv)lvzTy

B=v(Z"2)"WwTvz'y

B=v(Z"2)" 17Ty

B=Vvy (2.30)
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Jika semua komponen utama digunakan, estimasi regresi komponen utama sama
dengan regresi kuadrat terkecil. Namun, dalam praktiknya, hanya sebagian

komponen utama yang dipilih, Z = [Zy, ..., Z)] sehingga estimasi menjadi:

-~ -1 -
V=(Z{yZx) Z0Y =AJZY (2.31)
2.9 Elastic Net Principal Component Regression (ENPCR)

Menurut Hamada (2024), Elastic Net Principal Component Regression (ENPCR)
merupakan pendekatan yang mengintegrasikan keuntungan dari PCR dengan
strategi regularisasi Elastic Net. PCR sering digunakan untuk mengatasi masalah
multikolinearitas dengan cara mengubah variabel-variabel yang berkorelasi
menjadi sekumpulan komponen utama yang tidak berkorelasi. Namun, PCR tidak
selalu efektif dalam melakukan seleksi variabel penting, terutama dalam konteks

data berdimensi tinggi.

Elastic Net adalah metode regularisasi yang menggabungkan keuntungan dari
Lasso (yang menerapkan penalti Ly untuk mempromosikan sparsitas) dan Ridge
(yang menerapkan penalti L, untuk menstabilkan estimasi), sehingga
meningkatkan performa prediksi sekaligus mengatasi multikolinearitas. Dengan
cara ini, Elastic Net dapat secara efektif memilih variabel penting meskipun

terdapat korelasi tinggi antar prediktor (Farhadi, et al., 2019).

Persamaan yang digunakan dalam ENPCR adalah sebagai berikut (Hamada,
2024).

~ argmin
B = gB Y — 8BII5 + A, 11BIl1 + A 1BII5 (2.32)

di mana & = ZVT, dengan,

Y = vektor variabel respon
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(=]

= kombinasi linear dari komponen utama Z yang terkait langsung dengan
variabel prediktor asli X

Z = matriks skor komponen utama

V = matriks eigen vektor dari matriks korelasi XTX

B = penduga parameter regresi

A1 = parameter penalti untuk norma L; dengan nilai O sampai 1

A, = parameter penalti untuk norma L> dengan nilai 0 sampai 1

Parameter 1, mendorong sparsitas dengan mengatur koefisien menjadi nol, dan A,
menstabilkan estimasi untuk mengurangi multikolinearitas. ENPCR efektif ketika
jumlah prediktor lebih banyak dari observasi atau ada korelasi tinggi antar
prediktor, dengan memungkinkan seleksi variabel yang relevan dan menghasilkan
model yang stabil dan mudah diinterpretasikan.

Parameter A, dan A, dioptimalkan menggunakan K-fold cross-validation, di mana

dataset dibagi menjadi K subset. Kriteria optimasi dihitung dengan:

k
1 . 2
CV = EZ(% — i)
1=

di mana y_; ) adalah esttimasi y; saat fold ke-k tidak digunakan dalam pelatihan

model.

2.10 Sparse Principal Component Regression (SPCR)

Sparse Principal Component Regression (SPCR) merupakan metode regresi yang
dikembangkan oleh Kawano, et al. (2015) untuk menangani masalah
multikolinearitas dan pemilihan variabel secara simultan. Metode ini
menggabungkan prinsip regresi linier dengan teknik reduksi dimensionalitas

berbasis komponen utama yang jarang (sparse principal components). Dalam
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SPCR, hanya variabel dengan kontribusi signifikan yang dipertahankan, sehingga

model yang dihasilkan menjadi lebih sederhana dan interpretatif.

Pendekatan SPCR menggunakan komponen utama MTX didasarkan pada
formulasi berikut (Kawano, et al., 2015).

. n n
A Drzl)r/lo'y{(l - W)Z(y" ~o = ¥"M"x)" + quxi — AM"x;||"
=1 i=1

k k
F 2 (1= ) D llmylly + Ang Y lm? + Aynynl} (2:33)
h=1 h=1

dengan syarat ATA = I, di mana:

M = matriks loadings berukuran p x k, M = (my, ..., my,)
A =matriks p X k, A = (aq, ..., ay).

Yo = intercept

y = vektor koefisien, ¥ = (¥4, V2, -, Vi) T

Persamaan (2.33) dalam SPCR menggabungkan fungsi loss regresi linear dan
analisis komponen utama (PCA) ke dalam satu formulasi objektif. Fungsi loss
regresi linear bertujuan untuk meminimalkan perbedaan antara nilai aktual dan
prediksi, dengan menghubungkan variabel respons (Y) ke komponen utama yang
dihasilkan, sehingga meningkatkan akurasi prediksi. Di sisi lain, PCA
memungkinkan ekstraksi komponen utama dari data prediktor (X) untuk
menangkap informasi penting, sambil memperkenalkan sparsitas pada matriks
loadings (M).

Sparsitas pada model dicapai melalui regularisasi dengan norma L dan L, yang
menekan beberapa parameter menjadi nol guna menyederhanakan model dan
meningkatkan interpretabilitas. Parameter pengatur w dalam formulasi ini
mengatur keseimbangan antara fokus pada akurasi prediksi dan pengurangan

dimensionalitas data, sementara parameter & mengontrol proporsi penggunaan
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norma Lz dan L, untuk menjaga stabilitas model. Kombinasi elemen-elemen ini
menjadikan SPCR efektif dalam menangani data berdimensi tinggi dengan hasil

yang mudah diinterpretasi.

Persamaan (2.33) dapat ditulis ulang sebagai berikut.

n k p 2 k n k
min .
A’ M’ Yo'}’ (1 - W)Z {YL - }/0 - Z Yn <Z mhjxij>} + WZZ (yhi - Z mh]'xih)
i=1 h=1 j=1 i=1 h=1
k D k P k
F A=) ) > |myl +/1hEZZm G+ ) Il

h=1j=1 h=1j=1 h=1

-

dengan syarat ATA = I, di mana y;;; adalah elemen ke-i dari vektor Xmy,.

Estimasi parameter A dilakukan dengan menggunakan algoritma oleh Zou, et al.
(2006). Sementara itu, parameter M dan y diestimasi melalui algoritma
coordinate descent (Friedman, et al., 2010), yang memperbarui satu parameter
pada satu waktu sambil membekukan yang lain, hingga fungsi objektif
diminimalkan, mengingat masalah optimisasi tersebut mencakup term regularisasi

L1. Algoritma detailnya adalah sebagai berikut.

Pembaruan m;;, dengan y,,y, dan A diberikan. Pembaruan secara koordinat

untuk m;;, memiliki bentuk:

S (Z?ﬂxij’ +{(1 = w)Yyyy + Y;’iw}'lh(lz—_g))
{A=wyZ +w}Xr, X+ An

mjlh! «— (234)

dengan (j' =1, ..,p; A’ =1, ..., k), di mana

K
Yi=yi—vo— z Z YrMjnXij — Z YRy p X

h=1j=)' h=h'
Y* — * _
n'i = Yn'i Mjp' Xij
1=l
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dan S(u, n) adalah operator soft-thresholding dengan nilai:

u—n (u>0dann < |ul)
sign()(lul =n); =q{u+n (u<0dann <|ul)
0 (= lul)

Pembaruan y;,, dengan y,, my,; dan A diberikan. Pembaruan untuk y,, ditulis

sebagai:

((1 W) T i K Ag)

(1_W)Zl 1 Lh’ ’

Vnr < (R =1,..,k) (2.35)

* T kk *
dengan x;, = myx; dan y;" = y; — Yo — Xp=n' YaXin-

Pembaruan A dengan y,, m,; dan y;, diberikan. Estimasi untuk A diperoleh

dengan melakukan dekomposisi nilai singular (SVD) pada (XTX)M.

A=u0vT (2.36)

di mana (XTX)M = UDV”.

Pembaruan 7, dengan my, y,, dan A diberikan. Estimasi ¥, diperoleh dengan

menghitung rata-rata dari selisih antara y; dan kombinasi linear dari komponen

lain, dengan rumus sebagai berikut.

n k

P
L 1 A -
Yo = EZ Yi— Z Yn JZ; jnXij (2.37)

i=1 h=1

Langkah — langkah ini diulangi hingga konvergen.

Parameter tuning w dan ¢ memainkan peran penting dalam akurasi prediksi.
Meskipun nilai w yang lebih kecil dapat menghasilkan prediksi yang lebih baik,

model estimasi seringkali menjadi tidak stabil akibat fleksibilitas matriks M.
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Sementara itu, parameter tuning ¢ berfungsi sebagai faktor trade-off antara
penalti Ly dan L, pada matriks M. Nilai w dan ¢ berada di antara 0 dan 1.

Parameter A, dan A, dioptimalkan melalui metode K-fold cross-validation.
Dalam proses ini, dataset asli dibagi menjadi K subset (y®, X, ..,y (0, x5,

Kriteria untuk cross-validation dinyatakan sebagai:
1 < 2
~(=1 =S (=Da(—
cV = EZ”),(D — D10 — xO D l)” (2.38)
=1

di mana 1% adalah vektor yang seluruh elemennya bernilai satu, dan p<"°, G0

dan =Y merupakan estimasi yang diperoleh dengan mengeluarkan subset ke-1

dari analisis.

Estimasi B mengikuti persamaan (2.26) yang menghasilkan estimasi parameter

dalam bentuk

B = My (2.39)

2.11 Ketepatan Model

Ketepatan model dapat ditinjau dari nilai Median of Mean Absolute Deviations
(MMAD) (Hamada, 2024). Selain itu, menurut Montgomery, et al. (2012)
pemilihan model yang paling optimal dapat dilakukan dengan meninjau nilai
Mean Squared Error (MSE). MSE merupakan salah satu pendekatan yang
sederhana dan sering digunakan untuk mengukur tingkat kesalahan prediksi.
Perhitungan MSE dilakukan dengan cara mengkuadratkan selisih antara nilai
prediksi dan nilai sebenarnya. Semakin rendah nilai MMAD dan MSE, semakin
tinggi akurasi prediksi tersebut. Efisiensi dari metode untuk menangani
multikolinearitas ini akan dievalusi berdasarkan nilai MMAD dan MSE dari hasil

estimasi parameter B, yang didefinisikan sebagai berikut :



dengan,
B = parameter regresi untuk variabel prediktor
f}g = penduga parameter regresi pada ulangan ke-g

G = banyaknya ulangan.
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(2.40)

(2.41)



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Tempat dan Waktu Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada tahun ajaran 2024/2025 bertempat di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan IlImu Pengetahuan Alam Universitas

Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data simulasi. Untuk data

simulasi ini yakni data menggunakan model dense (padat) mengikuti rumus:

Vi = X1 + Xg; + X3; + Xy + X5 + X + X7 + Xgi + Xo; T & (3.1)

i=12,...,n

Di sini, variabel prediktor sebanyak p = 9 dibangkitkan dari distribusi normal
multivariat (X~Ny (0, Z9)) yang memiliki rata-rata nol (vektor nol) dan matriks

kovarian X, dengan B, =0dan gy = B, = -+ = By = L.

Dalam studi simulasi ini, dua jenis koefisien korelasi digunakan antara variabel
prediktor, yaitu p; =0.90 dan p, = 0.99 serta tiga ukuran sampel yang berbeda
diuji yaitu n = 100, 200 dan 300 yang diulang sebanyak 100 kali.
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3.3 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan melalui studi pustaka dengan mempelajari buku-buku
referensi serta karya ilmiah dalam bentuk jurnal. Dalam penelitian ini, penulis
menggunakan perangkat lunak R-Studio versi 4.4.2 untuk mempercepat proses

perhitungan dan menghasilkan hasil yang akurat.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai
berikut.

1. Membangkitkan data.

2. Melakukan standarisasi variabel pada data.

3. Membuat matriks korelasi dari data yang sudah ditransformasi dan
distandarisasi.

Mencari nilai eigen dan vektor eigen dari matriks korelasi.
Menghitung skor komponen utama Z.

Memilih komponen utama yang memiliki nilai eigen lebih dari 1.

N oo g &

Melakukan analisis dengan Elastic Net Principal Component Regression

(ENPCR) dengan langkah -langkah sebagai berikut.

a. Melakukan Cross Validation (CV) dengan 5-fold untuk mendapatkan
nilai optimal 4, dan 4,.

b. Melakukan estimasi § ENPCR berdasarkan komponen utama yang
terpilih dan A, dan 4, hasil CV.

c. Mentransformasi estimasi # ENPCR ke dalam bentuk variabel asli.

d. Mencatat estimasi # metode ENPCR.

8. Melakukan analisis dengan Sparse Principal Component Regression (SPCR)

dengan langkah -langkah sebagai berikut.

a. Melakukan Cross Validation (CV) dengan 5-fold untuk mendapatkan
nilai optimal &, w, A,,, dan 4,,.

b. Melakukan estimasi y, A dan M dengan menggunakan nilai &, w, 4,, dan
A, hasil CV.

c. Melakukan estimasi f SPCR berdasakan hasil estimasi y dan M.
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11.

d. Mentransformasi estimasi B SPCR ke dalam bentuk variabel asli.

e. Mencatat estimasi 8 metode SPCR.

Ulangi langkah 1-8 sebanyak 100 Kkali.

Menghitung nilai MMAD dan MSE B ENPCR dan SPCR.
Membandingkan nilai MMAD dan MSE metode ENPCR dan SPCR untuk

menentukan metode terbaik.
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V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1.

Nilai penduga parameter dengan menggunakan metode ENPCR lebih baik
dibandingkan nilai penduga parameter dengan menggunakan metode SPCR
karena nilai penduga parameter ENPCR lebih mendekati nilai parameter
sesungguhnya.

Nilai MMAD dan MSE metode ENPCR lebih kecil dibandingkan metode
SPCR untuk seluruh kombinasi ukuran data n dan tingkat korelasi p.
Metode ENPCR lebih baik dibandingkan metode SPCR dalam menangani
multikolinearitas berdasarkan kriteria MMAD dan MSE.
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