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ABSTRACT

REPRODUCING KERNEL HILBERT SPACE METHOD AND ITS
APPLICATION IN SUPPORT VECTOR MACHINE

By

Bernadhita Herindri Samodera Utami

Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) is the Hilbert space of the set of func-
tions that the kernel function can reproduce. The development of data science has
made RKHS a method that refers to an approach or technique using the concept of
reproducing kernels in certain applications, especially machine learning. Support
Vector Machine (SVM) is one of the machine learning methods included in the
supervised learning category for classification and regression tasks. This research
aims to determine the form of linear kernel functions, polynomial kernel functions,
and Gaussian kernel functions in Support Vector Machine analysis and to analyze
their performance in Support Vector Machine classification and regression. Appli-
cation of the RKHS method in SVM classification analysis using World Disaster
Risk Dataset data published by Institute for International Law of Peace and Armed
Conflict (IFHV) from Ruhr-University Bochum in 2022 obtained results that are
based on the results. By comparing the predictions of training data and testing data
using linear kernel functions, polynomial kernels and Gaussian kernels, it is recom-
mended that classification using linear kernels provides the best prediction perfor-
mance.

Keywords: linear kernel function, polynomial kernel function, Gaussian kernel
function, Reproducing Kernel Hilbert Space.



ABSTRAK

METODE REPRODUCING KERNEL HILBERT SPACE DAN
APLIKASINYA DALAM SUPPORT VECTOR MACHINE

Oleh

Bernadhita Herindri Samodera Utami

Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) merupakan ruang Hilbert dari himpun-
an fungsi-fungsi yang dapat direproduksi oleh fungsi kernel. Perkembangan sains
data menjadikan RKHS sebagai suatu metode yang mengacu pada pendekatan atau
teknik menggunakan konsep reproducing kernel dalam aplikasi tertentu, khususnya
machine learning. Support Vector Machine (SVM) merupakan salah satu machine
learning yang tergolong dalam kategori supervised learning untuk tugas klasifika-
si dan regresi. Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui bentuk fungsi kernel
linear, fungsi kernel polinomial, dan fungsi kernel Gaussian pada analisis Support
Vector Machine. Selanjutnya, penelitian ini bertujuan untuk menganalisis kiner-
ja fungsi kernel, fungsi kernel polinomial, dan fungsi kernel Gaussian pada Sup-
port Vector Machine klasifikasi dan regresi. Aplikasi metode RKHS dalam analisis
SVM Kklasifikasi dengan menggunakan data World Disaster Risk Dataset yang di-
publikasikan Institute for International Law of Peace and Armed Conflict (1IFHV)
dari Ruhr-University Bochum pada tahun 2022 diperoleh hasil bahwa perbanding-
an prediksi data training dan data testing menggunakan fungsi kernel linear, kernel
polinomial, dan kernel Gaussian diperoleh rekomendasi bahwa klasifikasi menggu-
nakan kernel linear memberikan kinerja prediksi yang paling baik.

Kata-kata kunci: fungsi kernel linear, fungsi kernel polinomial, fungsi kernel Ga-
ussian, Reproducing Kernel Hilbert Space.
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Ruang Hilbert adalah suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan struktur
inner product (hasil kali dalam). Sebagai ruang vektor yang bersifat lengkap (com-
plete), ruang Hilbert memiliki sifat bahwa setiap barisan Cauchy dalam ruang ter-
sebut adalah konvergen. Aplikasi ruang Hilbert digunakan dalam bidang analisis,
aljabar, dan statistika (Tsitsiklis dan van Roy, 1999). Aplikasi ruang Hilbert digu-
nakan dalam analisis fungsional dan teori probabilitas. Salah satu aplikasi ruang
Hilbert dalam statistika adalah metode Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS).

Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) merupakan ruang Hilbert yang
elemennya berupa fungsi-fungsi dengan sifat dapat direproduksi oleh fungsi kernel
(Awan dkk., 2020). Komponen utama dari konsep RKHS meliputi ruang Hilbert,
reproducing property, dan fungsi kernel (Chen dkk., 2021). Ruang Hilbert memi-
liki keistimewaan setiap barisan Cauchy-nya konvergen dan dilengkapi hasil kali
dalam (inner product) untuk menghitung panjang vektor serta jarak dan sudut antar
vektor. Reproducing property bermakna bahwa evaluasi fungsi di suatu titik dapat
terdefinisi sebagai inner product antara fungsi awal dan fungsi kernel (Yang, 2016).

Perkembangan sains data menjadikan RKHS, yang awalnya didefinisikan
sebagai ruang vektor menjadi suatu metode yang menggunakan sifat reproducing
kernel dalam ruang vektor RKHS (Paulsen dan Raghupati, 2009). Penelitian terkait
metode RKHS semakin berkembang dan menjadi dasar bagi banyak algoritma da-

lam statistika, machine learning, serta teori aproksimasi fungsi (Chen dkk., 2021).

Kontribusi metode RKHS dijelaskan dalam penelitian Paiva dkk. yang ber-
peran di bidang neurofisiologi untuk memanipulasi lonjakan sinyal elektrik neuron
ketika merespon rangsangan dari lingkungan yang direkam dalam interval waktu
tertentu (Paiva dkk., 2019). Terapan metode RKHS juga berperan dalam industri,
teknik kimia, dan proses biologi pada fluida non-Newtonian (Akgiil, 2019). Dalam
penelitiannya, Akgiil menggunakan fungsi reproducing kernel sebagai solusi nu-

merik pada metode beda hingga, metode elemen hingga, dan metode spektral un-



tuk menyelidiki persamaan diferensial nonlinear aliran nanofluida Powell-Eyring
(Akgiil, 2019). Di bidang model linear, Rosipal dan Trejo termotivasi membangun
algoritma kernel Partial Least Square untuk konstruksi model regresi nonlinear da-

lam ruang berdimensi tinggi (Rosipal dan Trejo, 2001).

Seiring perkembangannya, metode RKHS menjadi dasar teoritis yang ku-
at untuk memahami dan mengembangkan algoritma machine learning yang meli-
batkan kernel (Arqub dkk., 2013). Terapan metode RKHS dalam machine learning
dapat mengatasi masalah regresi dan klasifikasi nonlinear pada ruang fitur (istilah
bagi variabel independen) berdimensi tinggi tanpa perlu menghitung transforma-
si secara eksplisit. Perkembangan machine learning tergolong cepat, hanya dalam
periode sepuluh tahunan. Secara singkat, era machine learning dapat dikelompok-
kan ke dalam tiga era, yaitu era sebelum 1980, era 1980-an, dan era 1990 sampai
sekarang (Suyanto, 2018).

Pada era 1990 sampai sekarang, telah berkembang metode-metode pembe-
lajaran (learning) nonlinear yang efisien berbasis computational learning theory.
Metode Support Vector Machine (SVM) merupakan salah satu pembelajaran me-
sin (machine learning) yang tergolong dalam kategori supervised learning (data
terstruktur dan berlabel) (Rampisela dan Rustam, 2018). Metode SVM digunakan
untuk analisis klasifikasi dan analisis regresi, dimana model dilatih menggunakan
pasangan data input (variabel independen) dan output (variabel dependen) yang
telah diberi label. Setelah model dilatih, mesin dapat digunakan untuk mengklasi-
fikasikan dan membangun model regresi dari data baru yang belum pernah dilihat
sebelumnya (Pisner dan Schnyer, 2020).

Pada awalnya, SVM digunakan untuk klasifikasi data hanya ke dalam dua
kelas namun perkembangannya, SVM dapat diperluas untuk klasifikasi multi kelas
(Cervantes dkk., 2020); (Azarnavid dkk., 2015); (Pisner dan Schnyer, 2020). Me-
tode SVM dapat mengklasifikasikan informasi linear maupun nonlinear sehingga
SVM dikenal sebagai klasifikator yang menghasilkan prediksi yang baik. Hal ini
didukung oleh penelitian Mohan dkk., dimana mereka telah mencoba pengenalan
pola menggunakan teknik klasifikasi data mining (Mohan dkk., 2020). Hasilnya di-
peroleh bahwa tingkat prediksi pola yang baik dan kesalahan klasifikasi data yang
rendah dihasilkan oleh algoritma SVM. Berikutnya, Zhu dkk. mengusulkan me-
tode Huberized Pinball Support Vector Machine (HPSVM) untuk meningkatkan
ketahanan SVM terhadap outliers (Zhu dkk., 2020). Hal inilah yang memotivasi
penelitian ini untuk mengkaji terapan metode RKHS dalam SVM.

Komponen utama dalam metode RKHS pada SVM adalah fungsi kernel.
Dalam penelitian ini dikonstruksi fungsi kernel linear, fungsi kernel polinomial,

dan fungsi kernel Radial Basis Function (RBF) atau disebut juga kernel Gaussian



yang dijelaskan pada Bab III. Kinerja ketiga kernel tersebut dalam SVM klasifikasi
dan SVM regresi akan diuji menggunakan data set yang dibahas pada Bab IV.

Salah satu hal menarik dari algoritma Support Vector Machine (SVM) ada-
lah dapat diaplikasikan untuk menganalisis data kategorisasi teks, deteksi wajah,
bioinformatika, bahkan digunakan untuk mengkaji wilayah bencana alam yang
mencakup pola atau karakteristik yang dapat diidentifikasi oleh SVM (Ghosh dkk.,
2019); (Tuo dkk., 2023); (Muthukrishnan dkk., 2020); dan (Shukla dkk., 2023).
Dalam penelitian ini, aplikasi fungsi kernel pada analisis Support Vector Machine
klasifikasi dan regresi menggunakan data wilayah risiko bencana dari 181 negara
selama tahun 2011 sampai dengan tahun 2021 dibahas dalam Bab IV.

Support Vector Machine diyakini sebagai algoritma klasifikasi yang kuat
dan efektif, terutama dalam menangani data berdimensi tinggi (Rampisela dan Rus-
tam, 2018) sehingga cocok digunakan untuk analisis data resiko bencana 197 ne-
gara selama tahun 2011 sampai dengan 2021 yang merupakan data panel. Data
panel adalah tipe data yang melibatkan pengamatan yang dilakukan pada unit yang
sama selama beberapa periode waktu (Baltagi dkk., 2012). Dalam konteks data pa-
nel, SVM dapat digunakan untuk tugas klasifikasi atau regresi dengan mempertim-
bangkan struktur waktu, dependensi antar pengamatan, pilihan kernel, dan dimensi.
Jika data panel memiliki struktur waktu maka SVM dapat digunakan untuk memo-

delkan hubungan antara variabel pada waktu tertentu berdasarkan data historis.

1.2 Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, penelitian ini bertujuan

untuk:

1. mengkonstruksi sifat RKHS sebagai kasus khusus ruang Hilbert yang memu-

at elemen unit;
2. mengkaji sifat tertutup fungsi kernel yang berlaku pada RKHS;

3. mengkonstruksi fungsi kernel linear, fungsi kernel polinomial, dan fungsi
kernel Gaussian pada RKHS;

4. mengimplementasikan fungsi kernel linear, fungsi kernel polinomial, dan fung-

si kernel Gaussian pada Support Vector Machine klasifikasi dan regresi;

5. mengaplikasikan dan membandingkan kinerja fungsi kernel linear, fungsi
kernel polinomial, dan fungsi kernel Gaussian pada Support Vector Machi-

ne klasifikasi dan regresi menggunakan suatu data set.



1.3 Manfaat Penelitian

Berdasarkan tujuan penelitian yang diuraikan maka penelitian ini diharap-

kan bermanfaat dalam pengembangan keilmuan di antaranya sebagai berikut.

1. Pengembangan metode optimasi pemilihan fungsi kernel
Hasil penelitian ini bermanfaat untuk pengembangan metode optimasi pe-
milihan fungsi kernel yang lebih adaptif terhadap karakteristik data. Dengan
pendekatan berbasis machine learning, dapat dikembangkan algoritma yang
secara otomatis memilih fungsi kernel terbaik untuk setiap jenis data tanpa

perlu uji coba manual.

2. Eksplorasi kombinasi optimal dari beberapa fungsi kernel
Hasil penelitian bahwa kombinasi linear berhingga dari fungsi kernel tetap
menghasilkan fungsi kernel bermanfaat untuk eksplorasi lebih lanjut terha-
dap kombinasi optimal dari beberapa fungsi kernel untuk meningkatkan per-
forma model, misalnya metode Multiple Kernel Learning (MKL) untuk me-

ningkatkan akurasi model SVM atau metode lainnya.

3. Integrasi metode RKHS dengan deep learning untuk model hybrid
Penelitian ini bermanfaat untuk mengintegrasikan metode RKHS dengan de-

ep learning dalam membangun model hybrid.

1.4 Kebaruan Penelitian

Berbeda dari penelitian sebelumnya yang berfokus pada implementasi fung-
si kernel secara empiris, penelitian ini memberikan analisis matematis sifat kernel
dalam RKHS, serta membandingkan kinerja fungsi kernel pada SVM secara siste-
matis menggunakan data set. Dengan demikian, kebaruan penelitian ini dapat diu-
raikan sebagai berikut.

1. Pengembangan sifat teoretis RKHS sebagai kasus khusus ruang Hilbert yang
dilengkapi elemen unit.
Penelitian ini mengonstruksi sifat RKHS berdasarkan ruang Hilbert yang di-

lengkapi elemen unit pada ruang Hilbert.

2. Kajian sifat tertutup fungsi kernel pada RKHS.
Dengan mengkaji sifat tertutup dari fungsi kernel, penelitian ini memberikan

wawasan baru tentang operasi yang berlaku dalam RKHS.



3. Implementasi dan analisis komparatif fungsi kernel pada Support Vector Ma-
chine (SVM) menggunakan data set.
Penelitian ini menerapkan fungsi kernel linear, fungsi kernel polinomial, dan
fungsi kernel Gaussian pada SVM Kklasifikasi dan regresi. Dengan memban-
dingkan kinerja kernel yang berbeda menggunakan data set, penelitian ini
memberikan rekomendasi untuk memilih kernel terbaik sesuai konteks ma-

salah.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diawali dengan artikel utama penelitian terdahulu terkait me-
tode reproducing kernel Hilbert space dan support vector machine. Selanjutnya di-
jelaskan konsep dan definisi ruang vektor pada Sub bab 2.2, ruang hasil kali dalam
pada Sub bab 2.3, ruang Hilbert pada Sub bab 2.4, fungsi kernel pada Sub bab 2.5,
reproducing kernel Hilbert space pada Sub bab 2.6, dan support vector machine
pada Sub bab 2.7 yang menjadi landasan dalam menentukan hasil dan pembahasan

penelitian.

2.1 Penelitian Terdahulu

Penelitian berjudul ”Reproducing Kernel Hilbert Space, Mercer’s Theorem,
Eigenfunctions, Nystrom Method, and Use of Kernels in Machine Learning: Tuto-
rial and Survey” oleh Ghojogh dkk. merupakan artikel utama yang menginspirasi
penelitian ini. Dalam artikel tersebut, Ghojogh dkk. hanya menyebutkan fungsi ker-
nel linear dan fungsi kernel Gaussian tanpa memberikan konstruksi definisi formal.
Hal ini memotivasi penulis untuk mengkaji bentuk fungsi kernel linear, fungsi ker-

nel polinomial, dan fungsi kernel Gaussian (Ghojogh dkk., 2021).

Ghojogh dkk. mendefinisikan matriks Gram sebagai matriks kernel yang
menjadi dasar penulis untuk mengkonstruksi fungsi kernel linear, fungsi kernel po-
linomial, dan fungsi kernel Gaussian. Berikutnya Ghojogh dkk. mendefinisikan pe-
metaan fitur tanpa memberikan contoh (Ghojogh dkk., 2021). Kesenjangan pene-
litian (research gap) ini dimanfaatkan penulis untuk menemukan contoh pemetaan

fitur beserta sifatnya.

Selain itu, Ghojogh dkk. tidak menunjukkan terapan metode RKHS dalam
machine learning secara eksplisit (menggunakan data set) (Ghojogh dkk., 2021).
Hal ini memotivasi penulis melakukan analisis kinerja fungsi kernel linear, fungsi
kernel polinomial, dan fungsi kernel Gaussian dalam machine learning, khususnya
SVM Kklasifikasi dan regresi.



2.2 Ruang Vektor

RKHS pada dasarnya adalah ruang vektor. Berikut ini definisi ruang vektor
menurut Roman (Roman, 2008).

Definisi 2.2.1 Diberikan sebarang himpunan V' yang dilengkapi operasi penjumla-
han (+) dan operasi perkalian (-). Himpunan tak kosong V' disebut ruang vektor
atas lapangan F' jika memenuhi aksioma berikut ini.

1. Jika v dan v anggota V', maka u + v berada di V.

2. Untuk setiap u,v € V berlaku u +v = v + w.

3. Untuk setiap u, v, w € V berlaku u + (v + w) = (u + v) + w.

4. Terdapat O € V sehingga u + 0 = 0 + u = u, untuk setiap u € V.

5. Untuk setiap u € V terdapat suatu —u € V' sedemikian sehingga u+ (—u) =
(—u) +u=0.

6. Jiknke Fdanue V,makak -ueV.

7. Jikak € Fdanu,v € V,maka k- (u+v)=k-u+k-v.
8. Jikak,l€e Fdanu e V,maka (k+1)-u=k-u+1-u.
9. Jika k,l € Fdanu € V, maka k(l - u) = (k- l)u.

10. Untuk suatu elemen identitas terhadap perkalian, yaitu 1 € F' dan setiap
u € Vberlakul - u = u.

Dalam RKHS dan SVM, data set dipandang sebagai kumpulan vektor yang
berada dalam ruang fitur dan mewakili nilai-nilai nyata yang akan dianalisis. Setiap
variabel dapat dipandang sebagai barisan vektor, sedangkan fitur merepresentasikan
dimensi.

Sebagai contoh, jika ada data set dengan dua fitur, maka data tersebut dapat
dipandang sebagai vektor dalam ruang berdimensi dua. Jadi, ruang vektor meru-
pakan ruang yang terdiri dari semua titik (atau vektor) yang mewakili data dengan
dimensi tertentu.

Contoh 2.2.2 Himpunan matriks berukuran m x n dengan entri-entrinya bilangan
riil dinotasikan dengan M,,, «,,(R) merupakan ruang vektor atas lapangan R.



Dalam matriks, Ghojogh dkk. mendefinisikan operasi Schur product sebagai
berikut (Ghojogh dkk., 2021).

Definisi 2.2.3 Diberikan matriks A = (a;;) dan B = (b;;) berukuran m x n. Schur
product dari A dan B merupakan perkalian masing-masing elemen a;; - b;; untuk

semua i = 1,2,--- ymdan j = 1,2,--- ,n. Schur product dinotasikan dengan
AoB.

2.3 Ruang Hasil Kali Dalam

Ruang hasil kali dalam, atau inner product space yang selanjutnya ditulis
RHKD merupakan ruang vektor yang dilengkapi struktur tambahan untuk mendefi-
nisikan sudut, jarak, dan ortogonalitas (tegak lurus) antar vektor. Struktur tambah-
an yang selanjutnya disebut inner product memperluas konsep ruang vektor biasa
sehingga dapat dilakukan analisis geometris yang lebih komprehensif. Berikut de-
finisi dari ruang hasil kali dalam menurut Roman (Roman, 2008).

Definisi 2.3.1 Diberikan ruang vektor V' atas lapangan bilangan riil R. Suatu hasil
kali dalam (inner product) pada ruang vektor V merupakan fungsi (,) : VxV — R
yang mengasosiasikan bilangan riil (u,v) dengan masing-masing pasangan vektor
u dan v pada V sedemikian sehingga untuk setiap vektor w,v,w di V' dan juga
untuk setiap k& € R, berlaku:

1. bersifat simetri, yaitu untuk setiap u,v € V berlaku (u,v) = (v, u).

2. bersifat definit positif, yaitu untuk setiap v € V berlaku (v,v) > 0 dan
(v,v) = 0 jika dan hanya jika v = 0.

3. bersifat linear, yaitu untuk setiap v, v,w € V dan k,l € R berlaku (ku +
lv,w) = k({u, w) + (v, w).

Suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam dinamakan RHKD
(Ruang Hasil Kali Dalam).

Dalam RHKD, didefinisikan norma (norm) dari vektor, yaitu ukuran pan-

jang atau magnitude dari vektor tersebut (Roman, 2008).

Definisi 2.3.2 Jika V' suatu RHKD maka norm atau panjang vektor v € V' didefini-

sikan sebagai ||v|| = / (v, v).



Berikut ini teorema penting dalam RHKD menurut Roman (Roman, 2008).

Teorema 2.3.3 Jika u dan v merupakan vektor pada suatu RHKD V' maka
[(w, v)] < ull[[v]

untuk setiap v, v € V' (Ketaksamaan Cauchy-Schwarz).

Bukti. Diberikan suatu RHKD V = R? dan u = (uq, us),v = (vy, v9) € R2.
Didefinisikan (u,v) = ujv; + ugvq sehingga
[(u, )| = [urvy + ugva| = /(U101 + ugv2)? = \/ (W30} + 2uyv U0y + udv3).
Di sisi lain, [|u|| = v/u? + u2 dan ||v]| = \/v} + v3 maka
- ol = @@+ ) VT T D)
N R
= /udv? + uvd + udv} + udvl.
Dalam analisis riil, 2u;viuve < u3v3 + uivi.
Jadi, [(u, v)| < [Jull[]v]. u

Teorema 2.3.4 Jika u dan v merupakan vektor pada suatu ruang hasil kali dalam V'
maka

[+ ol < lull +[lv]
untuk setiap u, v € V' (Ketaksamaan Segitiga).

Bukti. Berdasarkan Definisi 2.3.2,

|lutv]]? = (u+v, u+v) = (u, u)+{u, v)+{v,u)+ (v, v) = (v, u)+2{u, v)+ (v, v).
Berdasarkan Teorema 2.3.3,

lu+l[* < flull +2l[ullllv]| + vl = (ull + [[v]|)?* berakibat [|u+v|| < [ju]] +[v]].
[ |

2.4 Ruang Hilbert

RKHS memiliki komponen utama ruang Hilbert (Chen dkk., 2021). Ruang
Hilbert dikenalkan oleh fisikawan matematika David Hilbert pada awal abad ke-
20 sebagai ruang vektor yang dilengkapi dengan inner product (hasil kali dalam)
yang memenuhi sifat bahwa setiap barisan Cauchy-nya konvergen (Roman, 2008).
Berikut ini diberikan definisi barisan Cauchy menurut Roman (Roman, 2008).

Definisi 2.4.1 Suatu barisan (x,),n = 1,2,... dalam RHKD bernilai riil disebut
sebagai barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat /N < oo sehingga

|z, — xm|| < € dengan n,m > N. Suatu barisan (x,,) disebut konvergen ke titik
z € Vjika ||z, — x|| — 0 saat n — oc.



10

Barisan Cauchy memiliki keistimewaan dalam ruang vektor yaitu tentang
sifat konvergensi. Barisan Cauchy menjadi alat untuk menentukan apakah suatu

ruang vektor memiliki sifat kelengkapan (completeness) atau tidak (Roman, 2008).

Definisi 2.4.2 Suatu RHKD dikatakan lengkap (complete) jika untuk sebarang ba-
risan Cauchy (z,),n = 1,2, ... terdapat = sebagai titik limit dari barisan Cauchy,

yaitu ||z, — z|| — 0 saat n — oo.

Sifat kelengkapan (completeness) dalam ruang vektor bersifat istimewa ka-
rena memastikan bahwa setiap barisan Cauchy di ruang tersebut memiliki titik limit
yang juga berada di dalam ruang vektor tersebut. Sifat kelengkapan ruang vektor
menjadi dasar dalam mendefinisikan ruang Hilbert (Roman, 2008).

Definisi 2.4.3 Suatu ruang Hilbert merupakan ruang hasil kali dalam yang lengkap.

Salah satu sifat penting dalam ruang Hilbert adalah kekonvergenan. Sifat
kekonvergenan juga sangat penting dalam statistika karena memastikan bahwa me-
tode atau estimasi yang digunakan akan memberikan hasil yang konsisten dan dapat
dipercaya seiring dengan bertambahnya jumlah data (Shawe-Taylor dan Cristianini,
2004). Berikut definisi barisan konvergen di ruang Hilbert menurut Roman (Rom-
an, 2008).

Definisi 2.4.4 Barisan (x,,) di ruang Hilbert H disebut konvergen ke titik x € H
jika ||z, — z|| = 0, — oo.

Berikut proposisi kekontinuan dalam norm dan inner product pada suatu
ruang Hilbert (Roman, 2008).

Proposisi 2.4.5 Diberikan barisan (x,,) dan (y,,) dalam suatu ruang Hilbert H.
Jika ||z, — z|| — O dan ||y, — y|| — 0 maka:

L flzall =l

2. {xp,Yn) — (z,9).
Bukti.

1. Berdasarkan Definisi 2.4.4, ||z, — z|| dan berlaku ||z,, — z|| > ||z.|| — ||=]|
Karena ||z, — z|| — 0 maka —||z, — z|| < ||lz.| — ||z| < ||z. — ||. Jadi,
terbukti ||z, | — [|z||.

2. x, — zartinya |z, — x| — 0 < Ve > 0, |z, — 2| < €.
Vn, (@, yn) — (@ 9)| = K@n,yn = 9) + (@0 — 2, 9)| < K@n,yn — )| +
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({0 = 2,9)| < llzalllyn = yll + llzn — 2[[lyl]. Karena [y, — y|| = 0 dan
|z, — z|| = 0 maka [(x,,, y,) — (z,y)| = 0 atau (z,,, y,) — (z,y).

Proposisi 2.4.5 tersebut memastikan stabilitas konvergensi dalam ruang Hil-
bert.

Berikut ini definisi ruang Hilbert yang dilengkapi elemen unit (Small dan
McLeish, 1994).

Definisi 2.4.6 Diberikan suatu ruang Hilbert H. Diberikan suatu elemen H yaitu
1. Pasangan terurut (H,1) disebut ruang Hilbert yang dilengkapi dengan elemen
unit jika (1,1) = 1 € F. Dengan demikian, diartikan bahwa hasil kali dalam dari

elemen 1 terhadap dirinya merupakan elemen H.

2.5 Fungsi Kernel

Sifat utama dari RKHS disebut reproducing property yang dikenakan pa-
da fungsi kernel dalam ruang tersebut. Fungsi kernel adalah fungsi matematika
yang memetakan dua vektor ke dalam bilangan riil dan memiliki sifat merepro-
duksi elemen-elemen ruang vektor (Bowman dan Azzalini, 1997); (Shawe-Taylor
dan Cristianini, 2004). Keistimewaan fungsi kernel pada ruang Hilbert, terutama
dalam konteks Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS), terletak pada kemam-
puannya melakukan operasi yang dikenal sebagai kernel trick. Fungsi kernel pada
RKHS dapat melakukan komputasi inner product dalam ruang berdimensi tinggi
tanpa perlu secara eksplisit memetakan data ke ruang tersebut. Berikut ini definisi
fungsi kernel menurut Shawe-Taylor dan Cristianini (Shawe-Taylor dan Cristianini,
2004).

Definisi 2.5.1 Diberikan sebarang himpunan X. Suatu fungsi x : X x X — R

disebut fungsi kernel jika untuk setiap x,y € X memenuhi

k(. y) = (o(x), d(y)) (2.5.1)

dengan ¢ : X — R" merupakan pemetaan dari X ke ruang fitur berdimensi-n.

Ruang fitur berdimensi-n adalah ruang vektor berdimensi-n yang merepre-
sentasikan data setelah dipetakan oleh fungsi kernel (Scholkopf dkk., 1999).
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Menurut Shawe-Taylor dan Cristianini, fungsi kernel dapat direpresentasi-
kan dalam bentuk matriks Gram karena matriks ini mempermudah perhitungan da-
lam ruang fitur berdimensi tinggi tanpa harus langsung menghitung koordinat di
ruang tersebut (Shawe-Taylor dan Cristianini, 2004).

Definisi 2.5.2 Diberikan sebarang himpunan X = {z1, xs, ..., ;}. Matriks Gram

didefinisikan sebagai matriks G berukuran [ x [ yang memiliki entri-entri
dengan: =1,2,...,ldanj =1,2,...,1[.

Definisi 2.5.3 Diberikan sebarang himpunan X = {x,z,,...,x;}. Jika k meru-
pakan fungsi yang mengevaluasi inner product berdasarkan pemetaan fitur ¢ maka

matriks Gram yang bersesuaian memiliki entri-entri

Gij = (d(13), d(7;)) = K(2i, 5) (2.5.3)
dengan: =1,2,...,ldanj =1,2,... 1L

Definisi 2.5.4 Diberikan sebarang himpunan X dan matriks simetri A. Matriks A
disebut semi definit positif jika untuk setiap nilai eigennya adalah nonnegatif atau
v'Av > 0, untuk setiap vektor v € X.

2.6 Reproducing Kernel Hilbert Space

Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) dan fungsi kernel memiliki hu-
bungan yang erat karena RKHS didasarkan pada konsep fungsi kernel dan me-
rupakan ruang Hilbert khusus yang direproduksi oleh kernel tersebut. Berikut ini
definisi RKHS menurut Berlinet dan Thomas-Agnan (Berlinet dan Thomas-Agnan,
2004).

Definisi 2.6.1 Suatu fungsi kernel x : X x X — R merupakan reproducing kernel

Hilbert space pada suatu ruang Hilbert / jika dan hanya jika memenuhi kondisi:
1. untuk setiap z € X, k(z,-) € H,
2. untuk setiap # € X dan untuk setiap ¢ € H, (¢, k(z,-)) = ¢(z) dengan
p: X =R

Kondisi (1) pada Definisi 2.6.1 bermakna untuk x tetap, berlaku x(z, ) € H
untuk setiap y € X.
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Contoh 2.6.2 Diberikan basis ortonormal (eq, e, ..., e,) di ruang Hilbert H. Di-
definisikan x(x,y) = > ., e;(x)e;(y) maka untuk sebarang y € X diperoleh,
k(- y) = > ei(-)ei(y). Didefinisikan suatu fungsi ¢(-) = >, Aie;(+), untuk
setiap \; € R. Untuk setiap y € X,
(oo kCy)m = Qim Niei(4), 200 e5()es (v), ) mr

=i Z?:l Aiej(y){ei, ej)

= Z?zl Aiei(y)

= ¢(y).

2.7 Support Vector Machine

Support vector machine merupakan salah satu algoritma dalam machine le-
arning. Machine learning adalah cabang dari kecerdasan buatan (artificial intelli-
gence) yang berfokus pada pengembangan sistem komputer yang dapat mempela-
jari data, mengenali pola, dan membuat keputusan dengan sedikit bahkan tanpa in-
tervensi manusia (Muthukrishnan dkk., 2020). Tujuan utama dari machine learning
adalah untuk mengembangkan algoritma atau model yang memungkinkan kompu-
ter untuk melakukan tugas tertentu secara otomatis berdasarkan pembelajaran dari
data latih (training) (Parapat dkk., 2018).

Pada dasarnya, konsep Support Vector Machine (SVM) adalah menentu-
kan hyperplane yang memisahkan himpunan data ke dalam dua kelas secara linear.
Sebagai contoh, untuk himpunan data berdimensi satu, hyperplane pemisah dua
kelas adalah berupa titik sedangkan untuk himpunan data berdimensi dua, hyper-
plane pemisah adalah garis lurus sedangkan untuk himpunan data berdimensi ti-

ga, hyperplane pemisah adalah suatu bidang datar sebagaimana ditampilkan pada
Gambar 2.1.

-~
s

i

S0 = W W s B @
'3 ] i

Gambar 2.1 Ilustrasi Hyperplane pada Ruang Berdimensi Dua dan Ruang
Berdimensi Tiga
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Berikut langkah-langkah penurunan rumus untuk penentuan hyperplane da-
lam SVM (Pisner dan Schnyer, 2020).

1. Persamaan hyperplane
Diberikan data set yang terdiri dari n sampel data {(x;,y;)}",, dengan z;
adalah vektor dari data ke-i, dan y; € {—1, +1} adalah label kelas, dengan -1
dan +1 mewakili dua kelas berbeda maka hyperplane dalam ruang d-dimensi

didefinisikan oleh persamaan

wlz+b=0 (2.7.4)

dengan w adalah vektor bobot ke hyperplane, dan b adalah bias atau intercept.
Hyperplane ini memisahkan data ke dalam dua kelas jika data memenuhi

ketentuan
yi(w z; +0) > 1,Vi,i=1,2,--- ,n. (2.7.5)
Artinya, jika
y; =+1, maka w'x, +b>1 (2.7.6)
dan jika
yi=—1, maka wlz; +b<—1. (2.7.7)

2. Margin dan tujuan SVM
Dalam SVM, tujuan utamanya adalah mencari hyperplane yang memaksi-

malkan margin, yaitu jarak antara dua hyperplane sejajar

wiz+b=+1 dan w'z+b=—1. (2.7.8)

Lebar margin (jarak antara kedua hyperplane) dihitung sebagai =:. Oleh

[[w]| *

karena itu, memaksimalkan margin sama dengan meminimalkan |w||, atau

lebih spesifik 1|jw]|%, untuk tujuan menyederhanakan komputasi.

3. Fungsi objektif
Masalah penentuan hyperplane dalam SVM dapat dituliskan sebagai masalah
optimasi berikut. Minimalkan £ ||w||* dengan kendala

yi(w'a; +b) > 1, (2.7.9)

untuk setiap ¢ dengan: = 1,2, | n.

4. Menggunakan metode Lagrange untuk menyelesaikan optimasi

Untuk menyelesaikan masalah optimasi pada langkah 3, digunakan fungsi
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pengali Lagrange yang didefinisikan sebagai berikut:
1 > N T
L(w,b,0) = - |w]* - X_;a (yi(w 2 +b) — 1), (2.7.10)
dengan o; > 0 adalah pengali Lagrange, untuk setiap ¢ dengani = 1,2,--- | n.

. Menyusun kondisi Karush-Kuhn-Tucker
Untuk meminimalkan £(w, b, &), diambil turunan parsial dari £ terhadap w
dan b.

(a) Turunan terhadap w:

8£ n n

90 =w — ;aiyimi =0=w= ; QY T 2.7.11)
(b) Turunan terhadap b:

. Dual formulasi dari SVM
Dengan substitusi w = Y., oyy;z; ke dalam fungsi Lagrange, diperoleh

bentuk dual dari masalah optimasi sebagai berikut. Maksimalkan

W(a) = Z a; — % Z Z QYT T, (2.7.13)
i=1

i=1 j=1

dengan kendala

Zaiyi =0, «a; >0, untuksetiapzdengan:=1,2,--- n. (2.7.14)
=1

Setelah menyelesaikan masalah dual ini, diperoleh vektor w dan bias b.

. Menentukan hyperplane optimal
Vektor bobot w adalah

w = Z QYT (2.7.15)
i=1

Untuk menghitung bias b, dapat digunakan salah satu titik yang memenuhi

yi(wTx; + b) = 1 atau y;(w” x; + b) = —1 di antara support vectors.
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2.7.1 Klasifikasi Support Vector Machine

Dalam konteks klasifikasi, SVM bertujuan untuk menentukan hyperplane
yang optimal yang memisahkan dua kelas data dengan margin maksimum. Pen-
dekatan SVM didasarkan pada konsep margin maksimum dan prinsip pemisahan
linear untuk meningkatkan akurasi klasifikasi dan mengurangi overfitting (Shawe-
Taylor dan Cristianini, 2004).

Support vectors adalah titik data yang berada di tepi atau margin pemisah-
an kelas. Titik-titik ini sangat berpengaruh dalam menentukan posisi hyperplane
optimal. SVM dapat diperluas untuk menangani data yang tidak dapat dipisahkan
secara linear menggunakan kernel trick. Kernel trick dapat memetakan data dari
ruang fitur asli ke ruang fitur berdimensi lebih tinggi sehingga data menjadi lebih
mudah dipisahkan secara linear (Bowman dan Azzalini, 1997).

2.7.2 Regresi Support Vector Machine

Regresi Support Vector Machine adalah jenis SVM yang dirancang untuk
menyelesaikan masalah regresi. Seperti Klasifikasi SVM, Regresi Support Vector
Machine bertujuan untuk menentukan hyperplane terbaik, tetapi tujuannya adalah
memprediksi nilai keluaran yang berada dalam rentang tertentu (Cervantes dkk.,
2020).

Dalam Regresi Support Vector Machine, ide utamanya adalah untuk mene-
mukan hyperplane yang meminimalkan deviasi antara nilai prediksi dan nilai sebe-
narnya, sambil menjaga galat dalam batas tertentu. Regresi Support Vector Machine
menggunakan margin €, yang mengontrol seberapa jauh prediksi dapat menyim-
pang dari nilai sebenarnya tanpa dikenakan penalti (Lopez, 2022).

Secara formal, jika dimiliki data pelatihan (x;,y;) untuk i = 1,..., N, de-
ngan x; adalah vektor fitur dan y; adalah nilai sebenarnya maka Regresi Support
Vector Machine menentukan fungsi prediksi dalam bentuk:

flx)=w- -z +Db, (2.7.16)

dengan w adalah vektor bobot, dan b adalah bias.

Regresi Support Vector Machine bertujuan untuk menemukan fungsi f(z)
yang memiliki galat kurang dari € untuk semua titik data dalam set pelatihan. Arti-
nya, untuk setiap titik data (x;, y;), galatnya |y; — f(x;)| harus kurang dari e.

Namun, untuk menangani data yang mungkin tidak dapat memenuhi batas
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galat €, Regresi Support Vector Machine memperkenalkan variabel slack &; dan &
untuk mengizinkan beberapa galat yang melebihi € pada titik tertentu, tetapi penalti
akan dikenakan untuk galat ini. Tujuan Regresi Support Vector Machine adalah

untuk meminimalkan galat ini dengan menggunakan fungsi berikut:

1 2 = *
Sl +C;(§z—+€i), (2.7.17)

dengan C' adalah parameter yang mengontrol trade-off antara margin lebar (yakni,
regularisasi) dan galat (slack variables).

Dengan menggabungkan kondisi margin e dan variabel slack, Regresi Sup-

port Vector Machine dapat diformulasikan sebagai masalah optimasi berikut:

N
o1 .
wrgég@HwH”CE &+¢&) (2.7.18)
—

dengan kendala
yi— (w-x; +b) <e+ ¢,

(w-x;+b) —y <e+&, (2.7.19)
Kendala pertama dan kedua memastikan bahwa galat antara prediksi dan

nilai sebenarnya berada dalam batas €, dengan tambahan slack &; dan £ jika galat

lebih besar dari €.

Untuk menyelesaikan masalah pada Persamaan 2.7.18, digunakan metode

pengali Lagrange. Fungsi Lagrangian dari masalah ini adalah
1 N
L(w,b,&,& ava” n. ") = Slwl® +C Y (& +€)
i=1

N
—Zai(e+€i—yi+w-xi+b)

i=1

N
=Y of(e+& +yi—wex; —b)

1=1

N N
- Z’?ifi - Zﬁffz*
i=1 i=1

(2.7.20)

Selanjutnya, penyelesaian turunan parsial terhadap w, b, &;, dan £ diguna-
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kan untuk memperoleh bentuk dual. Bentuk dual dari masalah optimasi ini adalah

N N N N
1 * * * *
max —o Z Z(Oéi — a7)(a; — af)r(wi, x5) + Z(Oﬁ — o)y — EZ(%’ + ;)
’ i=1 j=1 i=1 =1
(2.7.21)
dengan kendala
N
Z(ai —;)=0, 0<aq;,0 <C. (2.7.22)

Di sini, x(z;, z;) = x; - x; adalah kernel linear. Kernel lain dapat digunakan

sesuai kebutuhan untuk menangani data nonlinear.

Setelah menyelesaikan nilai «; dan o, fungsi prediksi untuk titik data baru

x adalah
N

fl@) = (a; — af)r(wi,z) +b, (2.7.23)
i=1
dengan k(z;, z) adalah fungsi kernel yang mengukur kemiripan antara data pelati-

han dan data yang akan diprediksi.

Nilai ¢ menentukan batas galat bebas penalti. Nilai penalti bertujuan un-
tuk mengurangi kesalahan pada data latih sambil menjaga model agar tidak terlalu
kompleks. Semakin besar €, semakin longgar batas galat, yang memungkinkan de-
viasi yang lebih besar dari nilai sebenarnya tanpa penalti. Artinya, jika galat suatu
prediksi berada dalam rentang [—e, €], maka galat tersebut tidak dihitung atau tidak

dikenakan penalti.

Nilai C' mengontrol trade-off antara margin yang lebar dan galat kecil. Mak-
na dari trade-off yang dikontrol oleh nilai C' adalah bahwa ada keseimbangan antara
dua tujuan yang saling bertentangan yaitu memaksimalkan margin untuk memas-
tikan generalitas model namun mengurangi galat untuk memastikan akurasi pada
data latih. Nilai C' yang tinggi akan menghasilkan model dengan galat yang kecil te-
tapi margin yang lebih sempit, yang berpotensi overfitting, sedangkan nilai C' yang
rendah akan menghasilkan model dengan margin yang lebih lebar tetapi berpotensi
lebih besar galatnya.



BAB III

METODE REPRODUCING KERNEL HILBERT SPACE
DALAM SUPPORT VECTOR MACHINE

3.1 RKHS Sebagai Kasus Khusus Ruang Hilbert yang Dilengkapi Elemen
Unit

Berikut diberikan contoh ruang Hilbert dengan elemen unit berdasarkan De-
finisi 2.4.6 menurut Utami dkk. (Utami dkk., 2023).

Contoh 3.1.1 Misal H = R3 suatu ruang vektor dengan hasil kali dalam yang
didefinisikan sebagai berikut.

3
(w,9) =z (3.1.1)
=1

dan metrik yang diinduksi dari hasil kali dalam didefinisikan dengan

3 (1/2)
d(z,y) = (Z(m - yi)2) (3.12)

=1

Karena ruang Hilbert merupakan RHKD yang lengkap terhadap metrik yang
diinduksi hasil kali dalam, maka akan dibuktikan bahwa setiap barisan di R? kon-

vergen di R3.

Diberikan (z) barisan Cauchy di R®, dengan =, = (2(1), Z(k2), T(k,3))-
Dari induksi metrik diperoleh, d(zy,7,,)* = Zf’:l(as(k,i) — Z(mp)® — 0 untuk
k, m — oo. Untuk setiap koordinat ke-¢ berlaku

(Tri) — x(m,i))2 < d(zk, Tm)*. (3.1.3)

Dengan kata lain, (x(,m) — x(mvi))z — 0 dengan k, m — oo dan koordinat
ke-i dari barisan (2 ;))r—1,2,.. merupakan barisan Cauchy di R. Karena R lengkap
maka (2x,)) — y; saat k — oo.
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Jikay = (y1, Y2, y3), maka d(zx, y)* = 370 (25 —¥i)* — Osaatk — oo.
Untuk setiap koordinat posisi ke-i, diperoleh (244 — v:)* < d(xx,y)* — 0.

Selanjutnya dapat ditentukan elemen unit pada R3,

[SSY
I
o O =

yang apabila dikalikan terhadap dirinya sendiri menghasilkan 1. Dengan demikian,

(R3,1) adalah ruang Hilbert yang dilengkapi elemen unit.

Dalam Contoh 3.1.1 dapat ditemukan elemen unit lain sebagai berikut.

1

0 0 Vi

x wok Kokk 1
r=|1|1r=|of =%
1

0 ! 7

Dengan demikian diperoleh Akibat 3.1.2 sebagai berikut.

Akibat 3.1.2 Dalam suatu ruang Hilbert yang diinduksi hasil kali dalam, elemen
unitnya tidak tunggal.

Berdasarkan Definisi 2.4.6, misal dipilih ¢ : X — R dan x(z;, z;) elemen
ruang Hilbert sehingga berlaku (¢, x(x;, z;)) = ¢(x) maka ruang Hilbert yang di
dalamnya berlaku hasil kali dalam tersebut disebut RKHS.

3.2 Fungsi Kernel dalam RKHS

Fungsi kernel dalam RKHS berfungsi sebagai alat untuk mengukur kesama-
an antara dua titik dalam ruang fitur. Dengan kata lain, fungsi kernel memberikan
nilai “kesamaan” antara dua titik data x dan y dalam bentuk x(z,y), tanpa perlu

mengungkapkan koordinat atau dimensi ruang tersebut.

Salah satu sifat unik dari RKHS adalah “reproducing property,” yang me-
nyatakan bahwa dapat dievaluasi fungsi dalam RKHS di titik tertentu dengan meng-
gunakan fungsi kernel. Ini berarti, untuk suatu fungsi f dalam RKHS dan titik data
x, evaluasi f(z) dapat dihitung sebagai

f(x) = (f,k(-, 7)) rKcris (3.2.4)

dengan «(-, x) adalah fungsi kernel yang berfungsi sebagai “representasi” dari titik
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x dalam RKHS. Proses ini memungkinkan model untuk mengakses informasi data

di RKHS dengan menghitung inner product antara fungsi dan kernel.

Dalam Klasifikasi SVM, fungsi kernel digunakan untuk membuat hyper-
plane pemisah dalam RKHS sehingga memungkinkan pemisahan data yang tidak
dapat dipisahkan secara linear di ruang asli. Kernel menciptakan hubungan antara

data sehingga dapat dibangun model yang fleksibel untuk berbagai jenis data.

Pada Klasifikasi SVM, fungsi kernel memudahkan peneliti mencari hyper-
plane optimal di RKHS untuk memisahkan dua kelas sedangkan dalam Regresi
SVM, fungsi kernel membantu membangun model regresi dalam RKHS yang mam-

pu menangani hubungan nonlinear dalam data.

Berikut ini contoh fungsi kernel berdasarkan Definisi 2.5.1.

Contoh 3.2.1 Diberikan himpunan bilangan riil berdimensi dua R? dan didefinisi-
kan suatu pemetaan ¢ : R> — R? sebagai berikut:

¢ x = (21,72) = d(x) = (22, 22,V 2x125) € R>.

Diberikan sebarang z, y € R%. Berdasarkan Definisi 2.5.1 berlaku
K(z,y) = (o(), d(y))
= <(ZE%7 ZL’%, \/51’11‘2), (y%7 y%v ﬁyly?»
= 27y} + T35 + 251200192
= (z1y1 + Tays)?
= (z,9)%
Jadi, fungsi x(z,y) = (x,y)* merupakan fungsi kernel yang bersesuaian dengan
ruang fitur R3.

Contoh 3.2.2 Diberikan X = R? dan didefinisikan suatu pemetaan ¢ : R? — R*

sebagai berikut:
¢:x = (11,29) — ¢(2) = (22,23, 179, T971) € R,

Diberikan sebarang x,y € X. Berdasarkan Definisi 2.5.1 berlaku
R, y) = (o(x), 6(y))

= (@1, 23, 2122, T271), (Y1, U3, Y1Y2, Y211))

= 2iY7 + 3Y3 + 1152912 + TaT1 Y2l

= (T1y1 + 22y2)?

= (z,9)%
Jadi, fungsi x(z,y) = (x,y)> merupakan fungsi kernel yang bersesuaian dengan
ruang fitur R*.
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Berdasarkan Contoh 3.2.1 dan Contoh 3.2.2, diperoleh Akibat 3.2.3 sebagai
berikut.

Akibat 3.2.3 Ruang fitur secara tunggal ditentukan oleh fungsi kernel.

Dengan kata lain, fungsi kernel yang sama dapat menghasilkan dimensi pe-
metaan fitur yang berbeda.

Berdasarkan Definisi 2.5.2, Definisi 2.5.3, dan Definisi 2.5.4 diperoleh Pro-
posisi berikut.

Proposisi 3.2.4 Matriks kernel dapat dinyatakan sebagai matriks Gram G dan me-
rupakan matriks semi definit positif.

Bukti. Diberikan matriks kernel G, dengan
Gz’j = IQ(ZEZ'? .Z‘j) = <§Z§((L’z), ¢(ZEJ)>, untuk Z,j = 1, 27 ,l dan Ly Tj e X.

Diberikan sebarang v € V' berlaku

K(r1,21) oo o RK(T1,7) vy
k(zo, 1) oo . K(To,x v
U/G'U: (Ul vy ... U[) ( 25 1) ( 29 l) 2
Kz, z1) oo oo K(mg, ) U]

<¢(I1)7 (

¢(x1)) P(z1), ¢(z1))\ (w1
=<vl Vg ... vl> (9(@2),

T o |

1)) o (Q(x2), 0(m1)) | | vo
(P(x1), d(z1)) oo (D(21), P(21)) vl

= Zé,j:l Uz<¢(‘rz)a ¢<xj)>vj

= (i vida), Y5y vib()))

= <ZZ:1 v;p(;), Zi:l vip(7;))
= || 2221 Ui¢(35i)||2 > 0. [ |

Berikut ini sifat yang diperoleh tentang fungsi kernel.

Teorema 3.2.5 Diberikan sebarang himpunan X C R”". Didefinisikan fungsi dari
X x X — R™ Misal k; dan ko sebarang fungsi kernel. Jika ¢ pemetaan dari
X — R"™ maka berlaku sifat berikut.

1. k(x,2) = k1(z, 2) + K2(x, 2) adalah fungsi kernel, untuk sebarang x, z € X.

2. k(x,z) = aki(x, z) adalah fungsi kernel, untuk sebarang x, z € X dan a €
R*.

3. k(x, z) = Kk1(x, z)ka(x, z) adalah fungsi kernel, untuk sebarang z, z € X.
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Bukti.

1. Berdasarkan Proposisi 3.2.4, maka untuk sebarang v € X akan ditunjukkan
V'(G1 + G2)v > 0, dengan G; dan G, merupakan matriks Gram.
Berdasarkan Definisi 2.5.3,
ri(zy, 1) - kaan, @) (P1(z1), 01(21)) - (D1(21), P1(w1))
G, — K1(T2,71) .o K172, 1) _ (P1(x2), 01(21)) - (D1(22), P1(w1))

ci(z, @) o k(@ @) (P1(1), d1(1)) o (Du(@1), D1 (1))
Karena ~; fungsi kernel artinya v'(G1)v > 0.
Begitu juga

Ko(z1, 1) oo KTy, 27) (Pa(x1), P2(21)) o (D2(1), P2(22))
G, - Ra(ma, 1) o Ra(w, @) [ | (f2(w2), @a(z1)) - (da(22), Polw1))

Ko(zp, 1) oo Koy, 71) (Pa(@1), P2(1)) o (D2(1), P2(71))

Karena ks, fungsi kernel, artinya v'(Gz)v > 0. Dengan demikian, penjumlah-
an
U,(Gl)v + U,(GQ)U = U/(Gl + GQ)U Z 0.

Jadi, k(x, 2) = Kk1(x, 2) + Ka2(z, z) merupakan fungsi kernel.

2. Diketahui r; fungsi kernel dan @ € R*. Akan ditunjukkan av'Gyv > 0.
Berdasarkan Definisi 2.5.3,
pi(zr, @) o KT, @) (P1(z1), @1(z1)) .. (D1(21), D1(21))
G, = i@y, 1) o mu(@g, @) [ (Pulw2), da(w)) o (Da(a2), dulan))

Ki(wy,21) o Ra(2, @) (P1(x1), pr(x1)) o (D1(21), P1(1))

Karena ~, fungsi kernel artinya v'(G)v > 0. Dengan demikian,
V' (aG1)v = av'(Gy)v > 0.

Jadi, k(z, 2) = ak;(z, z) merupakan fungsi kernel.

3. Diketahui x; fungsi kernel, artinya v'(G;)v > 0 dan ko fungsi kernel yang
artinya v'(Gy)v > 0. Akan ditunjukkan v'(G1Gy)v > 0. Digunakan Schur
product berdasarkan Definisi 2.2.3 sehingga

V' (G1)v o v'(G2)v = V' (G 0 Go)v > 0.

Jadi, k(z, 2) = Kk1(x, 2)ka(z, 2) merupakan fungsi kernel.
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Teorema 3.2.6 Diberikan sebarang himpunan X C R" dan didefinisikan fungsi
dari X x X — R".Jika k1, ko, - - -, dan k,, fungsi kernel berhingga serta oy, s, - - -,
dan «,, sebarang bilangan riil positif maka kombinasi linear berhingga merupakan

fungsi kernel.

Bukti. Untuk ¢ = 1,2,...,n setiap fungsi kernel ;(z, z) terdapat matriks Gram
G sehingga

Gg’g:ﬁl(xjvxk)’ jak:1727"'7m vthQv'“?meX'

Karena «;(x, z) fungsi kernel maka setiap G berlaku v'GYv > 0,Vv € X. Ma-
triks Gram G dari kombinasi linear x(z, z) = Y | a;k;(x, z) adalah

G= zn: ;G
i=1

sehingga v'Gv = v'(3°7_, ;G )v. Karena a; > 0 dan v'G'v > 0 maka

Zai(v’G(i)v) > 0.
i=1

3.3 Fungsi Kernel Linear

Fungsi kernel linear merupakan salah satu jenis fungsi kernel yang diguna-
kan dalam machine learning. Fungsi kernel linear memiliki sifat sederhana namun
berguna dalam memetakan data ke dalam ruang fitur yang lebih tinggi. Berikut

diberikan sifat fungsi kernel linear.

Proposisi 3.3.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong X. Jika x(z, z) suatu kernel
atas X x X, dengan x, z € X maka k(z, z) = z - z adalah fungsi kernel.

Bukti. Berdasarkan Definisi 2.5.1, didefinisikan fungsi

(d(x),9(2)) = (,2) =x- 2= @iz

Berdasarkan Definisi 2.5.4, untuk setiap ¢ € X berlaku

Z ZCiCj/‘i(xi, T;) = Z Z cicj(x; - xj) = (Z cixi) (Z cjxj> . (3.3.5)

i=1 j=1 i=1 j=1
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Misalkan v = " | ¢;z; maka Persamaan 3.3.5 menjadi v - v = |[v]|* > 0.

Jadi, k(z, 2z) = x - z adalah fungsi kernel. |

Fungsi kernel x(z, z) = x - z selanjutnya disebut fungsi kernel linear.

3.3.1 Fungsi Kernel Linear pada Klasifikasi Support Vector Machine

Support Vector Machine (SVM) adalah algoritma machine learning yang
bertujuan untuk menemukan hyperplane optimal yang memisahkan kelas-kelas da-
ta dengan margin maksimum dalam ruang fitur. Prinsip SVM menurut Shawe-
Taylor dan Cristianini jika menggunakan fungsi kernel linear x(x, z) = x - z adalah
sebagai berikut (Shawe-Taylor dan Cristianini, 2004).

Diberikan himpunan data {(x;, y;)}?,, dengan r; € R y; € {—1,1} SVM
bertujuan untuk mencari hyperplane dalam bentuk f(z) = w-x+ b dengan w € R?
adalah vektor bobot dan b € R adalah bias. Klasifikasi dilakukan dengan

label prediksi = sign(f(z)). (3.3.6)

SVM memaksimalkan margin antara dua kelas, yaitu jarak antara hyperpla-
ne dan data terdekat (support vectors) dengan formula

margin = —. (3.3.7)
Il

Optimasi dilakukan dengan menyelesaikan masalah primal:
sl (338
s 21 -
terhadap kendala:

yi(w-z; +b) >1,Vi,i =1,2,...,n. (3.3.9)

Fungsi objektif ”i—” merepresentasikan tujuan optimasi, yaitu meminimalkan nor-
ma w, yang berhubungan dengan margin maksimum antara dua kelas dalam SVM.
Semakin kecil ||w]|?, semakin besar margin pemisahannya. Kendala y;(w - x; +b) >
1, V2 dengan ¢ = 1,2,---  n memastikan bahwa data training x; diklasifikasikan

dengan benar, yaitu berada di sisi yang benar dari margin dengan jarak minimal 1.

Jika dimensi data rendah atau jumlah kendala kecil, menyelesaikan masalah
primal lebih efisien daripada dual. Namun, untuk masalah SVM dengan data dalam
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dimensi tinggi, pendekatan dual lebih dipilih untuk mempermudah perhitungan.

Bentuk masalah dualnya adalah

n 1 n n
mozjuxz a— Z Z oy yik(eg, o), Vi, i =1,2,....n (3.3.10)
i=1 i=1 j=1
relatif terhadap ) | a;y; = 0, > 0, Vi dengan «; adalah pengali Lagrange dan

fungsi kernel linear x(z;, x;) = x; - x; sehingga bobot w dinyatakan dengan

w:Zaiyixi,W,i: 1,2,...,n (3.3.11)

=1

dan bias b dapat dihitung sebagai

b:yk—zgiyi(xiwk),w,i:1,2,...,n (3.3.12)

i=1
dengan k adalah indeks data support vector.

Fungsi keputusan untuk prediksi pada data baru = diberikan oleh
flz) = Zaiyi(xi-x)—l—b,w,i: 1,2,...,n (3.3.13)
i=1

dengan (z;,y;) adalah support vectors dan k(z;, x) = x; - © karena menggunakan

fungsi kernel linear. Klasifikasi dilakukan berdasarkan fungsi sign f(z) yaitu

L +1 jika f(x) > 0,
label prediksi = (3.3.14)
—1 jika f(x) <0.

Dengan menggunakan fungsi kernel linear x(x,z) = x - z berarti SVM
bekerja langsung di ruang fitur tanpa memetakan data ke ruang berdimensi lebih
tinggi. Kernel linear cocok untuk data yang dapat dipisahkan secara linear. Jika data
tidak dapat dipisahkan secara linear, kernel nonlinear seperti RBF atau polinomial

biasanya digunakan.

3.3.2 Fungsi Kernel Linear pada Regresi Support Vector Machine

Regresi SVM menggunakan prinsip serupa dengan Klasifikasi SVM, tetapi
difokuskan pada estimasi fungsi regresi f(z). Prinsipnya adalah mencari hyper-

plane f(r) = w -z + b yang mendekati data dengan toleransi kesalahan e dan
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meminimalkan kompleksitas model (Shawe-Taylor dan Cristianini, 2004). Jika di-
berikan data training (z;,y;) untuk ¢ = 1,... n, dengan x; adalah vektor fitur dan

y; adalah nilai sebenarnya, Regresi SVM menentukan fungsi prediksi dalam bentuk
flz)=w-x+0b, (3.3.15)

dengan w adalah vektor bobot, dan b adalah bias.

Regresi SVM bertujuan untuk menemukan fungsi f(z) yang memiliki galat
kurang dari € untuk semua titik data dalam set training. Artinya, untuk setiap titik
data (x;,v;), galatnya |y; — f(x;)| <€, Vi,i=1,2,...,n.

Untuk menangani data yang mungkin tidak dapat memenuhi batas galat e,
Regresi SVM menggunakan variabel slack §; dan £ untuk mengizinkan beberapa
galat yang melebihi € pada titik tertentu, tetapi penalti akan dikenakan untuk galat
ini. Tujuan Regresi SVM adalah untuk meminimalkan galat in1 dengan menggu-

nakan fungsi berikut

1 n
Slwl? + O3 (6 +6).Vii=1,2,..m (3.3.16)

i=1
dengan C' adalah parameter yang mengontrol trade-off antara margin lebar dan
galat (slack variables).

Dengan menggabungkan kondisi margin € dan variabel slack, Regresi SVM

dapat diformulasikan masalah optimasi sebagai berikut.

Jnin, %Hw”z + Cg(é +E)Vii=1,2,...,n (3.3.17)

dengan kendala:
yi—(w-x;+0) <e+§&,Vi,i=1,2,...,n (3.3.18)
(w-a; +b) —y; < e+ &Vii=1,2,....n (3.3.19)

&6 >0,Vi,i=1,2,...,n. (3.3.20)

Kendala pada Persamaan 3.3.18 dan Persamaan 3.3.19 memastikan bahwa
galat antara prediksi dan nilai sebenarnya berada dalam batas ¢, dengan tambahan
slack &; dan & jika galat lebih besar dari e.

Untuk menyelesaikan masalah pada Persamaan 3.3.16, digunakan pengali
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Lagrange. Fungsi Lagrangian berbentuk sebagai berikut.
* * *\ 1 2 - *
L(U},b,f,g y QG0 T ) ) - 5”21)” +Cz_;(£l +€z)
—Zai(e—l—fi—yﬁ—w-xmtb)
i=1

—Zaf(e—l—éj—f—yi—w‘xi—b)
i=1

_ im@ - in;g,\ﬁ,i =1,2,...,n.
i=1 i=1

(3.3.21)

Dari Persamaan 3.3.21, turunan parsial terhadap w, b, &;, dan £ untuk memperoleh

bentuk dual. Bentuk dual dari masalah optimasi ini adalah

1 n n . .
max —o D0 (e — o)y — af)rli, x5)

i=1 j=1

n n (3.3.22)
+Y (s —a))yi— €y (ai+af),Vi,i=1,2,...,n
=1 =1
dengan kendala
Y (ai—a})=0, 0<a;af <CVii=12 . n (3.3.23)

i=1

Fungsi kernel linear x(x, z) = x - z menjadikan perhitungan lebih sederhana
karena kernel linear hanya mengalikan dua vektor fitur tanpa transformasi nonlinear
tambahan. Setelah memperoleh nilai «; dan o] dari masalah dual, fungsi prediksi
untuk titik data baru x adalah

(3.3.24)
= Z(ai —af)(x;-x)+b,Vi,i=1,2,...,n

i=1
dan galat b diperoleh dengan b = y, — > ., (a; — o) (z; - ). Fungsi x(z;, z)
adalah fungsi kernel yang mengukur kemiripan antara data training dan data yang
akan diprediksi.

Nilai (o; — o) adalah koefisien yang diperoleh dari solusi masalah optimasi
Regresi SVM untuk setiap titik data training ;. Nilai z; - « adalah (dot product)
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antara vektor fitur data training x; dan vektor fitur data baru x sehingga fungsi
prediksi ini menghasilkan model regresi linear yang sederhana, dengan f(z) adalah

kombinasi linear dari data training x; dan data baru .

3.4 Fungsi Kernel Polinomial

Berikut ini merupakan proposisi yang menyatakan bahwa fungsi polinomial

dari suatu fungsi kernel juga merupakan fungsi kernel.

Proposisi 3.4.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong X. Untuk sebarang x,z €
X, jika k1 (x, z) suatu kernel atas X x X dan

p(x) = ap + a1x + asx® + -+ + a,a" (3.4.25)
suatu polinomial dengan koefisien bernilai bilangan riil positif maka
K(x, 2) = plri(z, 2)) (3.4.26)

adalah fungsi kernel.

Bukti. Polinomial p(k;(z, z)) dijabarkan menjadi
p(k1(x, 2)) = ag + a1k1(x, 2) + agky (2, 2)? + -+ + apky(x, 2)"

= Do aiki(, 2)".
Karena a; > 0 dan x; fungsi kernel maka a;x;(z,2)" > 0,Vi = 1,2,--- ,n. Ber-
dasarkan Teorema 3.2.5 (1) bahwa penjumlahan fungsi kernel menghasilkan fungsi
kernel maka x(x, z) = p(k1(z, z)) adalah fungsi kernel. |

Fungsi kernel x(z, 2) = ag + ayk1(x, 2) + agky(x, 2)* + -+ + apky(x, 2)"

selanjutnya disebut fungsi kernel polinomial.

3.4.1 Fungsi Kernel Polinomial pada Klasifikasi Support Vector Machine

Dalam Klasifikasi SVM, fungsi kernel polinomial memetakan data ke ruang
fitur yang lebih tinggi sehingga memudahkan pemisahan data yang tidak dapat di-
pisahkan secara linear dalam ruang asli (memungkinkan model untuk menangkap

pola nonlinear dalam data).

Prinsip utama SVM menurut Shawe-Taylor dan Cristianini adalah mencari

hyperplane dalam bentuk
flz)=w-z+Db (3.4.27)
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yang memaksimalkan margin dan meminimalkan kesalahan klasifikasi dengan
w € R?

adalah vektor bobot dan b € R adalah bias (Shawe-Taylor dan Cristianini, 2004).
Masalah primal untuk SVM dinyatakan dengan

1 n
%22§|lwll2+0i§:;§m,z’ 1,2, ,n (3.4.28)

dengan kendala

dengan z; adalah data training, C disebut parameter yang mengatur offset atau bias,
d menyatakan derajat polinomial yang mengatur kompleksitas kernel, dan &; adalah
variabel slack .

Masalah primal diubah menjadi masalah dual
n 1 n n
i T 5 1X5YiY5 1) '7v>7.:1727'”7 3.4.30
moz}xizloz 2;;aa3yy]ﬁ;(x z;), Vi, i n ( )
dengan kendala
D ;i =0,0<a; <CVii=12--n (3.4.31)
i=1

dengan «; adalah pengali Lagrange dan fungsi kernel polinomial
K(24,1;) = ag + a1k (7, 2) + agki (7, 2)* + - + ankr (z, 2)™

Misal dipilih fungsi x; yang didefinisikan sebagai k1 (z, z) = z - 2.

Setelah menyelesaikan proses fraining SVM (mencari nilai «; melalui opti-

masi), fungsi keputusan untuk klasifikasi pada data baru x diberikan oleh

flz) = Z%%M%J) +b
- (3.4.32)
= Zaiyi(ao +ay(x;-x) Fas(z;-2)? + - Fan(z-2)") +b

=1

dengan (z;,y;) adalah support vectors. Klasifikasi dilakukan berdasarkan fungsi
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sign f(x) adalah
. +1 jika f(x) > 0,
label prediksi = (3.4.33)
—1 jika f(x) <0.

Kernel polinomial dalam Klasifikasi SVM digunakan untuk menangani data
yang tidak dapat dipisahkan secara linear dengan cara memetakan data ke dalam
ruang fitur yang lebih tinggi, misalnya data yang tersebar dalam bentuk melingkar

atau bentuk nonlinear lainnya dapat dipisahkan dengan hyperplane yang sederhana.

3.4.2 Fungsi Kernel Polinomial pada Regresi Support Vector Machine

Serupa dengan Klasifikasi SVM, kernel polinomial pada Regresi SVM me-
nentukan model untuk memetakan data ke ruang berdimensi tinggi untuk menanga-
ni data yang tidak dapat dipisahkan secara linear dan menangkap pola-pola nonli-

near dalam data.

Menurut Shawe-Taylor dan Cristianini, Regresi SVM bertujuan untuk meminimal-
kan kesalahan dalam suatu batas toleransi e sehingga fungsi prediksi f(z) hanya
perlu sedekat mungkin dengan y (Shawe-Taylor dan Cristianini, 2004). Fungsi ob-
jektif primal pada Regresi SVM dirumuskan dengan

S n o
Join o] +OY (& +€), Vi i=1,2, ,n (3.434)

i=1

dengan kendala

yi— (w-x; +0) <e+&,Vi,i=1,2,--- ' n (3.4.35)
(w-x;+b) —y; <e+&,Vi,i=1,2,--- 'n (3.4.36)

dengan e adalah parameter toleransi kesalahan, w vektor bobot, b bias, £ dan &*
adalah variabel slack untuk menangani data yang berada di luar margin ¢, dan C
parameter regulasi yang mengontrol trade-off antara margin besar dan pelanggaran

toleransi e.

Untuk menyederhanakan masalah, formulasi primal diubah menjadi masa-
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lah dual

n n

max Z(ai —a;)y; — € Z(ai +a)

=1 =1

1 (3.4.38)
=52 D> (o —a})(oy — )i ;) Vii = 1,2,
i=1 j=1
dengan kendala
> (e —al) =0,¥ii = 1,2, (3.439)
i=1
0< a0l <CViji=1,2---,n (3.4.40)

dengan x; dan x; adalah titik data training, serta C adalah konstanta yang mengatur

offset atau bias.

Setelah mendapatkan nilai o; dan o melalui proses optimasi Regresi SVM,

fungsi prediksi untuk data baru x dapat dihitung sebagai

(o; — af )k(xy, ) + b

4.41
(i — af)(ap + ayky (@, ) + agky (2, )* & )

M- 117

+ -+ an/ﬁl(.flfi, x)") + b.

Misal dipilih fungsi x; yang didefinisikan sebagai k1 (x, z) = z - z maka
f@)=>"" (o — af)(ao + ar(z; - ) + aalm; - ) 4+ -+ + an(xi - 2)") + .

Parameter bias b dapat dihitung menggunakan data support vector x; yang
memenuhi 0 < o, < C'atau 0 < o < C dengan formula

n

by ;(ai —aj)(ao + ar(a; - ) (3.4.42)

+as(zi - x)? 4+ an(zi - 2)").

Penggunaan kernel polinomial dalam Regresi SVM menghasilkan fungsi
prediksi yang lebih kompleks dan mampu menangani data nonlinear. Fungsi pre-
diksi tersebut bergantung pada produk titik antara data pelatihan dan data baru,
tetapi dihitung dalam ruang fitur yang lebih tinggi yang dihasilkan oleh kernel po-

linomial.
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3.5 Fungsi Kernel Gaussian

Salah satu pendekatan untuk membentuk fungsi kernel baru adalah dengan
menggunakan operasi nonlinear terhadap suatu fungsi kernel yang telah terdefinisi.
Proposisi berikut menunjukkan bahwa eksponensial dari suatu fungsi kernel meru-

pakan fungsi kernel.

Proposisi 3.5.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong X. Untuk sebarang x,z €
X, jika k1 (x, z) suatu kernel atas X x X maka

k(x, z) = exp(ki(z, 2)) (3.5.43)

adalah fungsi kernel.

Bukti. Fungsi eksponensial exp(x1(z, z)) dinyatakan sebagai ekspansi deret Taylor

i R1 (1;7 Z>n
n!
n=0
Karena ~, fungsi kernel dan n > 0 maka setiap pangkat fungsi kernel adalah

fungsi kernel. Berdasarkan Teorema 3.2.5 (i) bahwa penjumlahan fungsi kernel

menghasilkan fungsi kernel maka x(z, z) = exp(k;(z, z)) adalah fungsi kernel. l

Berdasarkan Proposisi 3.5.1, dapat dibentuk suatu fungsi kernel yang dise-

but fungsi kernel Gaussian.

Proposisi 3.5.2 Diberikan suatu himpunan tak kosong X. Jika x,z € X maka
k(z,z) = exp(— M) adalah fungsi kernel.

Bukti. Diberikan suatu fungsi x(z, z) = exp(— Hx Z” ). Diperhatikan bahwa

2 2
Iz — 2|2 = ||| + ||2]] = 2(x, =) sehingga — —”2;“ =Ll Ll e
Dengan demikian,

2 2
k(x,z) = exp(— —”‘EQ %) = exp(— \\29le|2 - ”2212 + =5

= exp(— IIxH ) exp(— || H ) exp( éﬂﬁ?)

Bentuk exp(— H;”Q ) dan exp( %) nilainya bergantung pada masing-masing x

dan z sehingga tidak mempengaruhi sifat semi definit positif dari matriks kernel

(merupakan skalar). Berdasarkan Proposisi 3.5.1, exp( ;x §>) merupakan kernel
dengan (x, z) merupakan fungsi kernel linear. Jadi, x(z, z) = exp(— Hz ZH ) adalah

fungsi kernel. u

[l—z[|*

Fungsi kernel (z,z) = exp(—"5.5-) selanjutnya disebut fungsi kernel

Gaussian atau radial basis function.
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Fungsi kernel lain yang tergolong dalam kelas fungsi kernel eksponensial

adalah fungsi kernel Laplacian yang dinyatakan dalam proposisi berikut.

Proposisi 3.5.3 Diberikan suatu himpunan tak kosong X. Jika x, 2 € X dan dide-
finisikan ||z — z|| = Y., |v; — #| maka k(z,z) = exp(— ”x Z”) adalah fungsi
kernel.

Bukti. Diberikan suatu fungsi x(x, z) = exp(— Hz Z”) Diperhatikan bahwa

n

|z — 2| = Z |z — zi

=1

merupakan jarak Manhattan. Fungsi |x; — z;| merupakan fungsi kernel karena untuk

sebarang ¢ € X berlaku

m m m m
E E CZ‘Cj|fL’i - Zz| = E E C;CjW; Z 0.

i=1 j=1 i=1 j=1

Dengan demikian,
k(2. 2) = oxp(~ =31

= oxp(—gts Y0, |2 — )

= exp(—333) xp(SLy o1 — )
Bentuk exp(—3 ) tidak mempengaruhi sifat definit positif dari matriks kernel ka-
rena merupakan konstanta. Karena fungsi |x; — z;| merupakan fungsi kernel ma-
ka berdasarkan Teorema 3.2.6, > " | |z; — z;| merupakan fungsi kernel. Berdasar-
kan Proposisi 3.5.1, exp(> ", |z; — z;|) merupakan fungsi kernel. Jadi, (z, z) =

exp(— M) adalah fungsi kernel. |

3.5.1 Fungsi Kernel Gaussian pada Klasifikasi Support Vector Machine

Dalam Klasifikasi SVM, tujuan utama kernel Gaussian adalah untuk meng-
ukur kemiripan antara titik data pelatihan z; dan data yang akan diprediksi x. Kernel
Gaussian juga berguna dalam menangani data nonlinear yang tidak dapat dipisah-
kan secara linear dalam ruang fitur asli. Berdasarkan Proposisi 3.5.2, fungsi kernel

Gaussian didefinisikan sebagai

|z — z|]?
202

k(z,z) = exp(— ) (3.5.44)

adalah jarak
Euclidean antara = dan z, dan o disebut juga parameter skala merupakan parameter
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yang mengontrol lebar kernel.

Menurut Shawe-Taylor dan Cristianini, asalah primal untuk SVM dinyata-

kan sebagai

nr1111—||wH2 + C’Z@,Vz i=1,2,---,n (3.5.45)

=1

dengan kendala
yi(w- o(x;) +0) >1 -,V >0,Vi,i=1,2,--- . n (3.5.46)

dengan ¢(x;) adalah pemetaan nonlinear dari ruang asli ke ruang berdimensi tinggi
menggunakan kernel Gaussian, C' disebut parameter yang mengatur offset atau bias,
dan &; adalah variabel slack (Shawe-Taylor dan Cristianini, 2004).

Masalah primal diubah menjadi masalah dual

maxZaZ ZZaZajyly] (i, 2),Vi,i=1,2,- (3.5.47)

11]1

dengan kendala Y " | oyy; = 0,0 < o; < C,Vi,i = 1,2,--- ,n. Variabel dual o,

adalah pengali Lagrange yang mengontrol kontribusi tiap data dalam menentukan
\\wfz«'ll?)

hyperplane dan fungsi kernel Gaussian x(z, 2) = exp(— "33
Setelah menyelesaikan proses fraining SVM (mencari nilai «;) melalui op-

timasi), fungsi keputusan untuk klasifikasi pada data baru z diberikan oleh

= Z ayik(zi, ) + b
i=1

- ) (3.5.48)
=3 a2 1
=1

202

dengan (z;,y;) adalah support vectors. Klasifikasi dilakukan berdasarkan fungsi
sign f(x) adalah

+1 jika f(xz) > 0,
label prediksi = Jika f () (3.5.49)
—1 jika f(x) <0.

Fungsi kernel Gaussian mengukur kemiripan antara titik data training x; dan
data baru x. Nilai kernel akan mendekati 1 jika data baru sangat mirip dengan data
training, dan mendekati O jika data baru jauh dari data training. Seiring bertambah-
nya jarak antara titik data training dan titik data baru, nilai kernel akan semakin
kecil.
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3.5.2 Fungsi Kernel Gaussian pada Regresi Support Vector Machine

Serupa dengan kernel polinomial, Regresi SVM dengan fungsi kernel Ga-
ussian juga dirancang untuk mencari fungsi f(z) yang mendekati hubungan input

x dan output y, dengan margin ¢ yang membatasi kesalahan prediksi.

Menurut Shawe-Taylor dan Cristianini, fungsi objektif primal pada Regresi
SVM dirumuskan

N - -
min —||lw||* + C &), Vi i =1,2,-- n 3.5.50
i gl +C 3 6+ ) (3.5.50)

dengan kendala

yi— (w-o(@)+b) <e+&, &>0Vii=1,2,---.n (3.5.51)
(w-plz;) +b)—y < e+ &, & >0Vi,i=1,2,--,n (3.5.52)
6.8 >0,Vii=1,2,--,n (3.5.53)

dengan ¢ adalah parameter toleransi kesalahan, w vektor bobot, b bias, £ dan &*
adalah variabel slack untuk menangani data yang berada di luar margin €, dan C'
parameter regulasi yang mengontrol trade-off antara margin besar dan pelanggaran

toleransi € (Shawe-Taylor dan Cristianini, 2004).

Untuk menyederhanakan masalah, formulasi primal diubah menjadi masa-
lah dual

n . n . 1 n n § i}
max (s — ol — € 3 +af) = 5 30 > (i — af) (o — af)nlei, 1)
=1 i=1 i=1 j=1
(3.5.54)
dengan kendala
(ei—0af)=0, 0<,0] <CVii=12--n (3.5.55)

i=1

dengan z; dan x; adalah titik data training, serta C' adalah konstanta yang mengatur

offset atau bias.

Setelah mendapatkan nilai o; dan o melalui proses optimasi Regresi SVM,
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fungsi prediksi untuk data baru x dirumuskan dengan

(o —af)k(xs, ) + b
(3.5.56)

Nl =2
202

(@ = a7) (exp( ) +b.

Parameter bias b dapat dihitung menggunakan data support vector x; yang

memenuhi 0 < o, < C atau 0 < o, < C dengan formula

n L2
b=y, —€— Z(ai —al) <eXp (—%)) ) (3.5.57)

i=1

Fungsi f(x) adalah nilai prediksi dari model Regresi SVM untuk data baru
x. Nilai f(x) dihitung dengan menjumlahkan kontribusi dari semua titik data tra-
ining, masing-masing dikalikan dengan koefisien o; — o] yang diperoleh selama
proses training. Kontribusi setiap titik data bergantung pada kemiripannya dengan

data yang diprediksi, yang dihitung menggunakan kernel Gaussian.

Fungsi keputusan f(z) dalam regresi, tidak ada pemisahan kelas seperti da-
lam klasifikasi. Sebaliknya, f(x) memberikan nilai kontinu yang mewakili prediksi

untuk data baru 2. Nilai ini bisa digunakan untuk memprediksi variabel respon.

Fungsi kernel Gaussian dalam Regresi SVM memungkinkan model untuk
mengukur kemiripan antara data training dan data baru dalam ruang fitur berdi-
mensi tinggi, meskipun secara eksplisit tidak pernah melakukan pemetaan ke ru-
ang tersebut. Sebaliknya, kernel menghitung kemiripan langsung dalam ruang asli
menggunakan jarak Euclidean antara titik data.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan diperoleh kesimpulan sebagai
berikut.

1. Ruang Hilbert dengan elemen unit dapat dikonstruksi menjadi reproducing
kernel Hilbert space (RKHS) melalui definisi hasil kali dalam antara pemeta-
an fitur dan fungsi kernel sebagai ruang Hilbert khusus yang memungkinkan
representasi eksplisit fungsi kernel dalam suatu ruang vektor dengan sifat
reproduksi.

2. Berdasarkan sifat-sifat fungsi kernel yang berlaku dalam RKHS, telah dibuk-
tikan bahwa kombinasi linear, perkalian skalar positif, serta perkalian dua
fungsi kernel tetap menghasilkan fungsi kernel yang valid. Hal ini menegas-
kan bahwa himpunan fungsi kernel bersifat tertutup terhadap operasi-operasi
tersebut, yang mendukung fleksibilitas dalam membangun fungsi kernel ba-
ru.

3. Fungsi kernel linear dapat dikonstruksi sebagai hasil kali dalam antara dua
vektor fitur. Fungsi kernel polinomial merupakan fungsi polinomial dari fung-
si kernel lain dengan koefisien positif. Fungsi kernel Gaussian dinyatakan se-
bagai fungsi eksponensial berbasis jarak antara dua titik dalam ruang fitur.
Konstruksi ini membuktikan bahwa ketiga fungsi kernel tersebut memenuhi
syarat sebagai kernel valid dalam RKHS.

4. Pada implementasi data set, fungsi kernel linear adalah pilihan terbaik untuk
data set ini karena memberikan hasil paling konsisten dan akurat pada semua
split rasio, menunjukkan hubungan linear yang kuat dalam data. Fungsi ker-
nel Gaussian cukup fleksibel dalam menangani elemen nonlinear tetapi tidak
lebih baik dari kernel linear dalam kasus ini. Fungsi kernel polinomial memi-
liki kinerja terendah, karena kompleksitasnya yang tidak sesuai dengan pola
data.
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil dan pembahasan, berikut ini saran bagi pengembangan

penelitian selanjutnya.

1. Pengembangan fungsi kernel baru.
Pengembangan fungsi kernel baru yang lebih spesifik untuk aplikasi tertentu,

seperti data spasial, data time-series, atau data gambar.

2. Penelitian dalam ruang Hilbert yang lebih kompleks.
Kajian penerapan RKHS dalam ruang Hilbert yang lebih kompleks seperti
ruang Banach, ruang probabilitas Hilbert, atau ruang Hilbert tak terhingga,

untuk menyelesaikan masalah dengan data yang memiliki struktur kompleks.
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