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ABSTRACT

(α,β)-DERIVATION OF POLYNOMIAL RING R[x]

By

Nadia Amalia Syaharani

Given a ring R, an additive mapping d : R → R is called an (α, β)-derivation if it
satisfies the modified Leibniz rule d(xy) = d(x)α(y) + β(x)d(y), for all x, y ∈ R.
This study aims to analyze the properties of (α, β)-derivations on the ring R and
the polynomial ring R[x], construct concrete examples of (α, β)-derivations, and
examine the relationship between (α, β)-derivations on R and R[x]. The research
begins with the characterization of (α, β) -derivations on R and R[x], including
the necessary conditions for a mapping to satisfy the (α, β)-derivation property.
Subsequently, the relationship between (α, β)-derivations on R and R[x] is analyzed,
particularly how the properties of (α, β)-derivations on R influence their structure
in the polynomial ring R[x]. Additionally, we provide some examples to illustrate
the properties that we obtained.

Keywords: ring, polynomial ring, (α, β)-derivation.



ABSTRAK

DERIVASI-(α,β) PADA RING POLINOMIAL R[x]

Oleh

Nadia Amalia Syaharani

Diberikan ring R. Suatu pemetaan aditif d : R → R disebut derivasi-(α, β) jika
memenuhi aturan Leibniz termodifikasi d(xy) = d(x)α(y)+β(x)d(y), untuk setiap
x, y ∈ R. Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis sifat-sifat derivasi-(α, β) pada
ring R dan ring polinomial R[x], mengonstruksi contoh konkret derivasi-(α, β),
serta mengkaji hubungan antara derivasi-(α, β) pada R dan pada R[x]. Penelitian
ini diawali dengan karakterisasi derivasi-(α, β) pada R dan R[x], meliputi kondisi
yang diperlukan agar suatu pemetaan memenuhi sifat derivasi-(α, β). Kemudian,
dianalisis hubungan antara derivasi-(α, β) pada R dan pada R[x], khususnya bagai-
mana sifat-sifat derivasi-(α, β) pada R memengaruhi bentuknya dalam ring poli-
nomial R[x]. Selain itu, diberikan contoh sebagai ilustrasi yang mendukung hasil-hasil
teoritis yang diperoleh.

Kata-kata kunci: ring, ring polinomial, derivasi-(α, β).
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Derivasi merupakan salah satu konsep fundamental dalam analisis matematika
yang menjadi dasar bagi banyak cabang ilmu lainnya, seperti kalkulus, aljabar, dan
analisis fungsi (Smith, 2010). Dalam pengertian klasik, derivasi adalah operasi yang
mengukur perubahan atau laju perubahan suatu fungsi. Secara lebih formal, derivasi
suatu fungsi f(x) pada titik x didefinisikan sebagai limit dari rasio perubahan kecil
dalam fungsi tersebut terhadap perubahan kecil dalam variabelnya (Johnson dan
Miller, 2015). Derivasi ini sangat berguna dalam berbagai aplikasi, baik di bidang
fisika, ekonomi, maupun teknik, di mana konsep perubahan menjadi kunci dalam
memahami fenomena dinamis (Brown, 2018).

Salah satu perkembangan dari konsep derivasi adalah derivasi-(α, β) (Martin, 2017).
Derivasi-(α, β) muncul sebagai pengembangan dari konsep derivasi dengan memper-
kenalkan parameter-parameter tambahan α dan β yang memungkinkan variasi yang
lebih fleksibel dalam operasi derivasi. Derivasi-(α, β) didefinisikan sebagai operator
yang memenuhi sifat aditif dan aturan Leibniz dengan adanya modifikasi terkait
parameter α dan β. Hal ini memungkinkan penerapan derivasi dalam konteks yang
lebih luas, terutama dalam aljabar abstrak, teori ring, dan geometri diferensial (Lee,
2020).

Derivasi-(α, β) juga telah diterapkan dalam ring polinomial, yang merupakan salah
satu struktur dasar dalam aljabar abstrak (?, ?). Ring polinomial merupakan ring
yang elemen-elemennya berupa polinomial dengan koefisien dari suatu ring tertentu.
Struktur ini penting dalam banyak cabang matematika, termasuk teori ring, aljabar
komutatif, dan geometri aljabar, karena polinomial memiliki peran penting dalam
pemodelan banyak fenomena matematika (Harris, 2019).
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Penerapan derivasi pada ring polinomial memungkinkan analisis terhadap perubahan
koefisien polinomial ketika variabel atau parameternya mengalami modifikasi. Pada
derivasi klasik, operator derivatif pada polinomial mengikuti aturan diferensiasi yang
biasa ditemui dalam kalkulus (Brown, 2018). Namun, dalam konteks derivasi-(α, β),
aturan derivasi dimodifikasi untuk memperkenalkan adanya parameter tambahan
α dan β. Sehingga memungkinkan derivasi-(α, β) digunakan dalam mempelajari
simetri yang lebih kompleks dalam struktur ring polinomial dan aplikasinya dalam
bidang-bidang seperti teori kontrol, geometri diferensial, dan kriptografi (Johnson
dan Miller, 2015; Martin, 2017).

Penelitian mengenai derivasi-(α, β) telah dilakukan oleh beberapa peneliti dalam
konteks aljabar abstrak dan teori ring. Jing pada tahun 2011 dalam penelitiannya pada
Generalized Derivations on Algebraic Structures menjelaskan bahwa derivasi-(α, β)
dapat diterapkan untuk memodifikasi sifat-sifat derivatif pada struktur aljabar yang
lebih kompleks (Jing, 2011). Jing menunjukkan bahwa dengan adanya parameter α
dan β, operator derivasi tersebut dapat mencakup lebih banyak varian derivatif yang
tidak dapat dijelaskan dengan derivasi klasik. Hal ini memungkinkan kajian lebih
lanjut dalam struktur ring dan struktur aljabar Jordan yang memiliki karakteristik
unik.

Wang pada tahun 2015 dalam penelitiannya on (α, β)- Derivations in Rings and
Their Applications mengkaji penerapan derivasi-(α, β) pada ring dan aljabar Lie
(Wang, 2015). Ia menunjukkan bahwa derivasi-(α, β) dapat digunakan untuk menga-
nalisis struktur internal dari ring semi prima, serta pada aljabar Lie nilpoten.
Penelitian Wang juga menunjukkan bahwa derivasi-(α, β) memungkinkan untuk
menggambarkan sifat-sifat simetri dan antisimetri yang lebih fleksibel dalam struktur
ring tersebut, sehingga lebih sesuai untuk beberapa aplikasi dalam fisika teoretis dan
mekanika kuantum.

Penelitian lain oleh Zhang, dkk pada tahun 2018 menyatakan bahwa derivasi-(α, β)
memainkan peran penting dalam kajian aljabar C Dalam publikasinya
Applications of Generalized Derivations in C-Algebras (Zhang dkk., 2018).
Zhang, dkk membahas bahwa derivasi-(α, β) dapat diterapkan untuk memecahkan
masalah-masalah yang terkait dengan operator linear dalam aljabar Banach dan
aljabar C di mana derivasi tidak selalu memenuhi syarat untuk diterapkan. Zhang
menyimpulkan bahwa konsep derivasi-(α, β) menawarkan jalan keluar yang dapat
mengatasi beberapa tantangan matematis dalam teori operator dan analisis fungsional.
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Al-Natour dan Osman pada tahun 2017 juga melakukan penelitian mengenai penggu-
naan derivasi-(α, β) dalam aljabar Jordan dalam penelitiannya yang berjudul (α, β)-
Derivations and Generalized Derivations on Jordan Algebras (Al-Natour dan
Osman, 2017). Penelitiannya menunjukkan bahwa pengenalan derivasi-(α, β) dapat
memberikan struktur tambahan yang membantu memahami sifat-sifat antikomutatif
dalam aljabar Jordan. Al-Natour dan Abu Osman juga mengindikasikan bahwa
konsep ini dapat diaplikasikan dalam bidang geometri diferensial dan teori kontrol
di mana simetri yang tidak biasa muncul secara alami dalam perhitungan.

Berdasarkan pengembangan penelitian, belum ada peneliti secara khusus yang
membahas derivasi-(α, β) pada ring polinomial R[x]. Oleh karena itu, penelitian
ini akan mengkaji mengenai kaitan antara derivasi-(α, β) pada ring R dan ring
polinomial R[x]. Selain itu, penelitian ini juga bertujuan untuk menyelidiki sifat-sifat
derivasi-(α, β) baik pada ring R maupun pada ring polinomial R[x], sehingga dapat
memperluas pemahaman mengenai struktur aljabar dalam konteks yang lebih luas.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini yaitu:

1. menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α.β) pada ring R dan ring polinomial R[x];

2. mengkonstruksi contoh derivasi-(α.β) pada ring R dan ring polinomial R[x];

3. menyelidiki hubungan antara derivasi-(α, β) pada ring R dan ring polinomial
R[x].

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah:

1. menambah pengetahuan dalam struktur aljabar terutama pada derivasi-(α, β);

2. mengembangkan pengetahuan tentang derivasi-(α, β) pada ring polinomial serta
menjadi referensi untuk penelitian lebih lanjut.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan definisi grup, ring, ring polinomial, ideal, derivasi, dan
derivasi-(α, β).

2.1 Grup

Sebelum membahas tentang grup akan diberikan definisi tentang operasi biner yang
digunakan dalam pembentukan struktur grup.

Definisi 2.1.1 Diberikan himpunan tak kosong S. Operasi biner ∗ pada himpunan S

adalah fungsi dari S × S ke S.

∗ : S × S → S

(a, b) 7→ a ∗ b ∈ S,

untuk setiap (a, b) ∈ S × S (Fitriani dan Faisol, 2022).

Contoh 2.1.1 Operasi penjumlahan biasa pada himpunan bilangan real R merupakan
operasi biner.

Setelah membahas tentang operasi biner, berikut ini diberikan definisi tentang grup.

Definisi 2.1.2 Grup ⟨G, ∗⟩ adalah himpunan tak kosong G dengan operasi biner ∗
yang memenuhi:

1. operasi biner ∗ bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c ∈ G berlaku:

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);
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2. memiliki elemen identitas e ∈ G sehingga untuk setiap x ∈ G berlaku:

e ∗ x = x ∗ e = x;

3. untuk setiap a ∈ G, terdapat elemen invers a−1 ∈ G sehingga

a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e

(Fitriani dan Faisol, 2022).

Contoh 2.1.2 Pada G didefinisikan suatu relasi ∗ dengan ketentuan untuk setiap
a, b ∈ G, dan a ∗ b = a+ b+ 2. Akan ditunjukkan bahwa ⟨G, ∗⟩ merupakan suatu
grup.

Akan ditunjukkan bahwa suatu relasi ∗ merupakan suatu operasi biner pada G. Untuk
setiap a, b ∈ G diperoleh a+ b+2 ∈ G, akibatnya a ∗ b ∈ G. Akibatnya suatu relasi
∗ merupakan operasi biner pada G. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ⟨G, ∗⟩
merupakan grup.

1. Diberikan sebarang a, b, c ∈ G. Diperoleh:

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (b+ c+ 2)

= a+ (b+ c+ 2) + 2

= a+ b+ c+ 4.

Di sisi lain,

(a ∗ b) ∗ c = (a+ b+ 2) ∗ c
= (a+ b+ 6) + c+ 6

= a+ b+ c+ 4.

Karena a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, berarti ∗ bersifat assosiatif.

2. Terdapat suatu elemen identitas pada G yaitu −2 ∈ G, sehingga untuk
sebarang a ∈ G. Berlaku:

a ∗ (−2) = a+ (−2) + 2 = a.

3. Untuk setiap a ∈ G terdapat elemen invers dari a ∈ G yaitu −4 − a ∈ G,

karena a ∗ (−4 − a) = a + (−4 − a) + 2 = −2 dan (−4 − a) ∗ a =

(−4− a) + a+ 2 = −2 dengan −2 merupakan elemen identitas.
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Karena relasi ∗ merupakan operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma suatu
grup pada Definisi 2.1.1, terbukti ⟨G, ∗⟩ merupakan grup.

Selanjutnya akan dijelaskan tentang grup Abel. Dengan istilah Abel diambil dari
nama matematikawan dari Norwegia bernama Nieals Abel yang meninggal di usia
27 tahun pada tahun 1829.

Definisi 2.1.3 Grup ⟨G, ∗⟩ dinamakan Grup Abel atau grup komutatif jika operasi ∗
bersifat komutatif, yaitu

g ∗ h = h ∗ g,

untuk setiap g, h ∈ G (Fitriani dan Faisol, 2022).

Contoh 2.1.3 Didefinisikan a ∗ b = 4ab, untuk setiap a, b ∈ Z. Operasi ini bersifat
komutatif. Karena (a ∗ b) ∗ c = 4ab ∗ c = 16abc dan a ∗ (b ∗ c) = a ∗ 4bc = 16abc,
maka ∗ juga bersifat asosiatif.

Teorema 2.1.1 Jika G grup dengan operasi biner ∗, maka hukum kanselasi kanan
dan hukum kanselasi kiri berlaku di G, yaitu:

a ∗ b = a ∗ c berakibat b = c

dan

b ∗ a = c ∗ a berakibat b = c

(Fitriani dan Faisol, 2022).

Bukti.

1. Diberikan a ∗ b = a ∗ c. Karena G grup maka terdapat a−1 ∈ G sehingga
a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e. Dengan mengoperasikan a−1 dari kiri diperoleh

a−1 ∗ (a ∗ b) = a−1 ∗ (a ∗ c)
(a−1 ∗ a) ∗ b = (a−1 ∗ a) ∗ c.

Karena a−1 ∗ a = e,

e ∗ b = e ∗ c
b = c.

Terbukti b = c.
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2. Diberikan a ∗ b = a ∗ c Karena G grup, maka terdapat a−1 ∈ G sehingga
a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e. Dengan mengoperasikan a−1 dari kanan diperoleh

(b ∗ a) ∗ a−1 = (c ∗ a) ∗ a−1

b ∗ (a ∗ a−1) = c ∗ (a ∗ a−1)

b ∗ e = c ∗ e
b = c.

Terbukti b = c.

■

Akibat 2.1.1 Diberikan grup G dan a, b ∈ G. Invers dari a ∗ b adalah

(a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1.

Bukti. Akan ditunjukan invers dari a ∗ b adalah b−1 ∗ a−1.

(a ∗ b) ∗ (b−1 ∗ a−1) = a ∗ (b ∗ b−1) ∗ a−1 = (a ∗ e) ∗ a−1 = a ∗ a−1 = e

dan

(b−1 ∗ a−1) ∗ (a ∗ b) = b−1 ∗ (a−1 ∗ a) ∗ b = (b−1 ∗ e) ∗ b = b−1 ∗ b = e.

Jadi, terbukti invers dari a ∗ b adalah b−1 ∗ a−1 atau

(a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1,

untuk setiap a, b ∈ G. ■

Setelah membahas grup, berikut ini akan dijelaskan tentang homomorfisma grup.

Definisi 2.1.4 Diberikan G dan H merupakan grup dan f suatu fungsi yang
memetakan G ke H . Fungsi f : G → H merupakan homomorfisma grup jika
memenuhi:

f(ab) = f(a)f(b) untuk setiap a, b ∈ G.

Dikatakan f merupakan endomorfisma grup jika G = H (Hungerford,1974).
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Berikut diberikan contoh yang merupakan homomorfisma grup.

Contoh 2.1.4 Misalkan G,H merupakan grup atas himpunan bilangan bulat terhadap
operasi penjumlahan. Untuk bilangan bulat x, y ∈ G, didefinisikan pemetaan Φ :

G → H dengan Φ(a) = 4a. Akan ditunjukkan bahwa Φ merupakan homomorfisma.

Diberikan sebarang a, b ∈ G berlaku Φ(a+b) = 4(a+b) = 4a+4b = Φ(a)+Φ(b).

Jadi, untuk setiap a, b ∈ G diperoleh Φ(a + b) = Φ(a) + Φ(b). Oleh karena itu,
terbukti Φ merupakan homomorfisma dari G ke H .

Selanjutnya diberikan contoh yang merupakan endomorfisma grup.

Contoh 2.1.5 Diberikan grup ⟨Z,+⟩. Didefinisikan ϕ : Z → Z yaitu:

ϕ(n) = 2n, untuk setiap n ∈ Z.

Akan ditunjukkan ϕ merupakan endomorfisma di Z.

Diberikan sebarang m,n ∈ Z, berlaku:

ϕ(m+ n) = 2(m+ n) = 2m+ 2n = ϕ(m) + ϕ(n).

Karena ϕ(m+n) = ϕ(m)+ϕ(n), terbukti ϕ merupakan homomorfisma. Selanjutnya
karena domain dan kodomain dari ϕ merupakan grup yang sama Z, terbukti ϕ
merupakan endomorfisma grup.

2.2 Ring

Ring adalah salah satu struktur aljabar yang terdiri dari himpunan R yang dilengkapi
dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan (+) dan perkalian (·) yang memenuhi
beberapa aksioma.

Definisi 2.2.1 Ring ⟨R,+, ·⟩ adalah himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan
dua operasi biner, yaitu penjumlahan dan perkalian, yang memenuhi:

1. ⟨R,+⟩ grup komutatif;

2. operasi perkalian (·) bersifat assosiatif;

3. untuk setiap a, b, c ∈ R, terpenuhi sifat distributif kiri yaitu a · (b + c) =

(a · b) + (a · c) dan sifat distributif kanan yaitu (a+ b) · c = (a · c) + (b · c)

(Faisol, 2009).
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Berikut diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.1 Diberikan grup komutatif ⟨G,+⟩. Dibentuk semua himpunan
endomorfisma dari G ke G, yaitu:

End(G) = {f : G → G|f homomorfisma grup}.

Diketahui bahwa ⟨End(G),+⟩ merupakan grup komutatif. Didefinisikan operasi
komposisi ◦ pada End(G) sebagai:

(f ◦ g)(x) = f(g(x)), untuk setiap x ∈ G.

Akan ditunjukkan bahwa ⟨End(G),+, ◦⟩ merupakan ring.

Sudah diketahui bahwa jika ⟨R,+, ◦⟩ merupakan ring maka ⟨R,+⟩ merupakan grup.
Dengan demikian, pada R terdapat elemen 0R sedemikian sehingga untuk setiap r

di R memenuhi:
0R + r = r + 0R = r,

dan untuk setiap elemen r ∈ R terdapat −r ∈ R sedemikian sehingga

r + (−r) = (−r) + r = 0R.

Setelah membahas ring, berikut akan dijelaskan tentang homomorfisma pada ring.

Definisi 2.2.2 Diberikan ring R dan pemetaan ϕ : R → R merupakan homomorfisma
jika memenuhi aksioma berikut:

1. ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b);

2. ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), untuk setiap a, b ∈ R (Faisol, 2009).

Berikut diberikan contoh homomorfisma ring sekaligus endomorfisma ring.

Contoh 2.2.3 Diberikan R = Z yaitu ring bilangan bulat dan didefinisikan pemetaan
Φc : Z → Z sebagai:

Φc(a) = c · a, untuk setiap a ∈ Z,

dengan c ∈ Z. Akan ditunjukkan bahwa Φc merupakan endomorfisma.
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1. Diberikan sebarang a, b ∈ Z. Berlaku:

Φc(a+ b) = c · (a+ b) = c · a+ c · b = Φc(a) + Φc(b).

2. Diberikan sebarang a, b ∈ Z. Berlaku:

Φc(a · b) = Φc(a) · Φc(b); (2.2.1)

c · (a · b) = (c · a) · (c · b); (2.2.2)

c · (a · b) = c2 · (a · b). (2.2.3)

Kedua sisi akan sama jika c = c2. Persamaan c = c2 memiliki dua solusi
dalam bilangan bulat yaitu c = 0 atau c = 1.

i) Kasus c = 0 Jika c = 0, maka Φ0 sebagai berikut:

Φ0(a) = 0, untuk setiap a ∈ Z.

Pemetaan Φ0 ini merupakan endomorfisma trivial.

ii) Jika c = 1 c = 0, maka Φ1 sebagai berikut:

ϕ1(a) = a, untuk setiap a ∈ Z.

Pemetaan Φ1 ini merupakan endomorfisma identitas yang selalu valid.

Jadi pemetaan Φc(a) = ca hanya akan menjadi endomorfisma pada ring bilangan
bulat Z jika c = 0 atau c = 1 yang merupakan contoh endomorfisma bersyarat
karena tergantung pada nilai c.

Selanjutnya akan dijelaskan tentang antihomomorfisma.

Definisi 2.2.3 Antihomomorfisma adalah fungsi antara dua sruktur aljabar yang
membalik dua urutan operasi biner. Diberikan fungsi f : G → H pemetaan antara
dua struktur aljabar, f merupakan antihomomorfisma jika memenuhi:

f(a ∗ b) = f(b) ∗ f(a), untuk setiap a, b ∈ G

dengan ∗ adalah operasi biner pada G dan H (Rotman, 1995).

Berikut diberikan contoh dari antihomomorfisma.
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Contoh 2.2.4 Diberikan fungsi f : G → H merupakan pemetaan dari semua matriks
berukuran n×n dengan entri-entri bilangan real ke matriks berukuran n×n dengan
entri-entri bilangan real. Didefinisikan fungsi f sebagai:

f(A) = AT , untuk setiap A ∈ G.

Akan ditunjukkan f merupakan antihomomorfisma.

Diberikan sebarang A,B ∈ G berlaku:

f(A ·B) = (A ·B)T = BT · AT = f(B) · f(A).

Karena urutan perkalian matriks dibalik, berarti f merupakan antihomomorfisma.

2.3 Ring Polinomial R[x]

Ring polinomial R[x] adalah struktur aljabar yang terdiri dari semua polinomial
dengan koefisien berasal dari ring R. Operasi pada ring polinomial meliputi
penjumlahan dan perkalian polinomial, yang masing-masing dilakukan dengan
menjumlahkan atau mengalikan koefisien-koefisien pada suku-suku dengan pangkat
yang sama atau sesuai dari variabelnya.

Definisi 2.3.1 Ring polinomial R[x] adalah himpunan semua polinomial dengan
koefisien dalam ring R, yang dilengkapi dengan dua operasi biner yaitu penjumlahan
dan perkalian polinomial. Setiap elemen dalam R[x] berbentuk:

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

dengan an, an−1, ..., a0 ∈ R dan n ∈ Z+ ∪ 0.

Operasi pada ring polinomial mengikuti operasi penjumlahan dan perkalian
polinomial biasa, dengan sifat distributif, asosiatif, dan komutatif (jika ring
koefisiennya komutatif) (Brown, 2020).

Jika R merupakan ring komutatif, maka ring polinomial R[x] juga bersifat komutatif.
Struktur ini penting dalam banyak cabang matematika, termasuk teori bilangan dan
aljabar abstrak, karena memberikan cara untuk memperluas operasi aritmatika dasar
menjadi objek yang lebih kompleks (Dummit dan Foote, 2004).

Berikut diberikan contoh ring polinomial.
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Contoh 2.3.1 Salah satu contoh ring polinomial yang sering digunakan adalah ring
polinomial Z[x], yang merupakan himpunan semua polinomial dengan koefisien
dari ring bilangan bulat Z dan variabel x. Akan ditunjukkan Z[x] merupakan ring
polinomial.

Untuk membuktikan bahwa Z[x] merupakan ring, akan ditunjukkan bahwa Z[x]
memenuhi Definisi 2.2.1, yaitu himpunan dengan dua operasi biner (penjumlahan
dan perkalian) yang memenuhi beberapa aksioma.

1. Diberikan sebarang f(x) = a0+a1z+...+anx
n, g(x) = b0+b1x+...+bmx

m,
dengan ai, bi ∈ Z[x]. Penjumlahan dua polinomial didefinisikan sebagai:

f(x)+g(x) = (a0+ b0)+(a1+ b1)x+ ...+(amax(n,m)+ bmax(n.m))x
max(n,m).

Karena R adalah ring dan tertutup terhadap penjumlahan, maka ai + bi ∈ R,
sehingga hasilnya adalah polinomial baru dalam R[x]. Dengan demikian, R[x]

tertutup terhadap penjumlahan.

2. Diberikan sebarang f(x) = a0+a1x+...+anx
n, g(x) = b0+b1x+...+bmx

m ∈
Z[x]. Berlaku:

f(x) · g(x) =
n+m∑
k=0

(∑
i+j=k

aibj

)
xk.

Karena R tertutup terhadap perkalian, maka ai, bi ∈ R, dan hasilnya adalah
polinomial lain dalam R[x]. Ini menunjukkan bahwa R[x] tertutup terhadap
perkalian.

3. Polinomial nol 0(x) = 0 berfungsi sebagai elemen identitas aditif di R[x].
Sedangkan polinomial konstanta 1(x) = 1, di mana 1 ∈ R adalah elemen
identitas dari R, bertindak sebagai elemen identitas untuk perkalian di R[x].

4. Sifat asosiatif dan distributif pada R[x] secara langsung mengikuti dari sifat
asosiatif dan distributif di R. Jika f(x), g(x), h(x) ∈ R[x], maka berlaku:

• f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x);

• f(x) · (g(x) · h(x)) = (f(x) · g(x)) · h(x);

• f(x) · (g(x) + h(x)) = f(x) · g(x) + f(x) · h(x).

Karena Z[x] memenuhi semua aksioma sebuah ring seperti pada Definisi 2.2.1,
sehingga Z[x] merupakan ring yang disebut ring polinomial.
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2.4 Ideal

Setelah membahas tentang ring akan dijelaskan tentang ideal. Dengan I dikatakan
ideal jika memenuhi aksioma-aksiomanya.

Definisi 2.4.1 Diberikan ring F , dan I dikatakan ideal dari ring F jika memenuhi
dua kondisi:

1. untuk setiap a, b ∈ R berlaku a− b ∈ I (tertutup terhadap penjumlahan dan
pengurangan);

2. untuk setiap r ∈ R dan a ∈ I , berlaku r · a ∈ I dan a · r ∈ I

(Dummit dan Foote, 2004).

Berikut ini diberikan contoh ideal.

Contoh 2.4.1 Diberikan I = 2Z, yaitu semua himpunan bilangan bulat genap. Akan
ditunjukkan bahwa I = 2Z merupakan ideal atas Z.

1. Diberikan sebarang a, b ∈ 2Z, maka a = 2m dan b = 2n, untuk suatu
m,n ∈ Z. Diperoleh:

a+ b = 2m+ 2n = 2(m+ n).

Karena m+ n ∈ Z, diperoleh a+ b ∈ 2Z, sehingga ideal I tertutup terhadap
penjumlahan.

2. Jika a ∈ 2Z dan r ∈ Z, maka a = 2m untuk suatu m ∈ Z. diperoleh:

r · a = r · 2m = 2(r ·m).

Karena r ·m ∈ Z, maka r · a ∈ 2Z, maka ideal I tertutup terhadap perkalian
dengan elemen di Z.

Karena memenuhi Definisi 2.4.1, terbukti I = 2Z merupakan ideal Z.

Setelah membahas tentang ideal selanjutnya akan dibahas tentang ideal tak nol yaitu
memiliki setidaknya satu elemen tak nol.

Definisi 2.4.2 Ideal yang tidak hanya terdiri dari elemen nol saja disebut ideal tak
nol. Berarti didalam lapangan F , ideal tak nol memiliki setidaknya satu elemen
a ∈ I dengan a ̸= 0 (Hungerford, 1974).
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Berikut diberikan contoh ideal tak nol.

Contoh 2.4.2 Misalkan I = ⟨x⟩ yaitu himpunan semua polinomial yang habis dibagi
oleh x. Artinya setiap elemen dalam ideal dapat ditulis dengan x · f(x) untuk suatu
f(x) ∈ F [x]. Akan ditunjukan bahwa I = ⟨x⟩ merupakan ideal atas F (x).

1. Jika a(x), b(x) ∈ ⟨x⟩, maka a(x) = x · f(x) dan b(x) = x · g(x) untuk suatu
f(x), g(x) ∈ F [x]. Diperoleh:

a(x) + b(x) = x · f(x) + x · g(x) = x · (f(x) + g(x)).

Karena f(x) + g(x) ∈ F [x], maka a(x) + b(x) ∈ (x), sehingga terbukti
I = ⟨x⟩ tertutup terhadap operasi penjumlahan.

2. Jika a(x) ∈ ⟨x⟩ dan r(x) ∈ F [x], maka a(x) = x · f(x) untuk suatu f(x) ∈
F [x], diperoleh:

r(x) · a(x) = r(x) · (x · f(x)) = x · (r(x) · f(x)).

Karena r(x) · f(x) ∈ F [x] maka r(x) · a(x) ∈ F (x). Jadi terbukti I = ⟨x⟩
tertutup terhadap perkalian dengan elemen F [x].

Karena ideal I = ⟨x⟩ memenuhi sifat pada Definisi 2.4.1 dan tidak identitas, terbukti
I merupakan ideal tak nol.

2.5 Derivasi

Derivasi adalah alat penting yang memungkinkan untuk mempelajari perubahan
dalam struktur aljabar, mirip dengan konsep turunan dalam kalkulus. Dalam konteks
ring atau aljabar, derivasi berperan sebagai fungsi yang mematuhi aturan khusus yang
dikenal sebagai hukum Leibniz. Aturan ini memastikan bahwa derivasi berinteraksi
dengan operasi perkalian dengan cara yang terstruktur, memungkinkan untuk
menangkap perubahan di dalam sistem aljabar tersebut.

Definisi 2.5.1 Diberikan ring R. Pemetaan aditif d : R → R disebut derivasi pada
ring R jika memenuhi:

(i) d(x+ y) = d(x) + d(y);

(ii) d(xy) = d(x)y + xd(y), untuk setiap x, y ∈ R (Ali dkk., 2024).
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Berikut diberikan contoh derivasi pada suatu ring.

Contoh 2.5.1 Diberikan R ring matriks 2 × 2 dengan entri-entri bilangan real,
yaitu R = M2(R). Didefinisikan d : M2(R) → M2(R) merupakan fungsi yang

memetakan setiap matriks A =

[
a b

c d

]
sebagai:

d(A) =

[
0 1

0 0

]
A− A

[
0 1

0 0

]
untuk setiap A ∈ M2(R).

Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivasi.

1. Diberikan sebarang A =

[
a b

c d

]
, B =

[
e f

g h

]
∈ M2(R) berlaku:

d(A+B) =

[
0 1

0 0

]
(A+B)− (A+B)

[
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

]([
a b

c d

]
+

[
e f

g h

])
−

([
a b

c d

]
+

[
e f

g h

])[
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

][
a b

c d

]
+

[
0 1

0 0

][
e f

g h

]
−

[
a b

c d

][
0 1

0 0

]

−

[
e f

g h

][
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

][
a b

c d

]
−

[
a b

c d

][
0 1

0 0

]
+

[
0 1

0 0

][
e f

g h

]

−

[
e f

g h

][
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

]
A− A

[
0 1

0 0

]
+

[
0 1

0 0

]
B −B

[
0 1

0 0

]
= d(A) + d(B).

Karena sifat distributif berlaku untuk operasi matriks, terbukti d(A + B) =

d(A) + d(B).



16

2. Diberikan sebarang A =

[
a b

c d

]
, B =

[
e f

g h

]
∈ M2(R) berlaku:

d(AB) =

[
0 1

0 0

]
(AB)− (AB)

[
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

]([
a b

c d

][
e f

g h

])
−

([
a b

c d

][
e f

g h

])[
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

][
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

]
−

[
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

][
0 1

0 0

]

=

[
ce+ dg cf + dh

0 0

]
−

[
0 ae+ bg

0 ce+ dg

]

=

[
ce+ dg cf + dh− ae− bg

0 −ce− dg

]
.

Di sisi lain

d(A)B =

([
0 1

0 0

]
A− A

[
0 1

0 0

])
B

=

([
0 1

0 0

][
a b

c d

]
−

[
a b

c d

][
0 1

0 0

])[
e f

g h

]

=

([
c d

0 0

]
−

[
0 a

0 c

])[
e f

g h

]

=

([
c d

0 0

][
e f

g h

])
−

([
0 a

0 c

][
e f

g h

])

=

[
ce+ dg cf + dh

0 0

]
−

[
ag ah

cg ch

]

=

[
ce+ dg − ag cf + dh− ah

−cg −ch

]
.
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Ad(B) = A

([
0 1

0 0

]
B −B

[
0 1

0 0

])

=

[
a b

c d

]([
0 1

0 0

][
e f

g h

]
−

[
e f

g h

][
0 1

0 0

])

=

[
a b

c d

]([
g h

0 0

]
−

[
0 e

0 g

])

=

[
a b

c d

][
g h

0 0

]
−

[
a b

c d

][
0 e

0 g

]

=

[
ag ah

cg ch

]
−

[
0 ae+ bg

0 ce+ dg

]

=

[
ag ah− ae− bg

cg ch− ce− dg

]
.

d(A)B + Ad(B) =

[
ce+ dg − ag cf + dh− ah

−cg −ch

]
+

[
ag ah− ae− bg

cg ch− ce− dg

]

=

[
ce+ dg cf + dh− ae− bg

0 ce− dg

]
= d(AB).

Karena kedua sisi sama, terbukti d(AB) = d(A)B + Ad(B).

Karena semua aksioma terpenuhi, terbukti bahwa d merupakan derivasi.

Selanjutnya diberikan contoh pemetaan dari R ke R yang bukan merupakan derivasi.

Contoh 2.5.2 Diberikan R = Z dan didefinisikan fungsi f : Z → Z sebagai:

f(x) = x2, untuk setiap x ∈ Z.

Akan ditunjukkan bahwa fungsi f merupakan derivasi.

Akan ditunjukkan f aditif, yaitu f(x+ y) = f(x) + f(y), untuk setiap x, y ∈ Z.

Pilih x = 1 dan y = 2 diperoleh:

f(1 + 2) = f(3) = 32 = 9
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f(1) + f(2) = 12 + 22 = 1 + 4 = 5.

Karena 9 ̸= 5 maka f(x+ y) ̸= f(x) + f(y).

Karena tidak memenuhi salah satu aksioma yaitu aditif, fungsi f(x) = x2 bukan
derivasi.

Kasus khusus dari derivasi adalah derivasi inner. Derivasi inner adalah derivasi yang
dihasilkan oleh elemen-elemen di dalam ring atau aljabar itu sendiri. Berikut akan
dijelaskan tentang derivasi inner.

Definisi 2.5.2 Diberikan ring R, untuk setiap elemen a ∈ R, derivasi inner Da

didefinisikan sebagai fungsi Da : R → R yang memenuhi persamaan:

Da(x) = ax− xa,

untuk setiap x ∈ R (Zhang dan Gupta, 2018).

Derivasi inner memiliki peran penting dalam analisis struktur ring, terutama pada
ring non-komutatif, di mana urutan perkalian memengaruhi hasil. Dalam ring
komutatif, derivasi inner selalu menghasilkan nol karena ax = xa untuk setiap
a, x ∈ R.

Berikut diberikan contoh derivasi inner.

Contoh 2.5.3 Diberikan ring R = M2(Z) dan X =

[
0 1

0 0

]
∈ M2(Z) dan fungsi

dX : M2(Z) → M2(Z). Didefinisikan dX(A) : XA−AX untuk setiap A ∈ M2(Z).
Akan ditunjukkan dX merupakan derivasi inner.

1. Diberikan sebarang A =

[
a b

c d

]
, B =

[
e f

g h

]
∈ M2(Z) berlaku:

dX(A+B) =

[
0 1

0 0

]
(A+B)− (A+B)

[
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

]([
a b

c d

]
+

[
e f

g h

])
−

([
a b

c d

]
+

[
e f

g h

])[
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

][
a b

c d

]
+

[
0 1

0 0

][
e f

g h

]
−

[
a b

c d

][
0 1

0 0

]

−

[
e f

g h

][
0 1

0 0

]
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=

[
0 1

0 0

][
a b

c d

]
−

[
a b

c d

][
0 1

0 0

]
+

[
0 1

0 0

][
e f

g h

]

−

[
e f

g h

][
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

]
A− A

[
0 1

0 0

]
+

[
0 1

0 0

]
B −B

[
0 1

0 0

]
= d(A) + d(B).

Karena sifat distributif berlaku untuk operasi matriks, terbukti dX(A+B) =

dX(A) + dX(B).

2. Diberikan sebarang A =

[
a b

c d

]
, B =

[
e f

g h

]
∈ M2(Z) berlaku:

dX(AB) =

[
0 1

0 0

]
(AB)− (AB)

[
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

]([
a b

c d

][
e f

g h

])
−

([
a b

c d

][
e f

g h

])[
0 1

0 0

]

=

[
0 1

0 0

][
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

]
−

[
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

][
0 1

0 0

]

=

[
ce+ dg cf + dh

0 0

]
−

[
0 ae+ bg

0 ce+ dg

]

=

[
ce+ dg cf + dh− ae− bg

0 −ce− dg

]
.

Di sisi lain

dX(A)B =

([
0 1

0 0

]
A− A

[
0 1

0 0

])
B

=

([
0 1

0 0

][
a b

c d

]
−

[
a b

c d

][
0 1

0 0

])[
e f

g h

]

=

([
c d

0 0

]
−

[
0 a

0 c

])[
e f

g h

]
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=

([
c d

0 0

][
e f

g h

])
−

([
0 a

0 c

][
e f

g h

])

=

[
ce+ dg cf + dh

0 0

]
−

[
ag ah

cg ch

]

=

[
ce+ dg − ag cf + dh− ah

−cg −ch

]
.

AdX(B) = A

([
0 1

0 0

]
B −B

[
0 1

0 0

])

=

[
a b

c d

]([
0 1

0 0

][
e f

g h

]
−

[
e f

g h

][
0 1

0 0

])

=

[
a b

c d

]([
g h

0 0

]
−

[
0 e

0 g

])

=

[
a b

c d

][
g h

0 0

]
−

[
a b

c d

][
0 e

0 g

]

=

[
ag ah

cg ch

]
−

[
0 ae+ bg

0 ce+ dg

]

=

[
ag ah− ae− bg

cg ch− ce− dg

]
.

Diperoleh:

dX(A)B + AdX(B) =

[
ce+ dg − ag cf + dh− ah

−cg −ch

]
+

[
ag ah− ae− bg

cg ch− ce− dg

]

=

[
ce+ dg cf + dh− ae− bg

0 ce− dg

]
= dX(AB).

Karena kedua sisi sama, terbukti dX(AB) = dX(A)B + AdX(B).

Karena semua aksioma terpenuhi, terbukti bahwa d merupakan derivasi.
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2.6 Derivasi-(α, β)

Sebelum mendefinisikan derivasi-(α, β) penting untuk memahami bahwa dalam
aljabar abstrak, derivasi biasanya digunakan untuk mengukur bagaimana suatu fungsi
berubah, mirip dengan konsep turunan dalam kalkulus. Pada dasarnya, derivasi pada
suatu ring atau aljabar mematuhi hukum Leibniz, yang mengatur bagaimana derivasi
berperilaku terhadap hasil kali dua elemen. Namun, derivasi-(α, β) merupakan
generalisasi dari konsep derivasi ini, di mana hukum Leibniz dimodifikasi dengan
melibatkan dua endomorfisma α dan β. Generalisasi ini memungkinkan lebih banyak
fleksibilitas dalam mempelajari struktur aljabar tertentu, terutama dalam konteks
aljabar non-komutatif.

Definisi 2.6.1 Diberikan ring R, dengan α dan β merupakan dua endomorfisma pada
R. Fungsi d : R → R disebut derivasi (α, β) jika memenuhi kondisi berikut:

d(xy) = d(x)β(y) + α(x)d(y), untuk setiap x, y ∈ R

(Hong dan Wang, 2022).

Berikut diberikan contoh derivasi-(α, β) pada ring R.

Contoh 2.6.1 Diberikan ring R = R[x]. Didefinisikan fungsi d : R[x] → R[x] dan
dua endomorfisma α, β : R[x] → R[x] sebagai:

α(f(x)) = f(x);

β(f(x)) = f(x);

d(f(x)) = f ′(x), untuk setiap f(x) ∈ R[x].

Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivasi-(α, β).

1. Akan ditunjukkan α(f(x)) = f(x) dan β(f(x)) = f(x) merupakan
endomorfisma di R[x].

Karena α dan β merupakan fungsi identitas pada ring maka selalu bersifat
aditif yaitu:

α(f(x) + g(x)) = f(x) + g(x);

β(f(x) + g(x)) = f(x) + g(x),
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dan selalu memenuhi:

α(f(x)g(x)) = f(x)g(x);

β(f(x)g(x)) = f(x)g(x).

Oleh karena itu, terbukti α dan β merupakan endomorfisma.

2. Diberikan sebarang f(x), g(x) ∈ R berlaku:

d(f(x) + g(x)) = (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x) = d(f(x)) + d(g(x)).

Terbukti d bersifat aditif.

3. Diberikan sebarang f(x), g(x) ∈ R berlaku:

d(f(x)g(x)) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Di sisi lain

d(g(x))α(f(x)) + d(f(x))β(g(x)) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Jadi d(f(x)g(x)) = α(f(x))d(g(x)) + d(f(x))β(g(x)).

Karena semua aksioma terpenuhi, terbukti d merupakan derivasi-(α, β).

Berikut diberikan contoh dengan α atau β bukan endomorfisma sehingga d bukan
merupakan derivasi(α, β).

Contoh 2.6.2 Diberikan R = M2(R) merupakan ring matriks 2 × 2 dengan entri
bilangan real. Didefinisikan dua endomorfisma α, β : M2(R) → M2(R) sebagai:

α(A) = AT ;

β(A) = A,

untuk setiap A ∈ M2(R). Didefinisikan derivasi-(α, β) yaitu d : M2(R) → M2(R)
sebagai:

d(A) = α(A)− β(A).
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Dengan kata lain, didefinisikan D(A) sebagai:

d(A) = AT − A.

Akan ditunjukan bahwa d merupakan derivasi- (α, β).

Akan ditunjukkan α dan β merupakan endomorfisma

(i) Diberikan A,B ∈ M2(R), berlaku:

α(A+B) = (A+B)T = AT +BT = α(A) + α(B).

(ii) Diberikan A,B ∈ M2(R), berlaku:

α(AB) = (AB)T = BTAT = α(B)α(A).

Jadi, α mempertahankan perkalian tetapi urutannya dibalik (jadi α merupakan
antihomomorfisma).

Selain itu:

(i) Diberikan sebarang A,B ∈ M2(R), berlaku:

β(A+B) = A+B = β(A) + β(B).

(ii) Diberikan sebrang A,B ∈ M2(R),

β(AB) = AB = β(A)β(B).

Karena α bukan merupakan endomorfisma, berarti d bukan merupakan
derivasi-(α, β).



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,
Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan penulis adalah studi literatur, dengan mengumpulkan
dan mengolah bahan penelitian berdasarkan referensi terkait seperti jurnal dan buku.
Secara umum langkah-langkah penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Mempelajari materi terkait derivasi-(α.β), ring dan ring polinomial.

2. Menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) pada ring R.

3. Mengkontruksi derivasi-(α, β) pada ring polinomial R[x].

4. Menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) pada ring polinomial R[x].

5. Memberikan contoh ilustrasi dari sifat-sifat derivasi-(α, β) pada ring polinomial
R[x].

6. Menyelidiki hubungan antara derivasi-(α, β) pada ring R dan ring polinomial
R[x].
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Adapun langkah-langkah yang dilakukan di dalam penelitian ini dapat dilihat pada
Diagram 3.1.

Mempelajari teori grup, ring, ring polinomial, Ideal, derivasi,
Inner derivasi, derivasi-(α, β).

Tahap 1: Menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) pada ring R

Tahap 2: Mengkonstruksi derivasi-(α, β) pada ring polinomial R[x]

Tahap 3: Menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) pada ring polinomial R[x]

Tahap 4: Memberikan contoh ilustrasi dari sifat-sifat derivasi-(α, β) pada
ring polinomial R[x]

Tahap 5:Menyelidiki keterkaitan antara derivasi-(α, β) pada ring R dan
pada ring polinomial R[x]

Gambar 3.1 Diagram tahapan penelitian.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Dari pembahasan yang telah didapat, disimpulkan bahwa untuk setiap derivasi-(α, β)
pada ring R dengan α dan β endomorfisma di R, terdapat derivasi-(α̂, β̂) pada ring
polinomial R[x] dengan α̂ dan β̂ endomorfisma di R[x]. Selain itu, penelitian ini
menunjukkan bahwa derivasi merupakan kasus khusus dari derivasi-(α, β) dengan
α dan β pemetaan identitas.

Penelitian ini juga menunjukkan bahwa sifat-sifat derivasi-(α, β) memiliki
karakteristik unik, terutama dalam komposisi dan kombinasi. Komposisi dua
derivasi-(α, β) tidak selalu menghasilkan derivasi-(α, β), yang membedakan
derivasi-(α, β) dengan derivasi. Sebaliknya, kombinasi linear dari derivasi-(α, β)
tetap mempertahankan struktur derivasi-(α, β). Selain itu, penelitian ini juga
menunjukkan bahwa jika terdapat dua derivasi-(α1, β1) dan derivasi-(α2, β2),
maka kombinasinya tidak selalu merupakan derivasi-(α1 + α2, β1 + β2). Hal ini
menunjukkan bahwa operasi derivasi-(α, β) memiliki keterbatasan tertentu dalam
hal kombinasi dan penurunan sifat pada ring polinomial R[x].

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian ini, belum dapat diidentifikasi secara spesifik kondisi
yang memungkinkan komposisi dua derivasi-(α, β) tetap menjadi derivasi-(α, β).
Oleh karena itu, disarankan untuk menyelidiki karakteristik atau syarat tertentu
pada endomorfisma α dan β yang dapat memastikan komposisi derivasi-(α, β) tetap
memenuhi sifat sebagai derivasi-(α, β) dalam penelitian selanjutnya.
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Selain itu, penelitian ini belum sepenuhnya mengkaji pengaruh jenis tertentu dari
endomorfisma α dan β terhadap struktur derivasi-(α, β). Oleh karena itu, disarankan
untuk meneliti lebih lanjut kelas endomorfisma yang dapat mempertahankan sifat-
sifat derivasi-(α, β), khususnya dalam ring polinomial R[x].

Penelitian ini juga belum menerapkan derivasi-(α, β)) dalam struktur aljabar lain,
seperti modul atau aljabar diferensial. Oleh karena itu, penelitian lebih lanjut dapat
diarahkan pada studi penerapan derivasi-(α, β) yang lebih luas serta kemungkinan
implementasi komputasional dalam perhitungan simbolik menggunakan perangkat
lunak aljabar komputer.
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