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ABSTRACT

ANALYSIS HOMODERIVATION ON RING
By

Desi Widiarti

Homoderivations on rings constitute a concept that combines the Leibniz rule with
the multiplicative property of ring homomorphisms. This study aims to investigate
the properties of homoderivations on rings, accompanied by rigorous proofs and
supporting examples. The results show that the sum of two homoderivations on a
ring is again a homoderivation, provided that the two homoderivations are orthogonal
to each other. Moreover, the direct sum of homoderivations on corresponding
rings also yields a homoderivation. Furthermore, it is shown that the product of a
homoderivation with a constant k in a general ring does not necessarily preserve
the homoderivation property. In addition, Inner homoderivations are valid when A is
a central element of the ring R. This study reveals algebraic structures formed by
the set of homoderivations, that is semigroup and a Z-module. Finally, it is shown
that every homoderivation is a derivation, but the converse does not hold, and this
relationship is established when one of three specific conditions is satisfied.

Keywords: group, ring,homomorfism, derivation, homoderivation.



ABSTRAK

ANALISIS HOMODERIVASI PADA RING

Oleh

Desi Widiarti

Homoderivasi pada ring merupakan konsep yang menggabungkan aturan Leibniz
dengan sifat perkalian pada homomorfisma ring. Penelitian ini bertujuan untuk
mengkaji sifat-sifat homoderivasi pada ring yang disertai dengan pembuktian dan
contoh-contoh pendukung. Hasil penelitian menunjukkan bahwa penjumlahan dua
pemetaan homoderivasi pada suatu ring tetap merupakan homoderivasi, dengan
syarat kedua homoderivasi tersebut saling ortogonal. Selain itu, penjumlahan
langsung (direct sum) dari pemetaan-pemetaan homoderivasi pada ring-ring yang
bersesuaian juga menghasilkan suatu homoderivasi. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa
hasil kali suatu konstanta £ dengan pemetaan homoderivasi pada ring umum belum
tentu mempertahankan sifat homoderivasi. Selain itu, homoderivasi inner terbukti
berlaku ketika A\ merupakan elemen center dari ring R. Penelitian ini mengungkap
struktur aljabar yang terbentuk oleh himpunan homoderivasi, yaitu semigrup dan
Z-modul. Terakhir, ditunjukkan bahwa setiap homoderivasi merupakan derivasi,
tetapi tidak berlaku sebaliknya, dan hubungan tersebut tercapai apabila salah satu
dari tiga kondisi tertentu terpenuhi. Kata-kata kunci: grup, ring, homomorfisma,

derivasi, homoderivasi.
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep dasar kalkulus yang melandasi ide tentang konsep derivasi pertama kali
diperkenalkan pada abad ke-17 oleh Newton melalui gagasan fluks dan oleh Gottfried
Wilhelm Leibniz melalui pendekatan diferensial. Pada abad ke-19, tokoh-tokoh
seperti Reimann dan Karl Weierstrass memberikan kontribusi penting dalam
pengembangan teori fungsi kompleks, termasuk memperluas pemahaman mengenai
konsep derivasi. Memasuki abad ke-20, konsep derivasi mengalami perluasan lebih
lanjut melalui aljabar abstrak, khususnya diterapkan pada struktur aljabar seperti
ring oleh Jacobson. Ring sendiri merupakan himpunan yang dilengkap dengan dua
operasi, yaitu operasi penjumlahan dan operasi perkalian. Felzenszwalb dan Lanski
(1983) menyatakan bahwa d adalah derivasi dari ring R jika bersifat aditif dan
memenuhi aturan Leibniz. Salah satu yang membahas pemetaan aditif pada ring
dengan elemen identitas, yang memperluas pemahaman tentang struktur dan sifat
dasar ring tersebut adalah Dhara dan Sharma (2009).

Beberapa peneliti yang telah mengkaji konsep derivasi antara lain, Chung dan
Kobayashi (1985) membahas sifat-sifat khusus dari derivasi nil dan bagaimana
pengaruhnya terhadap struktur ideal dalam ring prima, Ernanto (2018) menelaah
sifat-sifat ring faktor yang disertai dengan derivasi, sehingga dapat memberikan
pemahaman baru mengenai keterkaitan antara struktur ring dan operasi derivasi
yang bekerja di dalamnya. Ali dkk. (2024) memberikan tinjauan komprehensif
mengenai berbagai jenis derivasi dalam ring yang menjadi dasar penting untuk
memahami perkembangan teori aljabar modern, Ashraf dkk. (2006) mengeksplorasi
derivasi pada ring dan aplikasinya, Faisol and Fitriani (2025) mengkaji struktur
derivasi dan pemetaan linear pada deret pangkat miring serta sifat-sifat aljabar yang
menyertainya, Waluyo dkk. (2025) mempelajari konsep (o, 7)-derivasi pada ring
grup dan hubungannya dengan karakteristik struktur ring tersebut, Ber dkk. (2020)



membahas sifat-sifat dan karakterisasi derivasi pada algebra Murray—von Neumann
yang memberikan kontribusi penting dalam analisis fungsional, Chung (1985)
meneliti derivasi nil pada ring yang memberikan pemahaman lebih lanjut mengenai
struktur internal dan sifat-sifat aljabar dari ring tersebut, Al-Khalaf dkk. (2018)
membahas mengenai derivasi pada ring prima, Thomas dkk. (2024) membahas
sifat-sifat derivasi pada berbagai jenis ring, Huang dkk. (2023)) membahas derivasi
ring pada aljabar Murray—von Neumann yang memberikan kontribusi penting dalam
pengembangan teori aljabar operator. Selain itu, Fitriani dkk. (2024) membahas
mengenai konsep derivasi-f pada modul polinomial khususnya sifat-sifatnya
serta kondisi keberadaannya dan memberikan beberapa hasil serta contoh terkait
penerapannya dalam struktur aljabar, Fitriani dkk. (2025]) juga membahas pemetaan
yang saling komutatif dan centralizing pada modul termasuk karakteristiknya dan

kondisi ketka pemetaan tersebut memenubhi sifat khusus.

Selanjutnya, berikut adalah peneliti-peneliti yang telah meneliti jenis derivasi pada
suatu ring. Al-Khalaf dkk. (2018) mengamati tentang karakteristik ring asosiatif
yang memiliki struktur Lie ring sederhana yang dibentuk oleh derivasi Lie dan
Jordan, Mursyidah dkk. (2025) membahas sifat derivasi nil dan konsep J-ideal
pada ring polinomial beserta implikasi aljabarnya, Helmi dkk. (2013) meneliti ring
polinomial diferensial yang merupakan generalisasi dari ring prima Asano sehingga
memperluas pemahaman tentang struktur dan sifat ring tersebut, Sitompul dkk.
(2025) membahas tentang konsep Derivasi Jordan pada ring polinomial R[x] dengan
mengkaji sifat-sifatnya dan memberikan contoh serta menunjukkan hasil terkait
hubungan antara derivasu Jordan dengan struktur aljabar pada ring tersebut, Ansari
dkk. (2024)) membahas mengenai struktur dan sifat dari pemetaan derivasi-n yang
dimodifikasi oleh dua automorfisma (o, p) dalam konteks ring asosiatif, Watase
(2021) membahas derivasi pada ring komutatif serta merumuskan formula Leibniz

untuk pangkat derivasi.

Salah satu jenis derivasi yang menggabungkan sifat derivasi dengan homomorfisma
pada ring disebut homoderivasi. Pada pemetaan homoderivasi, aturan Leibniz
dikombinasikan dengan sifat perkalian pada homomorfisma pada ring sehingga
bentuknya menjadi h(ab) = h(a)h(b) + h(a)b + ah(b). Beberapa peneliti
yang menggunakan topik tersebut sebagai topik penelitiannya adalah sebagai
berikut. Engin (2023)mengeksplorasi konsep homoerivasi pada ring prima
sebagai perluasan dari teori derivasi yang telah ada, Belkadi dan Taoufiq (2024)
mengkaji peran homoderivasi orde tinggi dalam menganalisis struktur internal

ring semi-prima, Taoufiq dan Belkadi (2022) melakukan penelitian terhadap



sifat-sifat homoderivasi nilpoten dalan ring semiprima, Alharfie dan Muthana (2018))
mengkaji kondisi kekomutatifan pada ring prima yang dilengkapi homoderivasi,
Turkmen (2024) membahas hubungan antara homoderivasi dan semi-derivasi
dalam ring asosiatif, Melaibari dkk. (2016) membahas sifat-sifat homoderivasi
dalam ring asosiatif, Hummdi dkk. (2024) mengamati kondisi-kondisi dimana
homoderivasi pada ideal Lie bersifat komutatif, Alharfie dan Muthana (2019)
meneliti hubungan antara homoderivasi dan sifat kekomititafan pada ring, El-Sayiad
dan Almulhem (2025 membahas generalisasi homoderivasi bernama centrally
extended n-homoderivations, Ali dkk. (2025) mengeksplorasi peran homoderivasi

balikan dalam menganalisis struktur aljabar ring (semi)-prima.

Berdasarkan uraian tersebut, dapat disimpulkan bahwa derivasi dan homoderivasi
memiliki peran yang sangat penting dalam mengungkap dan memahami struktur
internal suatu ring, baik dari sisi teoretis maupun aplikatif. Homoderivasi sebagai
perluasan konsep derivasi memberikan kerangka aljabar yang memungkinkan
dilakukannya transformasi struktural tanpa menghilangkan sifat-sifat dasar aljabar
yang dimiliki. Kebutuhan terhadap transformasi semacam ini semakin meningkat
seiring dengan berkembangnya bidang kriptografi, Artificial Intelligence (Al), serta
analisis data lanjutan. Oleh karena itu, kajian yang mendalam dan sistematis
mengenai sifat-sifat struktural dan aljabar dari homoderivasi pada ring menjadi
sangat diperlukan, guna memperkaya pengembangan teori aljabar murni sekaligus
menyediakan landasan teoritis yang kuat bagi implementasi konsep-konsep tersebut

dalam berbagai aplikasi ilmiah modern.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. menganalisis sifat-sifat homoderivasi pada ring R;
2. memberikan contoh ilustrasi dari sifat-sifat yang diperoleh;

3. menyelidiki hubungan antara homoderivasi dan derivasi pada ring R.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:



. memperdalam pemahaman tentang sifat-sifat homoderivasi pada ring;
. mengetahui hubungan antara homoderivasi dan derivasi pada ring R;

. memberikan kontribusi terhadap pengembangan teori homoderivasi dalam

matematika, khususnya dalam bidang struktur aljbar.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini menyajikan kajian teori dan konsep-konsep dasar yang relevan sebagai
landasan konseptual dalam penelitian ini. Uraian pada bab ini bertujuan untuk
memperkuat pemahaman terhadap materi yang dibahas serta menjadi dasar dalam

mengembangkan pembahasan dan analisis pada bab-bab selanjutnya.

2.1 Grup

Salah satu tahapan fundamental dalam mempelajari konsep-konsep yang lebih lanjut
dalam teori aljabar adalah memahami struktur dasar dalam aljabar abstrak, yaitu
grup. Pemahaman terhadap grup sangat penting karena struktur ini menjadi fondasi
bagi kajian aljabar selanjutnya. Oleh karena itu, sebelum membahas definisi grup,
terlebih dahulu akan diperkenalkan konsep operasi biner sebagai komponen utama

dalam pembentukan struktur grup.

Definisi 2.1.1 Operasi biner * pada himpunan H merupakan fungsi dari H x H ke
H. Untuk setiap (j,1) € H x H, %(j,l) di H dinotasikan dengan j = [ (Fitriani dan
Faisol, |[2022)).

Contoh 2.1.2 Berikut diberikan contoh operasi biner dan bukan operasi biner.

i. Diberikan himpunan 3Z dengan operasi penjumlahan. Untuk setiap 7,/ € 3Z
berlaku 7 + [ € 3Z. Dengan demikian, penjumlahan merupakan operasi biner
pada 37Z.

ii. Diberikan himpunan N dengan operasi pengurangan. Untuk 7,/ € N dengan
j <1, 7 —1¢ N.Dengan demikian, pengurangan bukan merupakan operasi

biner pada N.



Berdasarkan pengertian operasi biner yang telah diuraikan sebelumnya, suatu
struktur aljabar dapat dibentuk dari sebuah himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan satu operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Struktur aljabar

tersebut dikenal sebagai grup.
Definisi 2.1.3 Suatu grup (G, ) terdiri dari himpunan G bersama operasi biner *

yang didefinisikan pada G dan memenuhi aksioma berikut:

1. operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap j,[,p € G berlaku (j *
Dxp=jx*(l*p);

2. terdapat elemen identitas e € G sehingga untuk setiap j € G berlaku j x e =
e*j=J;

3. untuk setiap j € G terdapat elemen invers j~! € G sehingga berlaku j*j =1 =

jlxj=e.
(Fitriani dan Faisol, |[2022)).

Definisi 2.1.4 Grup G dikatakan grup Abel jika operasi biner * bersifat komutatif,
yaitu j % [ = [ % j, untuk setiap j,! € G (Fitriani dan Faisol, [2022).

Contoh 2.1.5 Diberikan himpunan 2Z = {2n | n € Z}. Akan ditunjukkan bahwa
27, dengan operasi penjumlahan merupakan grup.

i. Diberikan sebarang j,[,p € 2Z, dengan j = 2r, [ = 2s, dan p = 2¢, untuk

suatu r, s,t € Z. Maka,

(G+1)+p=(2r+2s)+2t
=2r + (25 + 2t)
=Jj+{+p)

Jadi, operasi penjumlahan bersifat asosiatif.

ii. Diberikan sebarang j € 27 dengan j = 2r, untuk suatu r € Z. Terdapat
0 € 2Z sehingga
J+0=0+7=17.

Jadi, 0 merupakan elemen identitas terhadap operasi penjumlahan.

iii. Untuk setiap j € 2Z dengan j = 2r, terdapat —j = —2r € 27 sehingga



Dari (i), (ii), dan (iii) diperoleh bahwa (27, 4+) merupakan grup Abel.

2.2 Ring

Untuk memahami struktur aljabar yang lebih lanjut, diperlukan pemahaman yang

kuat terhadap konsep dasar ring. Oleh karena itu, pada bagian ini akan dijelaskan

mengenai definisi formal ring beserta syarat-syarat atau aksioma yang harus dipenuhi

agar suatu struktur dapat dikatakan sebagai ring.

Definisi 2.2.1 Diberikan himpunan tak kosong R dengan dua operasi yaitu +

(penjumlahan) dan - (perkalian). Struktur (R, +, -) dinamakan ring, jika memenuhi

aksioma:

1. (R,

1.

ii.

1il.

+) merupakan grup Abelian, yakni:

operasi + tertutup di R, yaitu untuk setiap 7,/ € R memenuhi j +1[ € R;

operasi + bersifat assosiatif di R, yaitu untuk setiap j,l,p € R
memenuhi (7 +1) +p=j+ (I +p);

terdapat elemen identitas e untuk setiap elemen di R, yakni j + e =
et+j=e¢

1

untuk setiap j € R, terdapat j~! € R sehingga, j +j ' =1+ j=e¢,

-) merupakan semigrup, yakni:

operasi - tertutup di R, yaitu untuk setiap j,/ € R berlaku j - | € R;

. operasi - bersifat assosiatif, yakni untuk setiap 7, [/, p € R berlaku

G-D-p=3-(p)

3. sifat distribusi kiri dan distribusi kanan berlaku di R, yakni: untuk setiap
7,1, p € R, berlaku:

i.

11.

joU+p)=0G-0)+ G- p);
G+ -p=@G-p)+-p).

(Rasiman dkk., |2018)).



Contoh 2.2.2 Diberikan himpunan Z. Akan ditunjukkan bahwa (Z, +, -) merupakan
ring.

(i) Akan ditunjukkan bahwa (Z, +) merupakan grup komutatif, sebagai berikut:

i. untuk setiap j,! € Z, berlaku j + [ € Z;
ii. untuk setiap j,l,p € Z, berlaku j + (I +p) = (j + 1) + p;
iil. terdapat elemen identitas 0 € Z, sehingga untuk setiap j € Z berlaku
J+0=0+7=7;

iv. untuk setiap j € Z, terdapat inversnya yaitu —j, sehingga j + (—j) = 0;

v. untuk setiap j,[ € Z, berlaku j +1 =1+ j.
(i) Operasi perkalian bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap j,l,p € Z berlaku

G-O-p=3-(p).

(i11) Sifat distribusi kiri dan distribusi kanan berlaku di Z, yaitu:

i. untuk setiap j,l,p € Z, berlaku j - (I +p) =7-1+j - p;
ii. untuk setiap j,l,p € Z, berlaku (j +1)-p=7-p+1-p.

Dengan demikian, (Z, +, -) merupakan ring.

Definisi 2.2.3 Diberikan suatu ring (R, +, -). Jika R komutatif terhadap perkalian,
yaitu untuk setiap j,/ € R berlaku jl = [j, maka ring R disebut ring komutatif
(Wahyuni dkk., 2021).

(Zs,+s5, -5) merupakan ring komutatif.

1. Akan ditunjukkan bahwa (Zs, +5) merupakan grup komutatif.
Untuk menunjukkan bahwa Z5 dengan operasi +5; membentuk suatu grup,
digunakan tabel Cayley guna memperlihatkan sifat tertutup, unsur identitas,
dan invers dari setiap elemen. Oleh karena itu, tabel Cayley untuk Zj; disajikan
sebagai berikut.



Tabel 2.1 Tabel Cayley Zs dengan Operasi Penjumlahan Modulo 5

+510 1 2 3 4
01012 3 4
111 2 3 40
212 3 401
313 401 2
41401 2 3

i. Operasi +;5 tertutup di Zs;
ii. Operasi +5 bersifat asosiatif;
iii. Elemen identitas terhadap +5 adalah 0;
iv. Setiap elemen memiliki invers terhadap +5;

v. Operasi +j5 bersifat komutatif.

2. Operasi perkalian bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap j,[,p € Zs berlaku
(JsDsp=17s5p)

3. Sifat distribusi kiri dan kanan berlaku di Zs:
Ljs(+sp)=051)+s505p);
ii. (j+s0)s5p=(5p) +5(5p).

4. Operasi perkalian bersifat komutatif, yaitu j -5l =1 -5 j.

Dengan demikian, (Zs, +s, -5) merupakan ring komutatif.

Selanjutnya, akan diperkenalkan konsep homomorfisma pada ring, yang merupakan
pemetaan struktur aljabar yang mempertahankan operasi ring. Berikut ini diberikan

definisi homomorfisma pada ring.

Definisi 2.2.5 Diberikan ring (R;, +1, 1), (Ra, +2, -2) dan pemetaan f : Ry — R».

Pemetaan f disebut homomorfisma ring apabila memenuhi:
L +0) = f0) +2 £,
i f(70)=f()-2fQ),

untuk setiap j7,! € R; (Wahyuni dkk., 2021).
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Contoh 2.2.6 Diberikan ring (Z, +,-) dan (Zg, +¢, -¢). Didefinisikan pemetaan
f 1 Z — Zg dengan f(j) = j, untuk setiap j € Z. Akan ditunjukkan bahwa
f merupakan homomorfisma ring.

Untuk setiap ji, jo € Z, berlaku:

SUL+J2) = J1+ J2 = J1 +6 J2 = f(j1) +6 [ (J2),

ii.

fUL-d2) =J1-J2=J16J2 = f(j1) 6 f(J2)-

Dengan demikian, f merupakan homomorfisma ring (Wahyuni dkk., 2021)).

2.3 Pemetaan Ortogonal

Dalam kajian struktur aljabar, khususnya teori ring dan pemetaan aditif, sering
digunakan asumsi tambahan yang berkaitan dengan perilaku pemetaan terhadap

operasi perkalian. Salah satu konsep yang digunakan adalah pemetaan ortogonal.

Diberikan ring R. Dua pemetaan aditif f,, f, : R — R disebut pemetaan ortogonal
(orthogonal maps) apabila untuk setiap j,! € R memenuhi

FLG) (D) + f2(5) /1) =0

(Bresar, | 2004). Untuk memperjelas pengertian pemetaan ortogonal, berikut
diberikan contohnya.

N
l

Contoh 2.3.1 Diberikan ring M = { [é

J,le ]R} . Definisikan pemetaan

aditif fy, fo : M — M dengan

D=1
(s D)l

dan
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untuk setiap A = )1 dan B = |”?

0
] € M,. Diperoleh:

1 2

fi(A) f2(B) + fo(A) f1(B) = [8 8] :

Sehingga f; dan f; merupakan pemetaan ortogonal.

2.4 Derivasi pada Ring

Dalam struktur aljabar, kondep derivasi berperan penting untuk mengkaji perubahan
dan hubungan antar elemen alam sebuah ring. Sebelum membahas lebih lanjut

aplikasinya, bagian berikut akan memaparkan definisi formal dari derivasi.

Definisi 2.4.1 Diberikan ring R. Pemetaan aditif d dari suatu ring R ke dirinya

sendiri yang memenuhi aturan Leibniz:
d(jl) = d(j)l + jd(l), untuk setiap j,l € R
disebut derivasi (Al1 dkk., |2024).

Contoh 2.4.2 Diberikan ring M5 (Z). Didefinisikan d : My(Z) — Ms(Z), dengan

(b u])- )

Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivasi pada ring Ms(Z).

Diberikan sebarang matriks A, B € M,(Z) dengan

1o b
b1 w

dan
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1. Akan ditunjukkan bahwa d(A + B) = d(A) + d(B).

d(A+B):d<[jl ] [ &D
p1 w P2 w2
ol )

_|_

Ji+72 L+l
p1+p2 wi+ wo
0 —(lh + 1)
1+ P2 0

2. Akan ditunjukkan bahwa d(AB) = d(A)B + Ad(B).

)

Jije +lipa  Jils + Liws
Pij2 +wipe  pila + wiws

0 —(J1ls + lyws)
P1J2 + wip2 0

g1 h

b1 w

d(AB) = d(

g

)

Di sisi lain,

A(A)B +Ad(B) = | ‘“] [jz i

Ji L0 =l
pi 0 P2 W2 p1 w1 _pz 0

[ lpy —l Lpy —jils)
_ 1P2 1w2] X [ 1P2 Jit2

| pj2 pilo wipy  —Pils]
_ 0 —(J1ls + lywo)
| P12+ wips 0

Karena kedua syarat terpenuhi, terbukti bahwa d merupakan derivasi pada M(Z).

Sebagai bentuk khusus dari derivasi pada ring, diperkenalkan konsep derivasi inner

yang memiliki peranan penting dalam kajian struktur aljabar.
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Definisi 2.4.3 Diberikan suatu ring R. Didefinisikan pemetaan d : R — R disebut
derivasi inner apabila terdapat A € R yang memenuhi d(j) = [j,\| = A\j — jA,
untuk setiap 5 € R (Waluyo dkk., |2025)).

J

[
Contoh 2.4.4 Diberikan ring Msy2(7Z) = | 4,0, p,w € Z}. Didefinisikan
w

pemetaan d : Msyo(Z) — Mayo(Z) disebut derivasi inner apabila terdapat A =

—1
0 (i] € Msyo(Z) yang memenuhi d(A) = [A,\] = AA — A), untuk setiap

) [
J2 2 c
P2 w2

i h

p1 W

J
P w
Msy5(Z). Akan ditunjukkan bahwa d bersifat aditif.

p ITREZCY AU B F A
P2 w2 p1 w1 p1 w1

Jo o _ Jo o A\

P2 W2 D2 W2

_ 0 =24 n 0 =2
2p1 O 2p2 0
0 —2(ly +1s)

2(171 +p2) 0

A= € Msy5(Z). Diberikan sebarang A = ,B =

b

p1 w1

+ A

¥

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa d memenuhi aturan Leibniz.

i+ L+l
p1+p2 wi+ wo

d(A)B + Ad(B) = [A,\B + A[B, )
— (A\A— AN)B + A(AB — B))
= d(AB).

Karena d(AB) = d(A)B + Ad(B), maka terbukti bahwa d merupakan derivasi
inner pada My,o(7Z).
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2.5 Homoderivasi pada Ring

Pada tahun 2000, El Sofy memberikan konsep menarik mengenai penggabungan
konsep homomorfisma dan derivasi yang diberi nama homoderivasi. la menunjukkan

bahwa pemetaan tersebut bukanlah homomorfisma maupun derivasi.

Definisi 2.5.1 Diberikan ring R. Pemetaan aditif & dari suatu ring R ke dirinya

sendiri yang memenuhi kondisi:
h(jl) = h(j)h(l) + h(j)l + jh(l), untuk setiap j,l € R

disebut homoderivasi (Al dkk., [[2024]).

Contoh 2.5.2 Diberikan ring M. Didefinisikan h : M — M dengan

000 000
hl17 0 I =17 00
p 0 0 p 0 0

Akan ditunjukkan h merupakan homoderivasi dari M3(Z).

Diberikan sebarang matriks A, B € Mj3(Z) dengan

0 0 0 0 0 0
A=|j1 0 IL|, B=1j 0 I
D1 0 0 D2 0 0
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i. Akan ditunjukkan bahwa h bersifat aditif.

(0 0 0 0 0 0
MA+B)=h| |7 0 L|+1|jo O I
p1 0 0 p2 0 0

0 0 0
=h| [ja+je 0 Lit+l
pr+p2 0 0
0 0 0
= |n+Jj 00
(p1+p2 00
[0 00 0 00
=151 0 O+ 1]j20 0 O
lpr 00 ps 0 0

— h(A) + h(B).

Terbukti A bersifat aditif.

ii. Akan ditunjukkan bahwa h memenuhi h(AB) = h(A)h(B) + h(A)B +
Ah(B).

[0 0 o]l o 0 0
WMAB)=h| |51 0 L] |jo O Io
0
0
0




Di sisi lain,

0 0 0]fo
WA(B) + h(A)B+ Ah(B) = |j; 0 0] |
1 0 0f |pe
[0 0 0] [0 0 0]
+ i 0 0| |2 0 L
p1 0 Of [p2 0 O
(0 0 0] [0 0 0
+ i 0 L] |j 00
p1 0 0] [p2 0 O]
0 00
= [lipo 0 O
0 00

Terbukti bahwa h(AB) = h(A)h(B) + h(A)B + Ah(B).

Jadi, terbukti bahwa h merupakan homoderivasi pada ring M.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan Matematika,
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Lampung, yang
berlokasi di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan

Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Provinsi Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dan analisis teoritis dengan
mengkaji berbagai referensi yang relevan, seperti jurnal ilmiah, artikel, buku teks,
serta sumber-sumber lain yang berkaitan dengan topik penelitian. Secara umum,

langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. mempelajari materi terkait teori grup, ring, derivasi, dan homoderivasi;
2. menganalisis sifat-sifat homoderivasi pada ring R;
3. memberikan contoh-contoh ilustrasi dan sifat-sifat yang diperoleh;

4. menyelidiki hubungan antara homoderivasi dengan derivasi pada ring.
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Selanjutnya, langkah-langkah penelitian dapat dilihat pada diagram berikut:

( A

Mengkaji teori aljabar abstrak yaitu grup (Fitriani
dan Faisol, 2022}, semigrup, ring, subring (Rasiman
dkk., |2018), dan ideal (Wahyuni dkk., | 2021).
Memperlajari derivasi (Huang dkk., |[2023)), komposisi

derivasi, kombinasi linear derivasi, ideal-6 (Helmi dkk., |2013]).

Mempelajari homoderivasi pada ring (Ali dkk., | 2024)

Tahap 1 Menganalisis sifat-sifat homoderivasi pada ring R

Tahap 2 Memberikan contoh-contoh ilustrasi dan sifat-sifat yang diperoleh

Tahap 3 Menyelidiki hubungan antara homoderivasi dengan derivasi pada ring R

Gambar 3.1 Langkah-langkah penelitian



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, homoderivasi pada ring merupakan gabungan
antara aturan Leibniz dengan sifat perkalian homomorfisma pada ring. Penelitian
ini menunjukkan beberapa sifat homoderivasi pada ring lengkap dengan bukti dan
contohnya. D1 antaranya, penjumlahan dua pemetaan homoderivasi pada ring juga
merupakan pemetaan homoderivasi pada ring, dengan syarat pemetaan homoderivasi
hy dan hs ortogonal. Selanjutnya, penelitian ini menemukan bahwa penjumlahan
langsung antara pemetaan-pemetaan homoderivasi pada ring masing-masing
membentuk suatu pemetaan homoderivasi. Namun demikian, secara umum hasil
kali suatu konstanta k£ dengan pemetaan homoderivasi tidak selalu menghasilkan
homoderivasi. Namun, jika ring R bersifat komutatif dan £ merupakan elemen

idempoten, maka pemetaan k£h merupakan homoderivasi.

Selain itu, diperoleh pula bahwa homoderivasi inner yang mengadopsi konsep
derivasi inner berlaku apabila elemen A merupakan elemen center dari ring R.
Penelitian ini juga menunjukkan adanya struktur aljabar yang terbentuk yaitu
semigrup dan Z-modul. Dalam penelitian ini juga menunjukkan bahwa setiap
homoderivasi juga merupakan derivasi, tetapi tidak berlaku sebaliknya. Kondisi

tersebut dapat dicapai apabila terpenuhi salah satu dari tiga syarat yang ditemukan.

5.2 Saran

Penelitian selanjutnya disarankan untuk memperluas kajian mengenai pemetaan
homoderivasi pada kelas ring tertentu serta meneliti keterkaitannya dengan pemetaan
aljabar lainnya, sehingga diperoleh pemahaman yang lebih mendalam mengenai

struktur dan sifat homoderivasi.
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