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ABSTRACT

BI-DERIVATION ON POLYNOMIAL RING
By

Selvi Diana Dwi Rinanda

A mapping A\ : R X R — R is called a bi-derivation if A is bi-aditif and satisfies
Mzy,z) = Mz, 2)y + zA(y, z) and A(z,yz) = Mz,y)z + yA(z, 2), for every
x,y,z € R. Bi-derivatives are a generalization of the concept of derivatives in
rings and play an important role in understanding the structural properties of a ring.
This study aims to examine bi-derivatives in polynomial rings, present concrete
examples of bi-derivative mappings, and analyze the characteristics and properties
that arise from these bi-derivatives. Thus, this study is expected to contribute to the
development of ring theory, particularly in the context of polynomial rings.

Keywords: ring, polynomial, derivation, bi-derivation.



ABSTRAK

BI-DERIVASI PADA RING POLINOMIAL

Oleh

Selvi Diana Dwi Rinanda

Suatu pemetaan A : R x R — R disebut bi-derivasi jika A bersifat bi-aditif dan
memenuhi A(zy, 2) = Az, 2)y+aA(y, z) dan A(z, y2) = A(z,y)z+yA(z, z), untuk
setiap x,y, z € R. Bi-derivasi merupakan generalisasi dari konsep derivasi pada
ring dan memiliki peranan penting dalam memahami sifat-sifat struktural suatu ring.
Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji bi-derivasi pada ring polinomial, menyajikan
contoh-contoh konkret pemetaan bi-derivasi, serta menganalisis karakteristik dan
sifat-sifat yang muncul dari bi-derivasi tersebut. Dengan demikian, penelitian ini
diharapkan dapat memberikan kontribusi terhadap pengembangan kajian teori ring,
khususnya dalam konteks ring polinomial.

Kata-kata kunci: ring, polinomial, derivasi, bi-derivasi.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Secara konsep aljabar abstrak, struktur ring memegang peranan fundamental sebagai
landasan bagi pengembangan berbagai cabang matematika, seperti teori modul,
geometri aljabar, serta aplikasi dalam kriptografi, ilmu komputer, teori pengkodean,
dan bidang fisika. Ring merupakan suatu sistem aljabar yang terdiri dari himpunan
dengan dua operasi biner, dinotasikan sebagai penjumlahan dan perkalian, yang
memenuhi sifat-sifat tertentu. Salah satu bentuk ring yang penting adalah ring
polinomial, yakni ring yang elemennya berupa polinomial dengan koefisien yang
berasal dari suatu ring tertentu. Ring jenis ini memiliki potensi besar untuk
dikembangkan lebih lanjut dalam membentuk struktur aljabar yang lebih kompleks
dan aplikatif.

Salah satu pokok bahasan dalam teori ring adalah derivasi. Menurut Ali dkk. (2024)),
derivasi pada ring R adalah suatu fungsi pada R yang bersifat aditif dan memenuhi
aturan Leibniz. Konsep ini muncul sebagai analog aljabar dari turunan (derivatif)
dalam kalkulus dan memberikan banyak informasi struktural tentang ring yang dikaji.
Salah satu pengembangan dari derivasi adalah bi-derivasi. Bi-derivasi merupakan

generalisasi dari derivasi yang merupakan pemetaan bi-aditif R x R — R yang
memenuhi \(In, s) = A(l, s)n + IA(n, s) dan A(I,ns) = A([,n)s + nA(l, s).

Beberapa penelitian terdahulu yang telah mengkaji konsep derivasi pada ring antara
lain: Dhara dan Sharma (2009) membahas tentang pemetaan aditif dalam ring
asosiatif dengan elemen identitas. Kemudian, Ashraf dkk. (2010) membahas tentang
bi-derivasi umum (o, 7) dalam ring, khususnya pada pemetaan aditif seperti o-left
centralizer traces, o-left bimultipliers, dan berbagai bentuk biderivasi simetris dan
generilisasi Jordan dari (o, 7) -biderivasi. Penelitian selanjutnya oleh Kuzucuoglu

(2011) yang membahas tentang karakterisasi derivasi Jordan strictly triangular



matrix rings dan menunjukkan bahwa setiap derivasi Jordan dapat dituliskan sebagai
jumlah dari derivation biasa dan derivation ekstremal. Selanjutnya, Kuzucuoglu dan
Sayin (2017) membahas semua derivasi dari kelas-kelas tertentu dari ring matrix
khususnya pada ring matriks segitiga bawah. Kemudian, Shujat (2018 mengkaji
tentang bi-derivasi umum simetris pada ring prima dan semi prima yang berfokus
pada struktur bi-derivasi yang membuat ring menjadi komutatif atau menghasilkan

struktur yang baru.

Penelitian berikutnya oleh Ernanto (2018]) membahas sifat-sifat ring faktor yang
dilengkapi dengan derivasi, khususnya syarat perlu dan cukup agar ring faktor
menjadi ring sederhana, dan ring prima melalui konsep ideal-d prima dan ideal- d
maksimal. Selanjutnya, Reddy dan Reddy (2018)) membahas tentang sifat komutatif
pada ring prima jika terdapat bi-derivasi simetris pada ideal tak nol dari ring.
Kemudian, Khalaf dkk. (2018) membahas karakteristik ring asosiatif R yang
memiliki Lie ring sederhana dari derivasi Lie dan derivasi Jordan. Penelitian
selanjutnya oleh Khalaf dkk. (2018) yang mengkaji derivasi pada ring diferensial
prima, dengan menelaah sifat-sifatnya serta memberikan hasil-hasil baru terkait
struktur dan karakteristik ring tersebut. Berikutnya, Sayin dan Kuzucuoglu (2019)
membahas derivasi Jordan pada subring khusus dari ring matriks R, (K, J), dengan
K adalah ring bebas 2-torsi dengan elemen identitas. Kemudian, Ayupov dan
Yusupov (2020) mengkaji derivasi 2-lokal pada aljabar Lie berdimensi tak hingga
dalam bidang karakteriktik tak nol. Selanjutnya, penelitian oleh De Filippis dkk.
(2021) membahas tentang generalized (m, n)-G-derivations pada ring prima, dengan
meneliti kondisi-kondisi tertentu yang menjamin sifat komutatif ring. Selanjutnya,
Hidayati dkk. (2022) membahas syarat cukup agar ring prima menjadi ring komutatif
bila terdapat biderivasi simetris.

Kemudian, penelitian oleh Faraj dkk. (2023)) membahas symmetric generalized
bi-derivations (SGBD) pada ring dengan ideal prima serta menunjukkan
kondisi-kondisi yang menjamin sifat komutatif dari ring hasil bagi. Penelitian
selanjutnya dikaji oleh Khan dkk. (2024) yang membahas penerapan metode
langsung dan metode titik tetap untuk membuktikan stabilitas Hyers—Ulam pada
bi-derivasi dan bihomomorfisme dalam Banach aljabar. Kemudian, Murty dan
Renddy (2024) membahas tenteng bi-derivasi simetrik terbalik pada ring semi prima
yang berfokus pada kondisi ortogonal antar bi-derivasi. Selanjutnya, Thomas dkk.
(2024) mengkaji konstruksi dan sifat derivasi pada beberapa jenis ring. Selanjutnya,
Fitriani dkk. (2024) mengkaji konsep dan sifat derivasi - f pada modul polinomial
beserta beberapa teorema pendukungnya.



Penelitian berikutnya dikaji oleh Fitriani, dkk. (2025) yang membahas perluasan
konsep commuting dan centralizing modul. Selanjutnya, Faisol dan Fitriani (2025])
membahas derivasi dan pemetaan linear pada modul skew generalized power
series sebagai perluasan teori derivasi klasik. Kemudian, Waluyo dkk. (2025])
membahas (o, 7)-derivasi pada ring grup dengan memberikan contoh konkret serta
karakterisasi sifat aljabarnya dalam konteks struktur ring non-komutatif berbasis
grup. Selanjutnya, Sitompul dkk. (2025) membahas sifat dan penerapan derivasi
Jordan pada ring polinomial R[z] serta hubungan antara derivasi Jordan pada ring R
dan R[z].

Penelitian yang membahas bi-derivasi pada ring masih tergolong terbatas. Sebagian
besar penelitian yang mengangkat topik ini umumnya berfokus pada ring-ring yang
relatif sederhana atau pada jenis ring tertentu, seperti ring matriks. Hingga saat
ini, kajian mengenai bi-derivasi pada ring polinomial belum banyak ditemukan
dalam literatur. Oleh karena itu, pemilihan topik ini dimaksudkan untuk memperluas
pemahaman terhadap konsep bi-derivasi, khususnya dalam konteks ring polinomial,
serta diharapkan dapat memberikan kontribusi terhadap pengembangan teori ring

secara lebih umum.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. mengkonstruksi pemetaan bi-derivasi pada ring polinomial;
2. memberikan contoh-contoh pemetaan bi-derivasi pada ring polinomial;

3. mengidentifikasikan sifat khusus dan karakteriktik bi-derivasi pada ring

polinomial.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. memperdalam pemahaman tentang sifat dan karakteristik bi-derivasi pada ring

polinomial;



. membantu memahami konsep biderivasi yang dikonstruksikan pada ring

polinomial;

. menjadi bahan acuan atau dasar bagi penelitian lanjutan di bidang matematika

murni, khususnya dalam teori derivasi dan generalisasinya.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini, akan diuraikan konsep dasar yang menjadi landasan teori untuk

mendukung pembahasan pada bagian selanjutnya.

2.1 Grup

Salah satu langkah penting dalam memahami konsep-konsep yang lebih kompleks
dalam teori aljabar adalah menguasai struktur dasar dalam aljabar abstrak, yaitu
grup. Sebagai dasar sebelum membahas pengertian grup, terlebih dahulu akan
diberikan definisi mengenai operasi biner, karena konsep ini menjadi fondasi dalam

pembentukan struktur grup.

Definisi 2.1.1 Operasi biner * pada himpunan S merupakan fungsi dari S x S ke
S. Untuk setiap (a,b) € S x S, %(a, b) di S dinotasikan dengan a * b (Fitriani dan
Faisol, |[2022)).

Sebagai ilustrasi, jika dipilih S = Z, dan * adalah operasi penjumlahan bilangan
bulat, maka + merupakan operasi biner pada Z karena +(a, b) yang dinotasikan
dengan a + b merupakan bilangan bulat. Berikut diberikan contoh operasi biner pada

suatu himpunan tertentu.

Contoh 2.1.2 Operasi penjumlahan biasa pada himpunan bilangan real R merupakan

operasi biner.

Struktur aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan

satu operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu dinamakan grup.

Definisi 2.1.3 Suatu grup (G, ) terdiri dari himpunan G bersama operasi biner *

yang didefinisikan pada G dan memenuhi aksioma berikut:



1. operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c € G berlaku (a *

b)xc=ax(bxc);
2. terdapat elemen identitas e, yaitu untuk setiap a € G berlaku axe = e*xa = a;

3. untuk setiap a € G, terdapat elemen invers o’ € G sehingga berlaku a x o’ =

a xa=e.
(Fitriani dan Faisol, |[2022)).

Untuk lebih memahami definisi grup G, berikut diberikan contoh grup.

Contoh 2.1.4 Himpunan Z, Q dan R merupakan grup terhadap operasi penjumlahan.
Himpunan R* (Himpunan bilangan real yang tak nol), C* (Himpunan bilangan

kompleks yang tak nol merupakan grup terhadap operasi perkalian.

2.2 Grup Komutatif

Berikut diberikan definisi mengenai grup komutatif, yang merupakan salah satu
struktur dasar dalam teori grup dan berperan penting dalam pengembangan berbagai

konsep aljabar abstrak.

Definisi 2.2.1 Grup G dikatakan grup komutatif (grup Abel) jika operasi biner
bersifat komutatif, yaitu:

axb=>xa,

untuk setiap a, b € G (Fitriani dan Faisol, |[2022).

Berikut diberikan contoh grup Abel.

Contoh 2.2.2 Himpunan bilangan bulat Z dengan operasi penjumlahan merupakan
grup Abel, karena a + b = b + a, untuk setiap a, b € Z.

2.3 Ring

Suatu struktur aljabar yang merupakan himpunan tak kosong dan memiliki dua

operasi biner yaitu penjumlahan dan perkalian disebut dengan ring.

Definisi 2.3.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan
dua operasi yakni + (operasi penjumlahan) dan - (operasi perkalian), selanjutnya



dilambangkan dengan (R, +, -). Struktur (R, +, -) dinamakan ring, jika memenuhi
aksioma:

1. (R, +)merupakan grup Abelian yaitu memenuhi:

(a) untuk setiap a,b € R,a+0b € R;
(b) untuk setiap a,b,c € R, (a+0b) +c=a+ (b+¢);

(c) terdapat elemen identitas, yakni terdapat e € R,untuk setiap a €
R, berlakua +e=e+a=a;

(d) setiap elemen punya invers, yakni untuk setiap a € R, terdapat — a €
Rberlaku, a + (—a) = (—a) + a =¢;

(e) untuk setiap a,b € R,a+b="b+ a.
2. (R, -) merupakan semigrup yaitu memenuhi:

(a) untuk setiap a,b € R,a-b € R;

(b) untuk setiap a,b,c € R,(a-b)-c=a-(b-c).

3. Berlaku sifat distributif kiri dan kanan, yakni untuk setiap a, b, c € R, berlaku:
@ a-(b+c)=(a-b)+ (a-c);
(b) (a+0)-c)=(a-c)+(b-0).

(Rasiman dkk., |2018)).

Suatu ring dikatakan sebagai ring komutatif jika operasi perkalian pada ring bersifat

komutatif, artinya untuk setiap x,y € R, xy = yx (Muniri, |[2016).

Untuk memberikan gambaran mengenai definisi ring, berikut akan diberikan contoh
ring.

Contoh 2.3.2 Himpunan bilangan bulat, yang dinotasikan denngan 7Z adalah ring

atas operasi penjumlahan dan perkalian pada bilangan bulat.

Untuk memperjelas pemahaman, berikut diberikan contoh lain dari ring.

Contoh 2.3.3 Diberikan F' himpunan semua fungsi f : R — R. Untuk setiap f, g €
F dan = € R didefinisikan (f + g)(z) = f(z) + g(x) dan (fg)(z) = f(x)g(z).
Akan ditunjukkan (F, +, -) merupakan ring.



1. (F,+) merupakan grup Abel.

2. Untuk setiap f, g, h € F' dan x € R berlaku

((f9)h)(z) = (fg)h(z) = f(x)g(x)h(z) = f(z)(gh)(z) = (f(gh)) ().
Jadi, (fg)h = f(gh) untuk setiap f,g,h € F.

3. Untuk setiap f, g, h € F dan x € R berlaku

dan

Jadi, hukum distributif kiri dan hukum distributif kanan berlaku pada F'.

Akibatnya (F, +, -) merupakan ring.

Berikut diberikan contoh lain dari ring.

0 b
Contoh 2.3.4 Diberikan himpunan M = { [0 d] b,d e Z}. Akan ditunjukkan

(M, +, -) merupakan ring.

0 b 0 b 0 b
Diberikan sebarang X = ! ,B = ° ,C'= °l e M.
0 dy 0 do 0 ds



1. Akan ditunjukkan (M, +) merupakan grup Abel.

(a) Diberikan sebarang X,Y € M, berlaku:

0 b 0 by

X+Y = +
R

o b +0

o dy + dy

(b) Diberikan sebarang X, Y, Z € M, berlaku:

0 b 0 b3
+ +

0 b3
+

[0 dJ

by + ba + b3
dy + ds + ds

m—+ [0 by + by
dy 0 dy+ ds

b | [0 b 0 b
1 _|_ 2 _|_ 3
d 0 dy 0 ds

=X+ (Y +2).
0 .
0] € M sehingga,
0 0
0 0

0 b
X+Y)+Z=
(X +Y) [O i

by + by
dy + ds

o O O o O o o o

0
(c) Diberikan sebarang X € M terdapat N

X+0= +




(d) Diberikan sebarang X € M, terdapat —X & M sehingga berlaku:

0 b, 0 —by
X+ (=X) = T
o= [onlelo

foo
o o’

(e) Diberikan sebarang X,Y € M, berlaku:

0 b ] [o bl
X+Y = 1
0 d 0 dy
0 ] [0 b
_ 2 _'_ 1
0 d 0 d
—Y + X,

Jadi, (M, +) merupakan grup Abel.
2. Akan ditunjukkan (), -) merupakan semigrup.

(a) Diberikan sebarang X,Y € M, berlaku:

XY:b b | [0 by
0 dy| |0 dy
[0
0

b
12 € M.
dyds

(b) Diberikan sebarang X, Y, Z € M, berlaku:

avyz— ([0 B0 el o b
0 di| [0 do|) |0 ds
[0 bids] o by
|0 dida| |0 ds
0 bidsds
0 didads|”
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Di sisi lain,

X(¥Z) = 0 b | ([0 b [0 b
0 | \|0 dof |0 d
o b o buds
|0 di| [0 daods
0
0

bidads c M
dydads

3. Berlaku hukum distributif kiri dan hukum distributif kanan, untuk setiap
X,Y, Z € M berlaku:

0 b ] b b
x.vazy= |0 0|0 P 0 b
0 d 0 dy 0 ds
o bl o by +bs
|0 dy| |0 dy+ds
[0 budy + brdy
|0 dydy + dyds ]|

Di sisi lain,
XY 4 X7 — 0 b1 |0 b n 0 by| |0 bs
0 dl 0 dg 0 dl 0 d3
[0 bydy o bids
0 dids 0 did,

[0 bydy + byds
0 dydy + dyds

n 0 by 0 bs
0 dy 0 ds
by + by

0 b
dy +do| |0 ds

0
0
0 bids + bads
0 dids + dods

dan

0 b
X+Y)Z =
(X+Y) [Odl
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Di sisi lain,

xzeyz— |0 b [0 bs| [0 baf O by
0 di| [0 ds| |0 do] |0 ds
[0 b [0 bads
|0 dyds 0 dads
[0 bids + bods
0 dyds+ dods|

Jadi, (M, +, -) merupakan ring.

2.4 Hasil Jumlah Langsung (Direct Sum) pada Ring
Berikut deberikan definisi hasil jumlah langsung (direct sum) pada ring.

Definisi 2.4.1 Diberikan ring Ry, R,, .., R,. R adalah hasil kali kartesian pada
himpunan R;, dengan didefinisikan operasi pada R secara komponen demi
komponen, yaitu:

i (ry, 7o, mn) + (81,82, .0y Sp) = (r1 + 81,72 + So, ooy T + S );

il _(r17r27 "'7Tn) = (_rla -T2, ..., _Tn)y

i (rq, 72, .00, ) - (S1, 892, s 8n) = (71 - 81,72 % S2y o0y T * Sp),s

dengan (0, 0, ..., 0) sebagai elemen identitas. R disebut jumalahan langsung eksternal
dari Ry, Rs, .., R,, dan dinotasikan sebagai

Ri®Ry .. DR,
(Hartley dan Hawkes, |[1970).

Untuk memperoleh pemahaman yang lebih mendalam mengenai konsep hasil jumlah
langsung pada ring, pada bagian ini diberikan sebuah contoh yang menggambarkan

penerapannya.



Contoh 2.4.2 Diberikan sebarang ring Z, dan Z4, dengan Zy, = {0,1},Z, =
{0,1,2,3}. Jumlahan langsung dari Z, dan Z, adalah: Z, & Zs = {0,1} &
{0,1,2,3} = {(0,0), (0, 1), (0,2),(0,3), (1,0), (1, 1), (1,2), (1, 3)}.

2.5 Ring Polinomial

Ring polinomial merupakan himpunan yang terdiri atas semua polinomial dengan
koefisien berasal dari suatu ring R. Berikut definisi formal ring polinomial.

Definisi 2.5.1 Diberikan ring R. Himpunan R[z|, dinotasikan sebagai himpunan
barisan tak hingga (ao, a1, as, ...), dengan a; € R, untuk setiap ¢ = 1,2, 3, ... dan
terdapat n € Z*, sehingga untuk & > n berlaku a; = 0. Elemen-elemen R|x]
disebut polinomial atas ring.

Operasi penjumlahan dan perkalian pada R|x] didefinisikan sebagai berikut:

+: R[z] X R[z] = R[z]
(ag,al,ag, ) + (b07b1, bg) = (a() + b@,al + bl,ag + bg, )

: Rlz] x Rlz] — R[z]
(ag,al,ag, ) . (bo,bl,bz...) = (Co,Cl,CQ, ),
dengan ¢; = Egzoaibj_i untuk 7 =0,1,2, ...

R[z]| dengan operasi penjumlahan dan perkalian nerupakan ring yang disebut ring
polinomial (Dummit dan Foote, |2004).

Jika R adalah ring komutatif, maka R[x] juga komutatif, hal ini disebabkan
oleh operasi perkalian pada ring R[x] didasarkan pada komutativitas dari
koefisiem-koefisien dalam R. Berikut diberikan teorema yang mendukung

pembahasan mengenai ring polinomial.

Teorema 2.5.2 Jika R adalah suatu ring komutatif, maka R[z] dengan operasi
penjumlahan dan perkalian polinomial merupakan ring (Apriyant, |2024).

Bukti. Diberikan
f(x) =ag+a1r+ax® + - +az” + -,

g(x) = bo + by + boa® + -+ + by + - -,
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dan
h(z) = co+ 10 + o2’ 4+ -+ + ™ + - -
dengan a;,b;,c; € Rdani € ZT,

Akan dibuktikan R[z| merupakan ring.
1. Diberikan sebarang f(z), g(x) € R[z], berlaku:

f(x)+g(z)=(ag+arx+- -+ az"+--)+ (bg+ byz+ -+ bx"
+)
= (ap+bo) + (a1 + b))z + -+ (an + by + - -

(karena bersifat tertutup terhadap penjumlahan di 1)

dengan

n

d, = Z(CLZ + b1> c R,

1=0

sehingga

flz)+g(x)=do+ dyx+ -+ dpa™ +--- € Rlx].

2. Diberikan sebarang f(x), g(x), h(x) € R[x] berlaku:

[f(x) + g(x)] + h(x) = [(ao + bo) + (a1 + b))z + -+ + (an + by)ax™ + -]

+(co+ear+-+ca+--)

= [(ao + bo) + co] + [(a1 + 1) + 1]z + - + [(an+
b)) + )z + - -

= [ao + (bo + co)] + [a1 + (by + e))]z + -+ + [an+
(b + cp)]z™ + - -

=(ap+az+--az"+---)+[(bo+brz+ -+
bz + )+ (co+ex+ ez + -0 )]

= J(2) +lg(x) + h(z)]
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3. Diberikan sebarang f(z) = ag + ayx + asx®* + -+ + a,a™ + --- € R[z],
terdapat O(z) = 0 + 0z + 02% + - - - € R[] sehingga,

f(x) +0(z) = (ap + a1z + apx® + -+ + a,2" + -+ ) + (04 0z + 02° + - - )
= (ap+ 0) + (a1 + 0)z + (a2 + 0)z* + - - - + (a, + 0)z" + - - -
=ap+ 1T+ apx® + -+ apa" 4 - -

= f(z).

Dengan cara yang sama,

0(z) + f(2) = f(2).

Sehingga, R[r]| mempunyai elemen identitas terhadap penjumlahan, yakni
0(z).

4. Diberikan sebarang f(z) = ag + a1z + agz® + -+ + apa™ + -+ € R|x]
terdapat [— f(z)] = (—ao) + (—a1)z+ (—az)z*+- - -+ (—a,)z" +- - - € R[]
sehingga,

f@) +[=f@)] = (a0 + @z + asa® + -+ ana” + )
+[(—a0) + (—ar)z + - + (—an)2" + -]
= [ag + (—ap)] + [a1 + (—a1)]x + - - - + [an, + (—ay)]2z"”

J’_ P
=0+ 02+ 0z% + - -
= 0(z),
dan
[—f(@)] + f(2) = [(—ao) + (—ar)z + - + (—an)z” + -]
+ (ap + a1z + ax® + -+ apa" + )
= [(—ao) + ao] + [(—a1) + a1]z + - - + [(—an) + an]a”

+

+ 02 + 02% + - -+
().

o O



16

5. Diberikan sebarang f(z), g(x) € R[z] berlaku,

fl@)+g(x)=(ao+ax+- - +a 2" +--)+ (bo+brx+ -+ bya"
)
= (ap+bo) + (a1 + b))z + -+ (a, + by)a" + -
(karena bersifat komutatif terhadap penjumlahan di R)
= (bp+agp) + (by +ar)z+ -+ (b +ap)z" +---
= (bo +brx+ -+ bpa" + -+ )+ (ao + a1z + - - + apx"+
= gle) + f(2).

6. Diberikan sebarang f(x), g(z), h(z) € R[z] berlaku, f(z)-g(z)-h(z) € R[z].

7. Diberikan sebarang f(x), g(x), h(z) € R[z] berlaku,

(f(x)-g(z)] - h(z) =[(ao +amz+ - +az" +--) (b +brx+---

+bx™)] - (co+crx+ - e+ )

[(ag - bo) + (a1 - by)x + -+ (a, - by)x"™ +---)]

(co+crx+-+cpa" +--)

= [(ap - bo) - co + ((ay - by) - c1)x + -+ ((an - by)-
Cp)x" + -]

= [ag - (b - co) + (a1 - (by - c1))x + -+ (ay - (bp-
e -]

= (G + a1z 4+ ang™ ) - [(bo + brz 4 -
+b,2") - (co+crx+ -+ ez 4 )]

= f(x) - [9(x) - h(z)].

8. Diberikan sebarang f(z), g(x), h(x) € R[x] berlaku,
@ f(z)lg(x) + h(x)] = f(z)g(x) + f(z)h(z)
b) [f(x) + g(@)]h(x) = f(x)h(x) + g(z)h(z).

Karena R[zr] memenuhi semua aksioma sebuah ring seperti pada Definisi
maka terbukti R[z] merupakan ring. |
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Untuk memperoleh pemahaman yang lebih mendalam mengenai konsep ring

polinomial, pada bagian berikut diberikan sebuah contoh ring polinomial.

Contoh 2.5.3 Diberikan sebarang ring polinomial Z[z|, yang merupakan himpunan
semua polinomial dengan koefisien dari ring bilangan bulat Z dan variabel z. Akan
ditunjukkan bahwa (Z[x], +,-) merupakan ring polinomial. Diberikan sebarang

p(z),q(z),r(z) € Z[z] dengan
p(z) = aptaiz+--+a,a™, q(x) = botbirt- - +bpa™,  1(x) = coteizt - Acpa”,
dengan a;, b;, ¢, € Z.
1. Diberikan sebarang p(z), ¢(x) € Z[x] berlaku,
p(x) 4+ q(x) = (ag + bo) + (a1 + b1)z + - - - € Z[z],

karena a; + b; € Z untuk setiap 7, maka p(x) + ¢(x) € Z[x]. Dengan demikian,
Z[z| tertutup terhadap operasi penjumlahan.

2. Diberikan sebarang p(x), ¢(x),r(x) € Z[x], berlaku:

(p(x) + q(z)) + r(x) = ((ao + bo) + (a1 + b))z + -+ ) + (co+ 1z + - - )
=(ag+by+co)+ (a1 +b+c)x+---,

dan

p(x) + (q(z) + () = (a0 + (bo + o)) + (a1 + (by +c1))z + - -
= (ap +bo+co) + (a1 + by +cr)x +--- .

Jadi, (p(7) + q(x)) +r(z) = p(x) + (¢(x) + r(z)).

3. Diberikan sebarang p(x) € Z[z], berlaku

p(z) +0(z) = p(x),

dengan 0(x) adalah polinomial nol (semua koefisien nol).
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4. Diberikan sebarang p(x) = ag + ayx + - - - + a,2" € Z[x| dengan,
~ple) = (~a0) + () -+ (~an)a
Karena —a; € 7 untuk setiap 7, maka —p(x) € Z|x]. Selain itu,

p(z) + (=p(x)) = (a0 + (=ao)) + (a1 + (=a))z + - - + (an + (—an))z"

= 0(x).
Sehingga —p(x) adalah invers dari p(z).

5. Diberikan sebarang p(x), ¢(x) € Z[z], berlaku:

p(x) +g(x) = (ao + bo) + (a1 +by)a + - -
= (bo + ap) + (by +ay)x +---
= q(x) + p().

Dengan demikian, + bersifat komutatif.

Selanjutnya, didefinisikan operasi perkalian pada Z[z]. Untuk p(z) = > a2’
dan g(z) = > 7" bja/, didefinisikan

p(z) - q(z) = 1% ( Z azbj>x’“

1. Akan ditunjukkan Z[x] tertutup terhadap operasi perkalian.
Diberikan sebarang p(x), (=) € Z|x], maka koefisien p(x) - ¢(z) berbentuk
Dot j=x @ib;. Karena a;,b; € Z dan Z tertutup terhadap perkalian dan
penjumlahan, maka >, ., a;b; € Z.Jadi p(z) - q(x) € Zlz].

2. Akan ditunjukkan perkalian bersifat asosiatif di Z[z].
Diberikan sebarang p(z), q(z), r(x) € Z[z], berlaku:

Hal ini berlaku karena sifat asosiatif dari perkalian di Z diturunkan ke
polinomial. Jadi, perkalian di Z[x| bersifat asosiatif.
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3. Akan ditunjukkan perkalian bersifat komutatif di Z|x].
Diberikan sebarang p(z), ¢(z) € Z[z|, berlaku:

p(x)-qlx) =D aba'™
i=0 j=0

Dengan demikian, perkalian di Z[x] bersifat komutatif.

4. Akan ditunjukkan terdapat identitas perkalian di Z[z].
Diberikan sebarang p(z) € Z[x], berlaku:

dengan 1 adalah polinomial konstanta berkoefisien 1. Dengan demikian 1
adalah identitas perkalian di Z[z].

5. Diberikan sebarang p(x), q(x),r(z) € Z[z], berlaku
p(x) - (q(x) +r(z)) = p(x) - g(x) + p(z) - 7(2),

(p(z) + q(2)) - r(z) = p(x) - r(2) + q(x) - 7(2).

Kedua sifat ini berlaku karena distributif di Z berlaku dan diturunkan ke

polinomial.

Dengan demikian, (Z[x], 4, -) memenuhi semua aksioma ring komutatif dengan
identitas. Oleh karena itu, Z[x] merupakan ring polinomial.

2.6 Modul atas Ring

Suatu modul atas ring adalah generalisasi dari ruang vektor dengan lapangan
(field) pada ruang vektor diganti dengan ring yang memiliki identitas dan tak harus

komutatif. Berikut diberikan definisi formal modul atas ring.

Definisi 2.6.1 Diberikan sebarang ring R dengan elemen identitas.

1. Modul kiri atas R adalah suatu grup Abel M yang dilengkapi dengan pemetaan
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skalar
- Rx M — M,

dengan (7, m) yang dinotasikan dengan rm, sehingga untuk setiap r, s € R
dan m,n € M berlaku:
(@ (r+s)m=rm+ sm,
(b) (rs)m = r(sm),
(c) r(m+n)=rm+rn,
(d) Im =m.
2. Modul kanan atas R adalah suatu grup Abel M yang dilengkapi pemetaan

skalar
M x R— M,

dengan (7, m) yang dinotasikan dengan rm, sehingga untuk setiap r, s € R
dan m,n € M berlaku:

(@) m(r+s) = mr +ms,
(b) m(rs) = (mr)s,
(©) (m+n)r=mr+nr,
(d) ml=m.
(Adkins & Weintraub, |1992)).
Untuk memperjelas konsep modul atas ring, berikut diberikan contoh yang dapat

membantu memahami struktur tersebut secara lebih mendalam.

Contoh 2.6.2 Diberikan sebarang ring R. Grup Abel R merupakan modul kiri atas

R terhadap operasi pergandaan skalar:
a(ry,ra,..,rn) = (ary, ary, ..., ary),

untuk setiap a € R dan (11,73, ..,7,) € R™.
Untuk setiap a,b € R dan (ry, 73, ..,7,), (51, S2, .., $Sp) € R"™ berlaku:
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1.
a((rla Tro, ..,Tn) + (817 525 .4y Sn)) - a(Tl + S1,T2 + 82,00y T + Sn)
= (ary + asy,arg + asg, ..., ar, + asy)
= (ary,arg, ...,ary,) + (asy, ass, ..., asy)
=a(ry, 2, .., n) + a(sy, 2, .., Sp)-
2.
(ab) (11,72, .., ) = ((ab)ry, (ab)r, ..., (ab)ry,)
= (a(bry),a(bry), ..., a(bry))
= a(bry, bro, ..., bry)
=a(b(ry,ra, .., 7).
3.
(a+0b)(r1,79,..,7) = ((@+ b)ry, (a+ b)re, ..., (a+ b)ry)
= (ary + bry,ary + bry, ..., ar, + bry,)
= (ary,ary, ..., ary) + (bry, bra, ..., bry,)
=a(ry, 79, .., n) + b(r1,re, .. 1).
4.

L(ry,re, .y ry) = (1rg, 1rg, .y 11y)

= (Tl,rg, ..,Tn).

Jadi, R merupakan modul kiri atas R.

2.7 Derivasi pada Ring

Sebelum membahas jenis-jenis derivasi berikut ini akan dijelaskan terlebih dahulu
mengenai defiisi derivasi pada ring.

Definisi 2.7.1 Diberikan ring R. Suatu fungsi d : R — R disebut derivasi pada R
jika:

1. d(a+b) =d(a)+d(b);
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2. d(ab) = d(a)b+ ad(b),
untuk setiap a, b € R (Ernanto, | 2018)).

Untuk memperjelas pemahaman mengenai konsep derivasi dalam struktur aljabar,

pada bagian ini diberikan sebuah contoh derivasi pada ring.

Contoh 2.7.2 Diberikan sebarang ring M5(Z). Dengan didefinisikan pemetaan

b 0 —b b
d : My(Z) — My(Z) dan d ¢ = , untuk setiap ¢
c d c 0 c d

€ My(Z)

Akan diselidiki d merupakan derivasi pada M(Z).

1

Diberikan sebarang A = ¢ € My(Z) dan B =

az 01

Akan ditunjukkan d(A + B) = d(A) + d(B).
d(A+ B) =d ap b +CL2 by
C1 dg Co dg

d<_CL1+CL2 b1+b2 )

&1 +co dy +do

b
2 j] e My(Z).

Co Q2

B 0 —(by + bo)
1+ ¢ 0

_ 0 —b1] . [o —62]
cg O c, 0

=d(A) +d(B)

Terbukti bahwa d bersifat aditif.
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Akan ditunjukkan bahwa d(AB) = d(A)B + Ad(B).

Di sisi lain.

d(A)B + Ad(B) = d ([0” b )

_Cll b1
C1 dg

—d _CL1(L2 + b162 albg + bldg
_Cla2 + d102 Clbz + d1d2

)

Qo bg
Co dQ

)

. 0 —(a162 + bldQ)
ci1a9 + d102 0
o [ 0 —a1b2 — bldg
N cia9 + d102 0 .
as by " a; b d as by
C1 dl Co dg C1 dl Co d2

_O —61] _CLQ

C1 0

C2

—bicy

0
c1az + dico
[0

C1a9 + d102

—bldg 1 b102
| cias eibo dycy

1)2 1 aq bl 0 —bz

dy ci di| |ca O

—ayby

—Clbg

—bldg—ale-
0

—aiby — b1d2—
0 .

Terbukti d(AB) = d(A)B + Ad(B), sehingga d memenuhi aturan Leibniz.

Karena d bersifat aditif dan memenuhi aturan Leibniz, maka terbukti d adalah

derivasi pada ring My (Z).

2.8 Bi-Derivasi Pada Ring

Bi-derivasi merupakan suatu derivasi yang bersifat bi-aditif dan memenuhi aksioma

tertentu. Berikut definisi dari pemetaan bi-aditif.

Definisi 2.8.1 Fungsi A : R x R — R disebut bi-aditif jika bersifat aditif dalam

setiap pernyataan, yaitu:
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I. Mu+w,v) = D(u,v) + D(w,v);

2. Mu,v+w) = D(u,v) + D(u,w), untuk setiap u, v, w € R.

(Al dkk., |2024).

Berikut akan dibahas contoh pemetaan pada suatu ring yang bersifat bi-aditif.

Contoh 2.8.2 Diberikan sebarang ring R. Pemetaan aditif A\ : R x R — R
didefinisikan sebagai: \(u,v) = uv + vu Akan ditunjukkan A merupakan derivasi
yang bersifat bi-aditif.

1. Diberikan sebarang u, v, w € R, diperoleh:

AMu+w,v) = (u+w)v +v(u+ w)
= uv + wv + vu + vw

= uv + vu + wv + vw.

2. Diberikan sebarang u, v, w € R, diperoleh:

Au, v +w) =ulv+w)+ (v+w)u
= uv + uw + vu + wu

= uv + vu + uw + wu.

Dari 1 dan 2 terbukti A\ bersifat bi-aditif.

Setelah sifat bi-aditif diperkenalkan dan dipahami, pembahasan dapat dilanjutkan
pada konsep yang lebih spesifik, yaitu bi-derivasi. Definisi bi-derivasi ini menjadi
langkah penting karena memberikan dasar formal untuk memahami bagaimana
sifat bi-aditif dapat diperluas dan diaplikasikan dalam struktur aljabar yang lebih
kompleks, sehingga konsep tersebut tidak hanya bersifat teoretis, tetapi juga dapat
digunakan sebagai fondasi bagi kajian lebih lanjut dalam teori aljabar.
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Definisi 2.8.3 Diberikan sebarang ring . Suatu pemetaan bi-aditif A\ : R x R — R
disebut bi-derivasi pada R jika A memenubhi:

L Ay, 2) = M, 2)y + 2A(y, 2),

2. Aw,y2) = M, 9)z + yA(x, 2).
(Salhi, [[2018]).

Untuk memperdalam pemahaman konseptual mengenai bi-derivasi, pada bagian

berikut diberikan suatu contoh bi-derivasi.

11 0
Contoh 2.8.4 Diberikan sebarang ring M = { K 0] [, T € Z}. Didefinisikan
T

At M x M — M dengan A pr 0 , p 0 = 0 0.
Bl 0 T2 0 T2 0

Akan ditunjukkan A merupakan bi-derivasi pada ring M.

pr 0 p2 0
T 0

T2 0

Diberikan sebarang A = , B =

0
O] € Mdanr € Z.

1. Akan ditunjukkan A(A 4+ B,C) = A(A4,C) + (B, C).

>\(A+B,C):)\( p 0

[ [t 0 fms O
7'1+7'2 0 ’ T3 0
[ o 0
| Tips + Toptz O

[0 0 0 0
| T1H3 0 Topiz 0

= A(A,C) + (B, ).




2. Akan ditunjukkan A\(A, B+ C) = A\(A, B) + A(A, C).

/\(A,B+O)=)\<

M1

p2 0

0

M3
T3

+
T

M1 po+ 3 0
T1 ’ T2+T3 0

0 0

| T1H2 + Tips 0]
0
y

T2

A

o
0
o
0

[0 0
| T1H2 0 T1 43

A(A, B) + A(A,C).

3. Akan ditunjukkan A\(AB, C) = A\(A,C)B + AX(B, C).

Di sisi lain,

ANAB,C) = A (

MA,C)B + AX(B, C)

M1
1

o

0
0

Y

0
T2 /43

0
3 po 0 . 1 0 NI 0
T3 0 T2 0 T 0 T2 0
0, [m O [0 0
0 1 0 To 3 0
00
0 0
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4. Akan ditunjukkan \(A, BC) = A\(A, B)C' 4+ BA(A, C).

Di sisi lain,

MAB@zA(

A

|

A(A, B)C + BA(A, C)

M1
1

A

0
0

Y

M2

T2

)

(

T2 63

|

0

M3
T3

M1
T1

M1
1

] |

0
0

2
T2

M3
T3

)

papis 0
ToT3 0
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BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester genap tahun ajaran 2024/2025 di Jurusan
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung yang beralamatkan
di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa,
Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dan analisis teoritis, dengan
mengumpulkan referensi seperti jurnal, artikel ilmiah, buku, dan sumber lainnya
yang terkait dengan penelitian ini. Secara umum langkah-langkah penelitian ini
sebagai berikut.

1. Mempelajari materi grup, ring, ring polinomial, derivasi, dan bi-derivasi pada
ring polinomial.

2. Mengkontruksi bi-derivasi pada ring polinomial.
3. Memberikan contoh bi-derivasi pada ring polinomial.
4. Menyelidiki sifat-sifat bi-derivasi pada ring polinomial.

5. Memberikan contoh ilustrasi dari sifat dan teorema yang diperoleh.



Mengkaji teori aljabar abstrak yaitu grup (Fitriani dan
Faisol, |2022), ring (Apriyani, |2024), ring polinomial
(Manarung dkk., ||2023)), derivasi (Ernanto, |2018)) .
Mempelajari bi-derivasi pada ring polinomial (Ali dkk., |2024).

Tahap 1 Mengkonstruksi bi-derivasi pada ring polinomial

|

Tahap 2 Memberikan contoh bi-derivasi pada ring polinomial

|

Tahap 3 Menyelidiki sifat-sifat bi-derivasi pada ring polinomial

|

Tahap 4 Memberikan contoh ilustrasi dari sifat dan teorema yang diperoleh

Gambar 3.1 Diagram tahapan penelitian
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa bi-derivasi
merupakan suatu pemetaan A : R X R — R yang bersifat bi-aditif dan memenuhi
Mzy, z) = Mz, 2)y + 2y, z) dan A\(z,y2) = A(z,y)z + yA(z, 2), untuk setiap
x,y, z € R. Pada ring polinomial R[z|, bi-derivasi dikonstruksi dengan memperluas
sifat bi-aditif dari ring dasar R terhadap koefisien-koefisien polinomial. Hal ini
menunjukkan bahwa apabila suatu ring R memiliki bi-derivasi, maka ring polinomial
R|x] juga memiliki bi-derivasi dengan sifat yang sama, sehingga struktur polinomial

tetap mempertahankan karakter dasar dari bi-derivasi.

Penelitian ini menunjukkan bahwa himpunan dari suatu bi-derivasi dan himpunan
konstanta suatu bi-derivasi membentuk Z-modul. Pada konteks ring polinomial,
ditunjukkan bahwa bentuk dan struktur ring memengaruhi cara bi-derivasi
bekerja terhadap elemen-elemennya, khususnya dalam kaitannya dengan operasi
penjumlahan dan perkalian. Dengan demikian, sifat-sifat bi-derivasi yang telah
diperoleh tidak hanya bersifat teoritis, tetapi juga memberikan pemahaman yang

lebih jelas mengenai perilaku dan peran bi-derivasi dalam struktur ring polinomial

5.2 Saran

Penelitian mengenai bi-derivasi pada ring polinomial diharapkan dapat
dikembangkan lebih lanjut pada struktur aljabar lain seperti ring matriks, ring faktor,
atau modul atas ring, serta dikaji secara lebih aplikatif dengan mengaitkannya pada
bidang-bidang lain seperti aljabar Lie dan sistem dinamik aljabar. Kajian lanjutan
juga dapat memanfaatkan pendekatan komputasional untuk menguji sifat-sifat
bi-derivasi pada polinomial berdimensi tinggi, sehingga hasilnya dapat memperkuat

teori dan memperluas penerapan konsep bi-derivasi dalam matematika modern.
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