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ABSTRACT

JORDAN TRIPLE DERIVATION ON POLYNOMIAL RING
By

Rachma Allya Shieffa

Given a ring R. An additive mapping d : R — R is called a Jordan triple derivation
if d(aba) = d(a)ba + ad(b)a + abd(a) for every a,b € R. This study begins
by constructing a Jordan triple derivation on a ring, followed by investigating
the properties of a Jordan triple derivation on a ring. Next, the study focuses on
constructing a Jordan triple derivation on a polynomial ring, building upon the
previous discussion. Several examples accompany this discussion on rings and
polynomial rings.

Keywords: derivations, ring, polynomial ring, Jordan triple derivation.



ABSTRAK

DERIVASI TRIPLE JORDAN PADA RING POLINOMIAL

Oleh

Rachma Allya Shieffa

Diberikan ring R. Pemetaan aditif d : R — R disebut derivasi triple Jordan jika
d(aba) = d(a)ba + ad(b)a + abd(a) untuk setiap a,b € R. Penelitian ini dimulai
dengan mengkonstruksi derivasi friple Jordan pada ring, diikuti dengan menyelidiki
sifat-sifat derivasi triple Jordan pada ring. Selanjutnya, kajian difokuskan pada
konstruksi derivasi triple Jordan pada ring polinomial sebagai perluasan dari
pembahasan sebelumnya. Pembahasan ini disertai dengan beberapa contoh pada
ring dan ring polinomial.

Kata-kata kunci: derivasi, ring, ring polinomial, derivasi triple Jordan.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Kajian aljabar menempatkan ring sebagai salah satu struktur yang fundamental
dan memiliki banyak aplikasi dalam berbagai bidang, termasuk teori bilangan,
geometri aljabar, dan analisis. Derivasi, sebagai salah satu operasi penting dalam
matematika, berfungsi untuk mempelajari perubahan dan sifat-sifat fungsi. Salah
satu jenis derivasi yang menarik untuk diteliti adalah derivasi Jordan, yang memiliki

karakteristik unik dalam ring.

Derivasi triple Jordan, yang merupakan pengembangan dari konsep derivasi Jordan,
menawarkan pendekatan yang lebih mendalam untuk menganalisis sifat-sifat aljabar
dari ring dan ring polinomial. Meskipun telah banyak penelitian yang membahas
derivasi Jordan, studi yang berfokus pada derivasi triple Jordan masih relatif terbatas.
Kondisi ini membuka peluang untuk mengeksplorasi sifat-sifat baru serta potensi

penerapan konsep tersebut dalam analisis struktur ring dan ring polinomial.

Penelitian terdahulu yang telah dilakukan, salah satunya yang dilakukan oleh Bresar
(1989) yang membahas pemetaan Jordan pada ring semiprima. Selanjutnya, [Hongan
dkk. (2011) mengembangkan kajian tersebut dengan meneliti ideal Lie serta derivasi
triple Jordan pada ring. Seiring dengan perkembangan penelitian. Seiring dengan
perkembangan penelitian, Helmi1 dkk. (2013)) mengkaji derivasi pada ring polinomial
yang merupakan generalisasi dari ring prima Asano. Pada tahun yang sama, Rehman
(2013)) membahas derivasi («, 3)*-triple Jordan pada ring semiprima yang dilengkapi
dengan involusi. Kajian mengenai derivasi Jordan pada ring semiprima kemudian
diperluas oleh Atteya (2015) melalui catatan dan hasil tambahan yang memperkaya
teori yang telah ada. Selanjutnya, |Zhao dan Q1 (2017) meneliti karakteristik derivasi
Jordan berdasarkan aksi lokal pada ring dengan involusi.



Pada tahun 2018, Khalaf dkk. (2018 mengkaji ring dengan struktur Lie sederhana
yang berkaitan dengan derivasi Lie dan Jordan. sementara, L1 dan Wei (2018)
meneliti derivasi Jordan pada generalized one point extensions, yang memperluas
kajian derivasi pada struktur ring yang lebih umum. Pada periode yang sama, |[Ferreira
dkk.|(2018)) mengkaji derivasi triple Jordan pada ring alternatif. Penelitian berikutnya
dilakukan oleh Sayin dan Kuzucuoglu/ (2019) yang membahas derivasi Jordan pada
subring khusus dari ring matriks. Selanjutnya, Darvish dkk. (2020) membahas

derivasi triple *-Jordan nonlinier pada *-aljabar prima.

Perkembangan kajian ini berlanjut dengan penelitian Ma dkk.| (2022) meneliti
derivasi semi-friple Jordan serta Jordan centralizers pada aljabar Generalized
Quaternion. Pada tahun yang sama, |Bagheri dan Emami (2022)) mengkaji aplikasi
ring polinomial dalam pengkodean satelit dan kriptografi. Perkembangan kajian
ini kemudian diperluas oleh Mehdipour dkk. (2023) yang meneliti derivasi Jordan
pada beberapa aljabar Banach. Sedangkan, Bhushan dkk. (2023) membahas derivasi
centrally extended Jordan serta pemetaan terkait pada ring. Penelitian selanjutnya
dilakukan oleh|Rahnaward dkk.|(2024) membahas derivasi triple A\-Jordan non-linear
pada aljabar prima. Pada tahun yang sama, |Al1 dkk.| (2024) mengkaji berbagai
jenis derivasi pada ring. Sementara, Thomas dkk. (2024) membahas derivasi pada

beberapa kelas ring tertentu.

Pada penelitian selanjutnya, Mishra dkk. (2025) mengkaji kelas-kelas derivasi
sederhana pada ring polinomial. Sejalan dengan itu, Fitriani dkk.| (2025b) meneliti
commuting dan centralizing maps pada modul, sedangkan [Fitrian1 dkk. (2025a)
membahas konsep f-derivasi pada modul polinomial. Selain itu, [Sitompul dkk.
(2025)) meneliti derivasi Jordan pada ring polinomial. Secara keseluruhan, hasil-hasil
penelitian tersebut menunjukkan bahwa derivasi triple Jordan memiliki peranan
penting dan dapat dimanfaatkan untuk menyelesaikan berbagai permasalahan dalam

aljabar.

Keunggulan penelitian ini terletak pada kemampuannya memberikan wawasan baru
mengenai sifat-sifat aljabar dari derivasi triple Jordan dan hubungannya dengan
ring polinomial, yang hingga saat ini masih jarang dibahas secara khusus dalam
literatur. Dengan memahami konsep derivasi triple Jordan secara lebih mendalam,
penelitian ini mampu mengungkap sifat-sifat penting dalam ring dan struktur ring
polinomial yang belum teridentifikasi melalui analisis aljabar. Pemilihan topik ini
didasarkan pada kebutuhan untuk mengisi kekosongan kajian dalam bidang tersebut,

sekaligus membuka potensi baru dalam pengembangan teori aljabar. Oleh karena itu,



penelitian ini tidak hanya signifikan dari segi teoretis, tetapi juga memiliki potensi

kontribusi nyata bagi pengembangan ilmu di berbagai bidang terkait.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. mengkonstruksi sifat-sifat dari derivasi triple Jordan pada ring;
2. memberikan contoh-contoh derivasi triple Jordan pada ring;
3. mengkonstruksi struktur derivasi friple Jordan pada ring polinomial;

4. memberikan contoh-contoh derivasi triple Jordan pada ring polinomial.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. memperdalam pemahaman terhadap sifat-sifat derivasi friple Jordan pada ring;

2. menambah pemahaman konsep derivasi triple Jordan dan aplikasinya pada

ring polinomial;

3. memperluas topik penelitian derivasi triple Jordan pada penerapan konsep
aljabar lainnya.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini, akan diuraikan konsep dasar yang menjadi landasan teori untuk

mendukung pembahasan pada bagian selanjutnya.

2.1 Grup

Salah satu langkah penting untuk mendalami konsep-konsep yang lebih kompleks
dalam teori aljabar adalah memahami struktur dasar dalam aljabar abstrak, yaitu
grup. Sebelum membahas pengertian grup, berikut diberikan definisi operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi biner * pada himpunan S merupakan fungsi dari S x S ke
S. Untuk setiap (a,b) € S x S, %(a, b) di S dinotasikan dengan a * b (Fitriani dan
Faisol| [2022).

Contoh 2.1.2 Diberikan himpunan bilangan bulat Z dengan operasi * yang
didefinisikan oleh a * b = a + 2b, untuk setiap a,b € Z karena a * b # b * a.
Untuk a * b = a + 2b sedangkan b x a = b 4 2a (Suryanti, 2017).

Langkah selanjutnya untuk mendalami konsep-konsep grup dalam teori aljabar,
berikut diberikan definisi grup.

Definisi 2.1.3 Suatu grup (G, *) terdiri dari himpunan G bersama operasi biner *
yang didefinisikan pada G dan memenuhi aksioma berikut:

1. operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ € G berlaku (a *
b)xc=ax (bxc);

2. terdapat elemen identitas e, yaitu untuk setiap a € G berlaku axe = exa = a;

3. untuk setiap a € G, terdapat elemen invers a’ € G sehingga berlaku a * o’ =

adxa=e



(Fitrian1 dan Faisol, 2022).

0
Contoh 2.1.4 Diberikan M = g . ,a,b € Z ;. Didefinisikan grup M dengan

-+ merupakan operasi penjumlahan matriks. (Suryanti, 2017).

Struktur aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan

satu operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu dinamakan grup.

Definisi 2.1.5 Jika suatu grup (G, *) memenuhi sifat komutatif, maka (G, *) disebut
grup komutatif atau grup Abelian (Suryanti, 2017)).

Contoh 2.1.6 Himpunan M,,,.,,(R) menyatakan himpunan semua matriks berukuran
m X n yang entri-entrinya bilangan real merupakan grup komutatif terhadap operasi
penjumlahan matriks. hal ini dikarenakan untuk setiap A, B € M,,«,(R), berlaku
A+ B = B + A (Fitriani dan Faisol, [2022).

2.2 Ring

Setelah pembahasan mengenai struktur dasar dalam aljabar abstrak, yaitu grup,
kajian dilanjutkan pada struktur aljabar lain yang lebih umum, yaitu ring, yang

didefinisikan sebagai suatu himpunan dengan dua operasi biner.

Definisi 2.2.1 Suatu himpunan tak kosong R bersama dengan operasi penjumlahan
(+) dan perkalian (-) dilambangkan dengan (R, +, -) disebut ring jika memenuhi
sifat-sifat berikut:

1. (R, +) merupakan grup Abelian, yaitu memenuhi sifat:
(a) tertutup pada operasi penjumlahan yaitu untuk setiap a,b € R berlaku
a+beR;

(b) Sifat asosiatif pada operasi penjumlahan, yaitu untuk setiap a,b,c € R
berlaku (a +b) +c=a+ (b+c);

(c) memiliki elemen identitas (e), yaitu terdapat e € R, untuk setiap a € R
berlakua +e=¢e¢+a = a;

(d) setiap elemen memiliki invers, yaitu untuk setiap a € R,terdapat (—a) €
R sehingga berlaku a + (—a) = edan (—a) + a = e€;

(e) Sifat komutatif pada operasi penjumlahan, yaitu untuk setiap a,b € R
berlakua +b =0+ a.



2. (R, -) merupakan semigrup, yaitu memenuhi sifat-sifat berikut.

(a) tertutup pada operasi perkalian, yaitu untuk setiap a,b € R berlaku
a-beR;

(b) bersifat asosiatif pada operasi perkalian, yaitu untuk setiap a,b,c € R
berlaku (a-b)-c=a- (b-c).

3. Bersifat distributif kiri dan distributif kanan pada operasi penjumlahan di R,

yaitu:

(a) untuk setiap a,b,c € Rberlakua- (b+c)=a-b+a-c;
(b) untuk setiap a,b,c € Rberlaku (a +b)-c=a-c+b-c.

(Apriyani, 2024).

b
Contoh 2.2.2 Diberikan ring Msyo(Z) = {[a y ,a,b,c,dEZ}. Pada

c
himpunan Msy5(Z) didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian matriks.

Dengan operasi tersebut, Ms,2(Z) membentuk suatu ring, dengan penjumlahan
bersifat komutatif, perkalian bersifat asosiatif, terdapat matriks nol sebagai elemen
identitas pada penjumlahan dan matriks identitas sebagai elemen identitas pada
perkalian, serta berlaku sifat distributif kiri dan distributif kanan.

Definisi 2.2.3 Ring R disebut ring komutatif jika operasi perkalian pada R bersifat
komutatif (Rasiman dkk., 2018]).

Contoh 2.2.4 Diberikan suatu ring (27, +, -). Ring 27Z adalah ring komutatif karena
operasi perkalian pada 27 bersifat komutatif tetapi ring 27 bukan ring dengan
elemen satuan (Apriyani, 2024).

2.3 Jumlah Langsung (Direct Sum) pada Ring

Setelah membahas berbagai struktur dan sifat pemetaan pada ring, pada subbab ini
perhatian diarahkan pada konsep jumlah langsung (direct sum) pada ring. Konstruksi
jumlah langsung memungkinkan pembentukan ring baru dari beberapa ring yang
lebih sederhana, dengan cara menggabungkan struktur aljabarnya secara terkontrol.
Konsep ini penting karena memberikan cara untuk memahami ring yang kompleks
melalui komponen-komponen penyusunnya, serta sering digunakan dalam kajian

struktur ring dan modul. Oleh karena itu, subbab ini akan membahas definisi jumlah



langsung pada ring beserta sifat-sifat dasarnya sebagai landasan untuk pembahasan

selanjutnya.

Definisi 2.3.1 Diberikan ring R;, dengan ¢ = 1, ..., n himpunan R adalah hasil kali
kartesian pada himpunan R;, dan didefinisikan operasi pada R, yaitu:

Lo (r1, e, ) + (81, 00y Sn) = (11 4 S15 000y i + Sn)s
2. — (11, ) = (=71, ooy —T0);
3. (11, ooy 7)) (815 ooy Sn) = (T181, ooy TnSn)-

Elemen (0,0, ...,0) merupakan elemen identitas. R disebut jumlahan langsung
eksternal dari Ry, ..., R, dan dinotasikan sebagai 71 & Ro @ ... & R,, (Side dkk.,
2021)).

2.4 Ring Semiprima Bebas 2-Torsi

Pada bagian selanjutnya perhatian diarahkan pada ring yang memiliki struktur lebih
khusus, yaitu ring semiprima bebas 2-torsi. Ring ini memiliki peranan penting dalam
kajian derivasi dan derivasi triple Jordan, karena kondisi semiprima serta bebas
2-torsi memungkinkan diperolehnya sifat-sifat yang lebih kuat dan hasil-hasil yang
lebih umum. Oleh karena itu, akan dibahas definisi ring semiprima bebas 2-torsi
beserta karakteristik dasarnya sebagai landasan untuk pembahasan selanjutnya.

Definisi 2.4.1 Suatu ring R dikatakan semiprima apabila tidak terdapat elemen tak
nol a € R sedemikian sehingga aRa = 0 (Sogiitcti2023)).

Contoh 2.4.2 Diberikan suatu ring Z. Ring Z merupakan ring semiprima, karena
tidak terdapat elemen tak nol a € Z sedemikian sehingga ara = 0, untuk setiap
r € 2.

Definisi 2.4.3 Suatu ring R dikatakan bebas 2-torsi apabila untuk setiap a € R, jika
2a = 0, maka ¢ = 0 (Bresar, [1988)).

Contoh 2.4.4 Diberikan suatu ring Z merupakan ring bebas 2-torsi, karena
memenuhi 2a = 0 dengan a = 0, untuk setiap a € Z.



2.5 Ring Polinomial

Setelah memahami konsep dasar ring, langkah berikutnya adalah memperluas
pembahasan ke salah satu struktur yang dibangun dari ring yaitu ring polinomial.

Berikut ini pembahasannya.

Teorema 2.5.1 Diberikan ring R dan R[x| merupakan himpunan semua elemen
dari R(ayg, ay, ...) sedemikian sehingga untuk semua a; = 0 kecuali indeks 7 yang

berhingga.

i. R[x] adalah suatu ring dengan operasi penjumlahan dan perkalian yang

didefinisikan sebagai berikut:
(Clo, ai, ) + (bo, b17 ) = (G,O + bg, ap + bl; )
dan

(CLQ, ai, )(bo, bl, ) = (CQ, C1, )
dengan Cp, = Z?:O an_ibi = anbg + an_ibl + ... + albn_i + aobn =
EkJrj:n ak’bj'

ii. Jika R merupakan komutatif, maka R|x] juga merupakan komutatif.

iii. Suatu pemetaan R — R[z| yang didefinisikan oleh r — (7,0,0,...)

merupakan ring monomorfisma.

(Hungerford|1974).

Contoh 2.5.2 Diberikan polinomial taknol ¢, s € R[z1, ..., z,| dengan
q(z) = co + v + cx® + ...+ cpa”

dan
s(z) = do + dyx + dox® + ... + dpa™

dengan ¢,, # 0 dan d,, # 0. Derajat dari ¢ dan s adalah n dan m. Diketahui bahwa
perkalian dari derajat tertinggi ¢(x) dan s(z) adalah ¢, d,,z" ™, yang tidak mungkin
sama dengan nol karena R adalah suatu daerah integral. Oleh karena itu, derajat dari
q(z)s(z) adalah n + m, dan g(z)s(z) # 0. Sehingga, karena g(x) # 0 dan s(z) # 0
menunjukkan bahwa ¢(x)s(z) # 0, dan diketahui bahwa R[z] juga merupakan suatu
daerah integral (Clader dan Ross, 2025)).



2.6 Modul

Dalam kajian aljabar konsep modul memberikan kerangka yang jelas untuk
mempelajari struktur aljabar dan dengan adanya modul, hubungan antar ring dan
stuktur tambahan lainnya dapat dianalisislebih mendalam. Untuk memahami hal

tersebut, berikut pembahasannya.

Definisi 2.6.1 Diberikan ring R (tidak harus komutatif dan tidak harus memiliki
elemen identitas 1). Suatu modul kiri atas R merupakan suatu himpunan ) yang

memenuhi sifat-sifat berikut:

1. suatu operasi biner + pada M sehingga M adalah suatu grup Abel;

2. suatu aksi R pada M yaitu suatu pemetaan R x M — M yang dilambangkan
dengan rm, untuk setiap » € R dan untuk setiap m € M yang memenuhi
sifat-sifat berikut:

a. (r+ s)m = rm+ sm, untuk setiap r, s € R, m € M;
b. (rs)m = r(sm), untuk setiap r, s € R, m € M;

c. r(m+mn) = rm + rn, untuk setiap r € R, m,n € M.

3. jikaring R memiliki element identitas 1, maka 1m = m untuk setiap m € M
(Dummit dan Footel [2004).

Contoh 2.6.2 Jika K adalah ring komutatif dengan elemen identitas dan elemen tak
nol, maka K -modul adalah ruang vektor atas K. Hal ini karena aksioma-aksioma
untuk modul sama dengan aksioma untuk ruang vektor. Dengan demikian, aljabar

linear klasik merupakan bagian dari teori modrul (Assem dan Coelho, [2024).

Definisi 2.6.3 Diberikan ring R (tidak harus komutatif dan tidak harus memiliki
elemen identitas 1). Suatu modul kanan atas R merupakan suatu himpunan M yang
memenubhi sifat-sifat berikut:

1. suatu operasi biner + pada M sehingga M adalah suatu grup Abel;

2. suatu aksi [? pada M yaitu suatu pemetaan M x R — M yang dilambangkan
dengan mr, untuk setiap » € R dan untuk setiap m € M yang memenuhi
sifat-sifat berikut:

a. m(r + s) = mr + ms, untuk setiap r, s € R, m € M;
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b. m(rs) = (mr)s, untuk setiap r, s € R, m € M,

c. (m+n)r =mr+ nr, untuk setiapr € R, m,n € M.

3. jikaring R memiliki element identitas 1, maka m1 = m untuk setiap m € M
(Adkins dan Weintraub), [1992)).

Contoh 2.6.4 Suatu grup Abel yang sama mungkin memiliki suatu struktur R-modul
untuk beberapa ring R yang berbeda dan masing-masing struktur modul ini mungkin
membawa informasi yang berguna. Khususnya, jika M adalah suatu R-modul dan S
adalah subring dari IR dengan 13 = 1z, maka M secara otomatis juga merupakan
S-modul. Sebagai contoh, ring divisi yang komutatif R merupakan suatu R-modul,
Q-modul, dan Z-modul (Dummit dan Foote, 2004).

2.7 Derivasi Pada Ring

Sebelum membahas jenis-jenis derivasi, berikut ini dijelaskan terlebih dahulu

mengenai definisi derivasi.

Definisi 2.7.1 Diberikan ring R. Suatu fungsi d : R — R disebut derivasi pada R
jika:

1. d(a+b) =d(a)+d(b);
2. d(ab) = d(a)b+ ad(b)
untuk setiap a, b € R (Ernanto, 2018).

Untuk lebih memahami pengertian pengertian derivasi, berikut akan diberikan contoh

derivasi pada ring.

Contoh 2.7.2 Diberikan ring Z. Didefinisikan d : Z — Z, dengan d(a) = 0, untuk
setiap a € Z. Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivasi pada ring Z. Perhatikan
bahwa untuk setiap a, b € Z, dapat diperhatikan bahwa

dla+b)=0=0+0=d(a)+d(b),
dan

d(ab) =0=0+0=0-b+a-0=d(a)b+ ad(b).
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Karena d memenuhi Definisi Jadi, terbukti bahwa d merupakan derivasi pada
ring Z

b

Contoh 2.7.3 Diberikan sebarang Msy.o(Z) = {[a p
c

] la,b,c,d € Z} dan

b 0 —b
pemetaan § : Moyo(Z) — Moyo(Z) dengan o ([a d]) = [ ] untuk setiap
c c

0
x

b b
“ € Msyo(Z). Perhatikan bahwa untuk setiap “ , y € Msyyo(Z)
c d c d zZ w
berlaku:
5 a b L Ty _5 a b ) Ty |
c d z w c d z w
dan

o (A o R ) R A ()

Berdasarkan hal tersebut, pemetaan ¢ merupakan derivasi pada Ms2(7Z) (Ernanto,
2018]).

2.8 Derivasi inner Pada Ring

Sebagai bentuk khusus dari derivasi pada ring, diperkenalkan konsep derivasi inner

yang memiliki peranan penting dalam kajian struktur aljabar.

Definisi 2.8.1 Diberikan suatu ring R. Didefinisikan pemetaan d : R — R disebut
derivasi inner apabila terdapat x € R yang memenuhi d(a) = [a,x] = za — ax,
untuk setiap a € R (Waluyo dkk., 2025).

b
Contoh 2.8.2 Diberikan ring My 5(Z) = { [a .
C

pemetaan d : Moyo(Z) — Mayo(Z) disebut derivasi inner apabila terdapat X =

-1 0
0 1] € Msyo(Z) yang memenuhi d(A) = [A, X] = XA — AX, untuk setiap

b
5] 2] c
Co dQ

] la,b,c,d € Z}. Didefinisikan

b b
A= [a d] € Msy2(Z). Diberikan sebarang A = @ o
C

C1 d1
Ms,5(Z) Akan ditunjukkan bahwa d bersifat aditif.



a1
&1

b
dy

AR

)
)

—2by
0

[

—aq —bl —aq b1
C1 dl —C1 d1
_ —b _
Co dQ —Cy
0 —2b1 0
+
2¢y 2¢o
—2b1 — 2by
201202
—d a1 + as bl + bg
_Cl + ¢ d1 + dg
d _al —|— a9 b1 —|— bg_
1+ ¢ d1 + dg_
d aq b1 + a9 b2 .
_Cl d1 Co dg

)
)

10

)
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Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa d memenuhi aturan Leibniz.

d(A)B + Ad(B) = [A, X]B + A[B, X]
(XA — AX)B+ A(XB — BX)

. 0 —2b1 a9 b2 i aq b1 0 —2b2
B 2¢1 0 cy dsy c1 di| |[2¢s 0
. _—2b1C2 —2b1d2 4 2[9102 —2a1b2
B 201@2 2Clb2 2d102 —201b2
_ - 0 —(2b1ds + 2alb2)_
201&2 —+ 2d102 0
. _—CL16L2 — 6102 —a11)2 - bldg _—alag — b102 (lle + b1d2
| G102 + dico c1by + dydy | —C1a2 — dicy ci1by + dids
- -—1 0 aiao + b102 albz + bldQ
0 1 ci1a9 + d102 Cle + d1d2
a1ag + blcg a1b2 + b1d2 -1 0
ci1a9 + d162 Clbg + d1d2 0 1
o a1a2 + blCQ ale -+ b1d2 -1 0
B ciag9 + dlcg Clbg + dldg 7 0 1
— 4 _a1a2 +bica  aiby + bidy

|
A

— d(AB).

)

c1a9 + dlCQ Clbg + d1d2

1)

ai
dy do

a2

C1

C2

Karena d(AB) = d(A)B — Ad(B). Jadi, terbukti bahwa d merupakan derivasi inner

pada Msyo(Z).

2.9 Derivasi Jordan Pada Ring

Setelah membahas konsep derivasi pada ring, selanjutnya diperkenalkan konsep

derivasi Jordan yang merupakan bentuk perluasan dari derivasi pada ring.
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Definisi 2.9.1 Derivasi Jordan pada ring yang lebih umum yang digunakan adalah
pemetaan aditif pada ring R yang memenubhi:

da-a)=d(a)-a+a-d(a)
untuk setiap a, € R (Al dkk.j2024).

Teorema 2.9.2 Diberikan ring semiprima bebas 2-torsi R. Jika d : R — R
merupakan derivasi Jordan, maka d adalah derivasi (Al1 dkk., 2024).

Contoh 2.9.3 Suatu pemetaan d : R — R, dengan d(x) = X, untuk setiap x € R
dan A € R, dengan )\ adalah konstanta. Akan ditunjukkan bahwa d derivasi Jordan
pada R.

Suatu pemetaan d : R — R, sebagai:

d(z) =\
untuk setiap x € Rdan A € R.
Akan ditunjukkan bahwa d(z?) = d(x)z + xd(z).

d(x?) = \(27)
= 2)\z.

d(x)x + zd(z) = (N + x(N)
=\ + \x
= 2\x.

Karena d(x?) = d(x)x + zd(z). Jadi, terbukti d merupakan derivasi Jordan pada R.

Contoh 2.9.4 Jika R adalah ring polinomial R[z|. Suatu pemetaan d : R[z] — R[z],
dengan d(f(z)) = f'(x) untuk setiap f(x) € R|x] dan 2 € R. Perhatikan bahwa
f'(x) merupakan turunan biasa pada kalkulus. Akan ditunjukkan bahwa d derivasi
Jordan.

Didefinisikan suatu pemetaan d : R[z] — R|x], dengan d(f(z)) = f'(x) dan
f(x) = z, untuk setiap = € R.
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Akan ditunjukkan bahwa d(2?) = d(z)x + xd(z).

Karena d(z?) = d(z)x + zd(z).

Jadi terbukti bahwa d merupakan derivasi Jordan pada R|[z].

a b

Contoh 2.9.5 Diberikan ring My(Z) = { [ p
c

] la,b,c,d € Z}. Didefinisikan

0 b
pemetaan d : My(Z) — My(Z), dengan d(A) = [O 0] untuk setiap A =

b
¢ d] € Ms(Z). Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivasi Jordan.
C

Didefinisikan suatu pemetaan d : My(Z) — My(Z) dengan d(A) =

b
] untuk
0

setiap A =

a b
€ My(Z).
c d] 2(2)
Akan ditunjukkan d(A?) = d(A)A + Ad(A).
d(AQ):d a bl la b
0 d| |0 d
<-a2 ab—i—bd)

0 d?

0 ab—+bd
0 0
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e (R R ().
SR

0 ab_
+
[O 0

oo oo oo oo
S
ISH
+
o
0‘l

Karena d(A?) = d(A)A + Ad(A), maka d merupakan derivasi Jordan pada My (R).

Salah satu contoh yang akan ditunjukkan sebagai derivasi Jordan yaitu derivasi inner.
Berikut ini akan diperlihatkan apakah derivasi inner dapat dikatakan sebagai derivasi

Jordan juga.
Contoh 2.9.6 Suatu pemetaan d : R — R, dengan d(z) = [z,a],Vx € Rdana € R.

Jika d adalah derivasi inner, akan ditunjukkan bahwa d juga derivasi Jordan.
Didefinisikan pemetaan d : R — R, sebagai:

d(x) = [x,a] = ax — za
untuk setiap x € Rdana € R.

Akan ditunjukkan bahwa d(2?) = d(z)x + xd(z).

d(2?) = [2%, d]

= CZ$2 — .1'2&.

d(z)xr + zd(z) = [z, a]z + z[z, d]
= (ax — za)x + z(ax — za)
= az® — rax + vax — 2°a

= (L(L’Q — IL‘QCL.

Karena d(z?) = d(x)z +xd(z), sehingga terbukti bahwa jika d adalah derivasi inner

maka d merupakan derivasi Jordan pada R.
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2.10 Derivasi Triple Jordan pada Ring

Dari derivasi Jordan pada ring, penelitian terkait derivasi Jordan terus berlanjut dan
berkembang. Kemudian, Bresar| (1988) telah mulai meneliti derivasi triple Jordan
dalam konteks ring, terinspirasi oleh derivasi Jordan. Berikut definisi dari derivasi
triple Jordan.

Definisi 2.10.1 Diberikan suatu pemetaan aditif d : R — R memenuhi d(aba) =
d(a)ba + ad(b)a 4+ abd(a), untuk setiap a,b € R (BreSar,1988).

Teorema 2.10.2 Diberikan ring semiprima bebas 2-torsi R. Jika o : R — R
merupakan derivasi triple Jordan, maka ¢ juga merupakan derivasi (Hongan dkk.,
2011)).

a

C

b
Contoh 2.10.3 Diberikan ring Msy2(7Z) = { [ d] la,b,c,d € Z} dan pemetaan

b
d : Mayo(Z) — Mayyo(Z) merupakan derivasi triple Jordan dengan d ([a d]) —
c

] untuk setiap

b
€ Myyo(Z).
c d] 22(2)

Contoh 2.10.4 Diberikan ring M merupakan matriks segitiga atas. Didefinisikan

0 a

b
pemetaan d : R — R, dengan d(P) = dan P = ME Akan ditunjukkan

bahwa d merupakan derivasi triple Jordan.

0 0

1

Didefinisikan suatu pemetaan d : R — R dengan d(P) = dan d(Q) =

OdQ 1 2

0 0] . Misalkan P =

aq bl a9 bQ .
dan () = , untuk setiap P, () € R.
0 d] ? [o d] pFQ
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Akan ditunjukkan d(PQP) = d(P)QP + Pd(Q)P + PQd(P).

Selanjutnya,

d(PQP) —d _CL1 bl a9 b2 aq bl
0 di| |0 dafl |0 dy
—d _a1a2 albz + bldg ay bl
0 d1d2 0 dl
_ 4 -a1a2a1 arazby + arbady + bydady
0 dydady

Pd(Q)P

(=

-O 0 a9 bQ aq
0 di| |0 dof |0
0 0 aq bl
0 didy| |0 dy
0
0

0
dydydy |

]

QL

_CL1 bl 0 O aq bl
0 di| |0 do| |0 dy

-O b1d2 aq b1

0 didy| |0 dy

[0 bydad,

0 didydy |

—CLl b1 (05} b2 0 O
0 di| |0 dof |0 dy

_alag a1b2+b1d2 0 O
0 d1d2 0 dl

[0 aybydy + bydyd,
0 dydyd, '



d(P)QP + Pd(Q)P + PQd(P)
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0 0 0 b1d2d1 i 0 a1b2d1+b1d2d1
0 didady 0 didady 0 dydad,

_O a1b2d1 + 2(b1d2d1)
0 3(dydads)

Karena d(PQP) # d(P)QP + Pd(Q)P + PQd(P), maka d bukan derivasi triple

Jordan pada R.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di
Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan [Imu Pengetahuan Alam, Universitas
Lampung yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong

Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dan analisis teoritis, dengan
mengumpulkan referensi seperti jurnal, artikel ilmiah, buku, dan sumber-sumber lain
yang berkaitan dengan penelitian ini. Secara umum, langkah-langkah pada penelitian
ini adalah sebagai berikut.
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Kajian pustaka terkait grup (Fitriani dan
Faisol, 2022), ring (Rasiman dkk., 2018)),
derivasi (Ernanto, 2018), ring polinomial (Helmi dkk., 2013),
derivasi Jordan pada ring (Atteya, [2015)), dan
derivasi triple Jordan (Ferreira dkk., 2018)

Analisis hubungan antara derivasi dan derivasi triple Jordan

l

Penyelidikan sifat-sifat derivasi triple Jordan pada ring

l

Konstruksi karakteristik derivasi triple Jordan pada ring polinomial

l

Pemberian contoh ilustrasi untuk memperjelas sifat-sifat dan struktur yang diperoleh

l

Penyusunan kesimpulan berdasarkan hasil kajian teoritis dan contoh ilustratif

Gambar 3.1 Langkah-langkah penelitian




BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan yang telah diuraikan, dapat disimpulkan bahwa
derivasi triple Jordan memiliki hubungan yang sangat erat dengan derivasi, demikian
pula sebaliknya. Derivasi triple Jordan juga memenubhi sifat-sifat dasar yang berlaku
pada ring. Selanjutnya, kajian ini diperluas pada ring polinomial, dan ditunjukkan
bahwa setiap derivasi triple Jordan pada ring polinomial memenuhi definisi derivasi
triple Jordan. Secara keseluruhan, hasil-hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa
derivasi triple Jordan memiliki sifat-sifat yang konsisten dan dapat diterapkan pada

berbagai struktur aljabar yang dibahas dalam penelitian ini.

5.2 Saran

Berdasarkan penelitian ini, disarankan penelitian selanjutnya dapat dikembangkan
pada ring non-komutatif serta ring polinomial dengan lebih dari satu variabel.
Pengembangan tersebut diharapkan dapat memperluas pemahaman mengenai
hubungan antarvariabel serta sifat dan karakter derivasi triple Jordan pada berbagai
konstruksi aljabar lainnya.
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