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ABSTRACT

ROLLE’S THEOREM AND THE MEAN VALUE THEOREM FOR
FUNCTIONS TAKING VALUES IN THE SEQUENCE SPACE /,

By

Nur Halimah Sa’diah

Rolle’s Theorem and the Mean Value Theorem are studied for sequence-valued
functions in the Banach space /1, which is the space of sequences equipped with the

norm
o

Iplls = Z |Pal-
d=1

The space /; allows the extension of fundamental concepts of real analysis, such as
limits, continuity, and derivatives, to infinite-dimensional spaces. The discussion
is carried out using a mathematical analysis approach based on literature study,
employing the definitions of continuity, differentiability, and the completeness
property of the space /;.

The results show that Rolle’s Theorem and the Mean Value Theorem remain
valid for sequence-valued functions in the space ¢;, provided that the function
is continuous on a closed interval and differentiable on an open interval. The
proof is obtained by examining the derivatives of each sequence component and
utilizing the properties of the /; norm, ensuring the existence of a point within the
interval that satisfies the conditions of both theorems. These results confirm that
fundamental theorems of differential analysis on R can be generalized to Banach
spaces, particularly the space /.

Keywords: Rolle’s Theorem, Mean Value Theorem, ¢; space, Banach space,
sequence-valued functions, derivative.



ABSTRAK

TEOREMA ROLLE DAN TEOREMA NILAI RATA-RATA PADA FUNGSI
BERNILAI BARISAN /¢,

Oleh

Nur Halimah Sa’diah

Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata dibahas pada fungsi bernilai barisan
dalam ruang Banach /1, yaitu ruang barisan yang memiliki norma

Il = Ipal.
d=1

Ruang ¢, memungkinkan pengembangan konsep dasar analisis real, seperti limit,
kekontinuan, dan turunan, ke ruang berdimensi tak hingga. Pembahasan dilakukan
melalui pendekatan analisis matematis berbasis studi literatur dengan memanfaatkan
definisi fungsi kontinu, fungsi terdiferensialkan, serta sifat kelengkapan ruang /¢;.

Hasil pembahasan menunjukkan bahwa Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata
tetap berlaku pada fungsi bernilai barisan di ruang ¢; apabila fungsi kontinu pada
interval tertutup dan terdiferensialkan pada interval terbuka. Pembuktian diperoleh
dengan meninjau turunan setiap komponen barisan serta menggunakan sifat
norma pada ruang /¢y, sehingga diperoleh suatu titik pada interval yang memenuhi
kondisi kedua teorema tersebut. Hasil ini menegaskan bahwa teorema dasar analisis
diferensial pada R dapat diperluas ke ruang Banach, khususnya ruang ¢;.

Kata-kata kunci: Teorema Rolle, Teorema Nilai Rata-Rata, ruang ¢;, ruang Banach,
fungsi bernilai barisan, turunan.
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[5.1  Kesimpulanl|

DAFTAR PUSTAKA|



BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Analisis real adalah bagian dari matematika yang mempelajari sifat-sifat bilangan
real, fungsi real, serta konsep seperti limit, kekontinuan, dan diferensial (Suzila dkk.
2024). Dua teorema yang berperan penting dalam analisis real adalah teorema Rolle
dan teorema Nilai Rata-Rata (TNR). Kedua teorema ini tidak hanya memiliki nilai
teoretis, tetapi juga menjadi landasan bagi pengembangan hasil-hasil lain, seperti
teorema Taylor, teorema dasar kalkulus, serta aplikasi dalam analisis numerik dan

persamaan diferensial (Martinez-Legaz, |[2023).

Teorema Rolle dan TNR dapat diartikan sebagai hasil pokok dalam analisis real

yang menjelaskan keberadaan suatu titik pada interval [k, [] dengan sifat tertentu

dari turunannya. Secara khusus, teorema Rolle menjamin adanya m € (k,[) dengan

f'(m) = 0 apabila f(k) = f(I), sedangkan TNR menyatakan adanya m € (k,!)
l)— f(k

dengan f'(m) = fl—£<) (Suzila dkk., [2024). Hasil tersebut memiliki peranan

fundamental dalam pengembangan analisis matematika, teori aproksimasi, serta
persamaan diferensial (Koceic-Bilan dan Mirosvic, |[2023)).

Perkembangan analisis fungsional dalam lima tahun terakhir menunjukkan bahwa
teorema kecenderungan untuk memperluas hasil-hasil klasik kalkulus, termasuk
teorema Rolle dan TNR pada kerangka ruang norma dan ruang Banach (Fiorenza
dan Fiorenza, | 2024). Salah satu ruang Banach yang penting dalam konteks ini
adalah ruang ¢;, yang terdiri dari semua barisan bilangan real atau kompleks (p,)
dengan ) 7 |p.| < co. Ruang ini dilengkapi dengan norma |[p|l; = > .=, [pa|
dan memiliki sifat kelengkapan sehingga setiap barisan Cauchy di dalamnya pasti
konvergen (Haryadi dkk., |2024). Dengan sifat kelengkapan ini, definisi turunan
dalam norma || - ||; dapat dirumuskan secara konsisten, sehingga memungkinkan

untuk memperluas pembuktian teorema-teorema diferensial klasik.



Meskipun demikian, penelitian mengenai perluasan teorema Rolle dan TNR pada
fungsi bernilai barisan di ruang ¢; masih relatif jarang. Penelitian terdahulu
yang dilakukan oleh Koceic-Bilan dan Mirosevic (2023) menunjukkan bentuk
umum teorema Nilai Rata-rata pada diferensiasi non-klasik. Penelitian lainnya
dilakukan oleh Utami dkk (2022) membahas kelengkapan ruang ¢ pada norm-2
dan menjelaskan sifat-sifat yang menguatkan keberadaan struktur Banach dalam
ruang barisan. Selain itu, penelitian Haryadi dkk (2024) mengenai ruang barisan
yang terdefinisi oleh fungsi Orlicz memperlihatkan relevansi ruang barisan dalam

memperluas teori konvergensi.

Berdasarkan penelitian sebelumnya, belum ada penelitian yang mengkaji tentang
pengembangan teorema Rolle dan TNR pada fungsi bernilai barisan pada ruang ¢;.
Oleh karena itu, penelitian ini difokuskan pada perluasan teorema Rolle dan TNR
untuk fungsi bernilai barisan dalam ruang Banach ¢; untuk memberikan kontribusi
teoretis dalam analisis fungsional dan memperkaya literatur matematika terkait
generalisasi teorema diferensial klasik. Hasil penelitian ini diharapkan bisa menjadi
referensi untuk penelitian berikutnya dalam mempelajari teorema diferensial pada
ruang ¢, dengan p > 1 maupun pada ruang fungsional lainnya, sehingga semakin

memperluas cakupan analisis modern baik dalam aspek teoretis maupun aplikatif.

1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah penelitian ini yaitu:

1. bagaimana definisi fungsi bernilai barisan di ruang ¢, ?

2. bagaimana cara mengonstruksikan teorema Rolle untuk fungsi bernilai barisan

di ruang ¢, ?

3. bagaimana cara mengonstruksikan teorema Nilai Rata-rata untuk fungsi

bernilai barisan di ruang ¢ ?



1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini yaitu:

1. menjelaskan definisi fungsi bernilai barisan di ruang /1;
2. mengonstruksikan teorema Rolle untuk fungsi bernilai barisan di /1

3. mengonstruksikan teorema Nilai Rata-rata untuk fungsi bernilai barisan di ¢;.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini yaitu:

1. menyajikan bentuk umum teorema Rolle untuk fungsi bernilai barisan di ruang
ly;

2. menyajikan bentuk umum teorema Nilai Rata-rata untuk fungsi bernilai
barisan di ruang /1 ;

3. mengontruksikan keberlakuan kedua teorema tersebut dalam ruang Banach /¢;.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan beberapa konsep dasar yang menjadi dasar teori untuk

mempermudah pemahaman pada bagian berikutnya.

2.1 Fungsi

Salah satu konsep dasar yang menjadi landasan dalam analisis matematika adalah
fungsi. Pemahaman terhadap konsep fungsi sangat penting karena menjadi dasar bagi
pembahasan lebih lanjut mengenai limit, kekontinuan, dan turunan yang digunakan
dalam analisis real maupun analisis fungsional (Rafigi dan Prasetyo, | 2023)). Berikut

diberikan penjelasan mengenai definisi dan contoh fungsi.

Definisi 2.1.1 Fungsi f adalah suatu aturan yang menghubungkan setiap objek p
dari suatu himpunan yang disebut daerah asal (domain) ke sebuah nilai tunggal
f(p) dalam himpunan lain yang disebut daerah hasil (range). Fungsi biasanya
dinyatakan dengan satu huruf seperti f atau g, dan f(p) menyatakan nilai fungsi f
pada p.(Purcell dkk., 2007)

Contoh 2.1.1 Diberikan fungsi
flp)=p"—4p+1.
Jika dilakukan substitusi p = 1 + h, dengan h € R, maka diperoleh

f(I+h)=(1+h)>—4(1+h)+ 1.



Dengan melakukan ekspansi dan penyederhanaan, diperoleh

f(L+h)=(1+2h+h?) — (4+4h) +1
=1+2h+h*—4—4h+1
=(1—4+1)+ (2h —4h) + 1*
= —2—2h+h%

Definisi 2.1.2 Diberikan himpunan K dan L. Fungsi f : K — L dikatakan surjektif
(onto) jika untuk setiap g € L terdapat p € K sehingga f(p) = ¢. (Fitriani dan
Faisol, [2022).

Contoh 2.1.2 Diberikan fungsi
f:R—=R

yang didefinisikan oleh
fp)=3p+1.

Untuk setiap ¢ € R, dapat ditentukan

g1

eR
3

p

sehingga

f(p):f<%):3<%)+1=q—1+1:q.

Dengan demikian, fungsi f bersifat surjektif.

Definisi 2.1.3 Fungsi f : K — L disebut injektif jika untuk setiap p, r € K, berlaku
bahwa

flp)=f(r) = p=r.

(Fitrian1 dan Faisol, [2022)).



Contoh 2.1.3 Misalkan
f:R—=>R

didefinisikan oleh
f(p) =p*+p.

Ambil py, po € R dan misalkan

f(pl) = f(p2>-

Maka
P+ p1 = D+ e,
sehingga
(p1 — p2) (P + p1p2 + 03+ 1) =0.
Karena

P4 pips+pi+1>0,

maka diperoleh

b1 = D2.

Dengan demikian, fungsi f bersifat injektif.

Definisi 2.1.4 Diberikan himpunan K dan L. Fungsi f : K — L disebut bijektif
jika fungsi f bersifat injektif dan surjektif. (Fitriani dan Faisol, | 2022).

Contoh 2.1.4 Misalkan
f:R—=R

didefinisikan oleh
f(p)=3p—1.

Akan ditunjukkan bahwa fungsi f merupakan fungsi bijektif.
Ambil p, ¢ € R dan misalkan

Maka



sehingga diperoleh

p=q.
Dengan demikian, fungsi f bersifat injektif.
Selanjutnya, ambil sebarang € R. Dipilih

r+1

R
3 €

p:

sehingga

f(p)zf(rgl):3(r;1)—1:T+1—1:r.

Hal ini menunjukkan bahwa fungsi f bersifat surjektif.

Oleh karena itu, fungsi f merupakan fungsi bijektif (korespondensi satu-satu).

Definisi 2.1.5 Misalkan f : K — L merupakan fungsi bijektif. Fungsi f ' : L — K
yang didefinisikan oleh

[l =k = flk) =1

disebut fungsi invers dari f.(Derwantoro dkk., |2020).

Contoh 2.1.5 Misalkan fungsi
f:R—=R

didefinisikan oleh
f(p)=2p—3.

Karena fungsi f merupakan korespondensi satu-satu, maka fungsi invers dari f ada.
Misalkan

f(p) =4,
sehingga
q=2p—=3
Dari persamaan tersebut diperoleh
q+3
p=—7F5—



Dengan demikian, fungsi invers dari f adalah

2.2 Limit dan Kekontinuan

Setelah memahami pengertian fungsi, langkah berikutnya adalah mempelajari
konsep limit dan kekontinuan. Kedua konsep ini memiliki peranan penting dalam
menjelaskan perilaku fungsi ketika mendekati suatu titik dan menjadi dasar bagi
definisi turunan fungsi (Susanti dan Ramadhan, |[2022). Berikut diberikan penjelasan
mengenai definisi, teorema dan contoh pada limit dan kekontinuan.

Definisi 2.2.1 Dikatakan
lim f(p) = B

p—k

jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat § > 0 sehingga
[f(p) — Bl <e

untuk setiap p € K yang memenuhi
0<|p—k|<o.

(Purcell dan Varberg, |[1987).

Contoh 2.2.1 Akan ditunjukkan bahwa

lim(4p —5) = 7.

p—3

Untuk setiap ¢ > 0 akan ditentukan 6 > 0 sehingga jika 0 < |p — 3| < §, maka
(4p—5) — 7| < &.

Perhatikan bahwa
[(4p —5) — 7| = |4p — 12| = 4|p — 3.

Agar 4|p — 3| < ¢, cukup dipilih § = Z



Dengan demikian, jika 0 < |p — 3] < J, maka
|(4p —5) = 7| < e.

(Purcell dkk., |2007)).

Teorema 2.2.1 Jika lirrllC f(p) ada, maka limit tersebut bernilai tunggal. (Parzynski
p—
dan Philip, |1982).

Bukti: Misalkan
lim f(p) =B dan lim f(p) = A.
p—k p—k

Ambil sebarang ¢ > 0. Terdapat 41, 62 > 0 sehingga:

@ |f(p) —B| < 5untuk 0 < [p — k| < 4y,

(i) |f(p) — Al < Suntuk 0 < |p — k| < s.
Ambil 6 = min{d;, J»}. Maka untuk 0 < |p — k| < ¢ berlaku
|B—A[<[B—[f(p)+I[f(p) - Al <e.

Karena ¢ > 0 sebarang, diperoleh B = A.

Definisi 2.2.2 Fungsi f dikatakan kontinu di p = k jika memenubhi:
(1) f(k) ada,
(2) lim f(p) ada,

p—k

(3) lim f(p) = (k).

Jika salah satu syarat tidak terpenuhi, maka fungsi f tidak kontinu di p = k. (Amir
dan Prasojo, |[2017).
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Contoh 2.2.2 Diberikan f(p) = 3p — 2. Akan ditunjukkan bahwa f kontinu di
p=4.

(1) f(4) = 3(4) — 2 = 10,
(2) lim(3p — 2) = 10,
p—4

(3) Karena f(4) = lirri f(p), maka f kontinu di p = 4.
p—

Teorema 2.2.2 Misalkan f dan g kontinu di £ € K dan a € R. Maka:
a. [+ g kontinu di &,
b. af kontinu di k.

(Bartle dan Sherbert, |[2000).
Bukti:

a. Karena f dan ¢g kontinu di k£, maka

(f +9)(k) = lim(f(p) + g(p)),

p—
sehingga f + ¢ kontinu di k.

b. Karena f kontinu di k, maka

F(k) = lim (p).

p—k

Dikalikan dengan a, diperoleh

af(k) = limaf(p),

p—k

sehingga a f kontinu di k.
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2.3 Turunan

Konsep turunan merupakan lanjutan dari pembahasan limit dan kekontinuan
yang menggambarkan laju perubahan suatu fungsi terhadap variabel bebasnya.
Pembahasan mengenai turunan sangat penting karena menjadi dasar bagi
pembentukan teorema-teorema diferensial seperti Teorema Rolle dan Teorema Nilai
Rata-Rata (Hidayat dan Sari, |2023)). Pada bab ini akan diuraikan mengenai definisi,
teorema, dan contoh turunan.

Definisi 2.3.1 Misalkan fungsi f(p) terdefinisi pada interval [k, ] dan m € (k, ).
Turunan fungsi f di titik m didefinisikan oleh

o) — 1 L) = )

h—0 h ’

jika limit tersebut ada. (Toherti, |[2016).

Contoh 2.3.1 Misalkan akan ditentukan turunan dari fungsi

fp)=p*+2p-5
pada titik p = 2. Berdasarkan definisi turunan, diperoleh

f2+h) - f2)

/ R E
f12) = Jim h
24+ h)P+22+h) —-5—(22+2-2-5)
= lim
h—0 h
. (8+12h+6h*+h*+4+2h—5)— (8+4—5)
= lim
h—0 h
12h + 6h% + h® + 2h
= 111m
h—0 h
= lim (14 + 6h + h?)
h—0
= 14.

(Tohert, |2016)).
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Definisi 2.3.2 Misalkan f suatu fungsi yang terdefinisi pada suatu selang terbuka
yang memuat titik m. Turunan pertama fungsi f di titik m didefinisikan oleh

) — 1y £ ) = )

h—0 h ’

asalkan limit tersebut ada. Secara ekuivalen, turunan f di titik m dapat dituliskan

sebagai
o) — 1 L) =S 0)

p=m  p—m
Apabila limit tersebut ada, maka f’(m) terdefinisi dan fungsi f dikatakan mempunyai

turunan (terdiferensiabel) di titik m. Sebaliknya, jika limit tersebut tidak ada, maka
fungsi f dikatakan tidak memiliki turunan di titik m. (Malik dan Bakhri, |[2023)).

Teorema 2.3.1 Jika fungsi f memiliki turunan di titik m, maka fungsi f kontinu di
titik m. (Toheri, |2016).

Bukti Fungsi f dikatakan kontinu di titik m apabila

lim f(p) = f(m).

p—m

Dengan kata lain, cukup ditunjukkan bahwa

lim [f(p) — f(m)] = 0.

p—m

Perhatikan bahwa
ggmm—ﬂmhjgiw—m%ﬂﬁiﬁm

Karena fungsi f memiliki turunan di titik m, maka

mﬂﬂm—fww

p—m p

= f'(m).
Dengan demikian,

lim [f(p) — f(m)] = lim (p —m) - f'(m) =0- f'(m) = 0.

p—m p—m
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Oleh karena itu,

lim f(p) = f(m),

p—m

sehingga terbukti bahwa jika fungsi f memiliki turunan di titik m, maka fungsi f

kontinu di titik m.

2.4 Barisan

Sebelum beralih pada pembahasan ruang bernorm dan ruang Banach, perlu
dipahami terlebih dahulu konsep barisan. Barisan digunakan untuk menggambarkan
urutan bilangan yang memiliki sifat konvergensi tertentu dan menjadi dasar dalam
pembentukan ruang-ruang barisan seperti £, (Utami dkk., |2022). Berikut diberikan

penjelasan mengenai definisi, teorema, dan contoh Barisan.

Definisi 2.4.1 Barisan bilangan real adalah suatu fungsi

f:N—=R.

Dengan kata lain, barisan merupakan suatu aturan yang menghubungkan setiap

bilangan asli d € N ke tepat satu bilangan real p,.

Untuk setiap d € N, nilai fungsi f(d) dinyatakan dengan

f(d) = Da,

di mana p, disebut sebagai suku ke-d dari barisan tersebut. Barisan dengan suku

ke-d adalah p, dinotasikan dengan

(pa) atau  (pa)den-

(Bartle dan Sherbert, |[2000).
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Contoh 2.4.1 Diketahui barisan

(pa) = (2,4,6,8,...)
merupakan barisan bilangan genap. Barisan tersebut dapat dinyatakan dengan

pg=2d, déeN.

Definisi 2.4.2 Barisan adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada himpunan
bilangan bulat positif, yaitu

p:N—=R.
Untuk setiap d € N, nilai p(d) dinotasikan dengan p,;. Dengan demikian,
D1, D2, - - -, Pd, - - - disebut sebagai suatu barisan bilangan real (Mizrahi dan Sulivan,
1982).

Teorema 2.4.1Jika barisan (p;) konvergen, maka barisan tersebut terbatas
(Gunawan, |2011).

Bukti Misalkan barisan (p,) konvergen ke B. Berdasarkan definisi kekonvergenan,

terdapat D € N sedemikian sehingga untuk setiap d > D berlaku
’ Pd — B | < 1.
Akibatnya, untuk setiap d > D, diperoleh

lpal < |pa — B|+|B| <1+ |B].

Selanjutnya, untuk suku-suku awal barisan, yaitu py, po, . . ., pp_1, masing-masing

memiliki nilai mutlak yang hingga. Ambil
A =max{|pi|,[pl, ... |pp-1], 1 + |Bl}.
Maka untuk setiap d € N berlaku
Ipa| < A.

Dengan demikian, barisan (py) terbukti terbatas.
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2.5 Deret

Deret merupakan kelanjutan dari konsep barisan yang membahas penjumlahan
suku-suku barisan. Dalam analisis real fungsional, deret tak hingga berperan penting
dalam kajian konvergensi, serta menjadi dasar pendefinisian ruang barisan ¢; yang
digunakan sebagai kodomain fungsi bernilai barisan. (Bartle dan Sherbert, 2000).
Definisi 2.5.1 Misalkan (p,) adalah suatu barisan dan didefinisikan

Sq=pi1+p2+p3+---+pa

Barisan (S;) disebut barisan jumlah parsial dari deret tak hingga
D _pa
d=1
Bilangan p, disebut suku ke-d dari deret
Z Pa,
d=1
dan S; disebut jumlah parsial ke-d dari deret
D _pa
d=1
(Wahyuningsih dkk., |2022).

Teorema 2.5.1 Misalkan deret

Zpd:S dan qu:T,
d=1 d=1
serta C' € R. Maka berlaku:

(1) > (Cpa) = CS,
d=1

@) Y (pa+qa)=S+T,

d=1



3) Z(pd —qu)=5-T.
=1

(Wahyuningsih dkk., 2022).

Bukti Misalkan barisan jumlah parsial dari deret >~ pg

berturut-turut didefinisikan oleh

Sn = Zpd dan Tn = qd
d=1 d=1
Karena - -
Y =5 dan Y a=T,
d=1 d=1
maka berlaku
lim S,=5 dan lim 7T, =1T.
n—oo n—oo

(1) Untuk setiap n € N berlaku

> (Cpa) = Czpd
d=1

Dengan mengambil limit ketika n — oo diperoleh

fn, Z Cri) =

=1

C lim S5, =CS.

Jadi,
> _(Cpa) =
d=1

(2) Untuk setiap n € N berlaku

Zpd+Qd Zpd+ZQd—S +T,.
=1

Dengan mengambil limit ketika n — oo diperoleh

lim Z(pd +qq) = lim (S, +71,) =S+T.
n—oo n—oo

d=1

16

dan 2211 qq
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Jadi,
Z pa+aqa)=S+T.
d=1

(3) Dengan cara yang sama, untuk setiap n € N berlaku

> (pa — qa) Zpd—qu—S — T

d=1

Mengambil limit ketika n — oo diperoleh
Y > (pa=a0) = fim (S, - T) =5 - T.

Dengan demikian,

Z pa—qa) =5 —T.

d=1

Definisi 2.5.2 Deret tak hingga

D_pi

d=1
dikatakan konvergen apabila barisan jumlah parsial

n

(Sn)a dengan Sn = Zpda

d=1

merupakan barisan yang konvergen.

Sebaliknya, deret tak hingga
P
d=1

dikatakan divergen apabila barisan jumlah parsial (S,,) merupakan barisan yang
divergen (Wahyuningsih dkk., 2022).

Contoh 2.5.1 Diberikan deret

;dd%—l
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Deret tersebut konvergen karena barisan jumlah parsial .S,, konvergen. Karena

lim S, =1,

n—o0

maka deret

> 1
dzld(dﬂ)

konvergen ke 1, atau dapat ditulis

- 1
Zd(d+1) =1

d=1

Definisi 2.5.3 Deret tak hingga
= 1
>
d=1
dengan p € R, disebut deret-p. Deret ini konvergen jika dan hanya jika p > 1, dan
divergen jika p < 1 (Bartle dan Sherbert, |2000).

Definisi 2.5.4 Deret o
>
d=0

disebut deret geometri, dengan k sebagai suku pertama dan r sebagai rasio. Deret

ini konvergen jika dan hanya jika || < 1, dan dalam hal ini berlaku

- k
;krdzl_r

(Purcell dkk., |2007).
Contoh 2.5.2 Diberikan deret geometri
= 1
>
d=1
Deret tersebut dapat ditulis ulang sebagai

>3

d=0
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Karena |r| = 1 < 1, maka deret tersebut konvergen dan
2 z=1
d=1

Teorema 2.5.2 Jika deret -

> Ipdl

d=1
konvergen, maka deret

> pa

d=1
juga konvergen (Bartle dan Sherbert, [2000).
Bukti Misalkan deret

Z |pdl
d=1

konvergen. Berdasarkan definisi konvergensi deret, untuk setiap € > 0 terdapat

N € N sedemikian sehingga untuk setiap m > n > N berlaku

m
Z pal <e.

d=n+1

Untuk setiap m > n > N, dengan menggunakan ketaksamaan segitiga diperoleh

Z Pa| < Z Ipa| < €.

Hal ini menunjukkan bahwa barisan jumlah parsial

Sn = Z DPa
d=1

merupakan barisan Cauchy. Karena R adalah ruang lengkap, maka barisan (.5,,)
konvergen. Dengan demikian, deret y_° | ps konvergen.

Konsep konvergensi mutlak ini menjadi dasar dalam pendefinisian ruang ¢;, yaitu

ruang barisan yang jumlah nilai mutlak suku-sukunya konvergen.
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Contoh 2.5.3 Diberikan deret

d=1
Karena
Yl m =2 s
d=1 d=1

merupakan deret yang konvergen, maka deret

—1)d
Z(da)

00
d=1

konvergen secara mutlak.

Teorema 2.5.3 Misalkan deret .
P
d=1
merupakan deret dengan suku-suku positif dan berlaku

. Pd+1
lim ——
d—oo Pd

Maka berlaku:

(1) Jika p < 1, maka deret 220:1 pq konvergen.
(2) Jika p > 1, maka deret ) | p, divergen.

(3) Jika p = 1, maka uji rasio tidak dapat digunakan untuk menentukan konvergensi

atau divergensi deret.
(Wahyuningsih dkk., 2022).

Bukti Misalkan p,; > 0 untuk setiap d € N dan

. Pd+1
lim ——
d— o0 pd

(1) Kasus p < 1.

Ambil € > 0 sedemikian sehingga

p+e<l
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Berdasarkan definisi limit, terdapat N € N sehingga untuk setiap d > N berlaku

Jlﬂ<,0—i-<€.
Pa

Akibatnya,
pa+1 < (p+€)pa-

Dengan menggunakan ketaksamaan tersebut secara berulang, diperoleh

Pk < pn(p+€)*  untuk setiap k € N.

Perhatikan bahwa deret geometri

ZPN(P +e)t
k=0

konvergen karena p + € < 1. Dengan menggunakan uji perbandingan, maka deret
D _pa
d=1

juga konvergen.

(2) Kasus p > 1.

Ambil € > 0 sedemikian sehingga
p—e>1

Berdasarkan definisi limit, terdapat NV € N sehingga untuk setiap d > N berlaku

Pirt o5,

DPd

Akibatnya,
Pa+1 > (p — €)pa-
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Dengan demikian, barisan (p,) tidak menuju nol. Karena syarat perlu konvergensi
deret adalah
lim pg = 0,

d—00

Z Pd
d=1

maka deret

bersifat divergen.

(3) Kasus p = 1.

Dalam hal ini, uji rasio tidak memberikan kesimpulan. Sebagai contoh, deret

0o oo 1
Z dan Z ﬁ
d=1 d=1

IS

keduanya memenuhi
.. D1
lim —— =1,
d—o0 Pd

namun deret pertama divergen dan deret kedua konvergen. Oleh karena itu, uji rasio
tidak dapat digunakan pada kasus ini.

2.6 Ruang Bernorm dan Ruang Banach

Untuk memperluas analisis dari bilangan real ke struktur yang lebih umum,
diperlukan konsep ruang bernorm dan ruang Banach. Kedua ruang ini
memungkinkan pembahasan limit, kekontinuan, dan turunan dilakukan di
luar R (Haryadi dkk., 2024)). Berikut disajikan definisi dan teorema dasar terkait.

Definisi 2.6.1 Misalkan P merupakan suatu ruang vektor atas R. Norm pada P
adalah suatu fungsi || - || : P — R yang memenuhi sifat-sifat berikut:

1. ||p|| > 0 dan ||p|| = 0 jika dan hanya jika p = 0, untuk setiap p € P;
2. ||ap|| = |a| ||p||, untuk setiap p € P dan o € R;

3. lp+4qll < |lpll + [|q||, untuk setiap p, g € P.

Pasangan (P, || - ||) disebut ruang norm (Mubhtar, |2010).
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Definisi 2.6.2 Misalkan (P, |-||) merupakan ruang norm. Ruang P dikatakan lengkap
jika setiap barisan Cauchy (p,) di dalam P konvergen ke suatu elemen p € P. Ruang
norm yang lengkap disebut ruang Banach (Kreyzig, |[1989).

Definisi 2.6.3 Ruang Banach adalah suatu ruang vektor bernorm (P, || - ||) yang
lengkap. Sifat kelengkapan berarti bahwa setiap barisan Cauchy (p,) di dalam P
bersifat konvergen, yaitu apabila

de_pc||_>0 (d,C—>OO), pdepu
maka terdapat p € P sehingga
lpa —pll =0 (d — o0).

(Rohmah dkk., [2012)

Teorema 2.6.1 Ruang /; dengan norm

o
lpll = [pdl
d=1

merupakan ruang Banach. (Kolmogorov dan Fomin, |1999)

Bukti Misalkan (p?) adalah barisan Cauchy dalam ¢;. Maka untuk setiap ¢ > 0,
terdapat N € N sehingga untuk semua c,d > N berlaku

c c d
1P =9l = Ip? — )l <=
=1

Untuk setiap j € N, barisan (p(d)) merupakan barisan Cauchy di R. Karena R

lengkap, maka terdapat p; € R sehingga

pg-d) —p; (d— o0).
Dengan demikian diperoleh barisan p = (p,). Dapat ditunjukkan bahwa p € ¢; dan

1P —plli =0 (d— o0).

Oleh karena itu, ruang ¢; lengkap dan merupakan ruang Banach.
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2.7 Ruang Barisan /;

Salah satu contoh ruang Banach yang penting adalah ruang barisan ¢;. Ruang ini
banyak digunakan dalam analisis fungsional karena memiliki sifat kelengkapan dan
dapat digunakan untuk mendefinisikan fungsi bernilai barisan (Utami dkk., 2022).
Berikut diberikan penjelasan mengenai definisi ruang barisan ¢;.

Definisi 2.7.1 Misalkan w menyatakan himpunan semua barisan bilangan real, yaitu

w={p=(pa); pa €R, d e N}.

Ruang /; didefinisikan sebagai subruang dari w yang terdiri atas semua barisan

bilangan real p = (py) sedemikian sehingga

oo
Z [pa| < 0.
d=1

Secara matematis,

€1:{p:(pd)€w : Z]pd\<oo}.

Ruang ¢, dilengkapi dengan norma satu (norma ¢;) yang didefinisikan oleh

Ipllh = Z |pal,
d=1

untuk setiap p = (pg) € ¢, (Darmawijaya, [2007).

Contoh 2.7.1 Diketahui barisan

/1y (1111
P=\2¢) “\21816 )

Akan ditunjukkan bahwa p € /5.

Menurut definisi ruang ¢;, barisan p = (p,) merupakan anggota ¢; jika

o0
Z [pal < o0.
d=1
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Untuk barisan yang diberikan,
1
pal = 2d-

Sehingga
o oo 1
Shl=> 4
d=1 d=1
1 1

Deret tersebut merupakan deret geometri dengan suku pertama 3 dan rasio 3,

sehingga
= 1
D=1
d=1
Karena jumlah deret tersebut hingga, maka

pefl

Definisi 2.7.2 Ruang ¢/, merupakan ruang linear yang terdiri atas barisan bilangan

real p = (py) yang memenuhi

o0
Z [pal < o0.
d=1

Ruang /; dilengkapi dengan norma satu (norma ¢;) yang didefinisikan oleh

Pl = Ipal,
d=1

untuk setiap p = (pg) € ¢; (Handayanti, [2013).

Definisi 2.7.3 Ruang ¢, didefinisikan sebagai himpunan semua barisan bilangan real

b= (pd) - (p17p27p37' . ')7

yang memenuhi bahwa deret
Z |pdl
d=1

bersifat konvergen. Dengan kata lain,

0= {pz(pd) eRY 1 > " |pal <OO}-
d=1
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Ruang ¢; merupakan ruang norm dengan norma
H . Hl : 61 — R

yang didefinisikan oleh
Pl = Ipdl,
d=1

untuk setiap p = (pg) € ¢; (Alsina dkk., 2010).

2.8 Fungsi Bernilai Barisan

Setelah memahami konsep ruang ¢;, pembahasan dapat dilanjutkan pada fungsi
bernilai barisan. Fungsi jenis ini memetakan bilangan real ke dalam barisan yang
elemen-elemennya berada di ruang ¢; (Mas’ud, |2024). Berikut diberikan penjelasan

mengenai definisi fungsi bernilai barisan.

Definisi 2.8.1 Misalkan O C R. Untuk setiap d € N, diberikan fungsi
fd :0 — R

Koleksi fungsi (f;) disebut barisan fungsi yang didefinisikan pada O (Bartle dan
Sherbert, [[2011)).

Definisi 2.8.2 Fungsi bernilai barisan adalah suatu fungsi
P.NCR— 61,
yang untuk setiap ¢ € N didefinisikan oleh

P(t) = (pi(t), pa(t), p3(t), . . .).

Agar P(t) € {4, harus dipenuhi

S Ipa(t)] < .

Dengan demikian, fungsi P memetakan setiap bilangan real ke suatu barisan yang
konvergen secara mutlak di ruang ¢; (Ubaidillah dkk., |2019).
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2.9 Teorema Rolle

Sebelum mengkaji teorema Nilai Rata-Rata, perlu terlebih dahulu dipahami Teorema

Rolle karena teorema ini merupakan dasar pembentukannya.

Teorema 2.9.1 (Teorema Rolle) Misalkan f : [k, ] — R memenuhi:

1. f kontinu pada interval tertutup [k, [],

2. f terdiferensialkan pada interval terbuka (k, (),
3. f(k) = F ().

Maka terdapat paling sedikit satu m € (k,[) sedemikian sehingga
f'(m)=0.

(Chaudhary dkk., 2023)

Contoh 2.9.1 Akan ditunjukkan bahwa Teorema Rolle berlaku untuk fungsi

fp)=p*—2p—38

pada interval [—1, 3].

1. f(p) kontinu terhadap [k, []:
f(p) = p? — 2p — 8 merupakan fungsi polinomial, sehingga kontinu di semua
p € R. Dengan demikian f(p) kontinu pada [—1, 3].
Hitung:

f(=1)=(-1)?=2(-1)—=8=—5, f(3)=3"—2(3)—8=—5

Karena f(—1) = f(3), maka f kontinu pada [—1, 3].

2. f terdiferensialkan dalam interval terbuka (k,[):
Karena f(p) adalah fungsi polinomial, maka berdasarkan teorema dasar

diferensial,
d

—(p) =dp”!, VdeN
) =, vAER,
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setiap fungsi polinomial terdiferensialkan di seluruh R. Turunan dari f(p)

adalah:
f'lp)=2p-2.
Turunan ini terdefinisi untuk semua p € R, sehingga f(p) terdiferensialkan
pada (—1, 3).
3. f(k) = f(I)
f(=1)=f3)=-5
Maka f(k) = f(l) (terbukti).
4. Cari m sehingga f'(m) = 0:
Dari hasil turunan:
f'p)=2p—2

Agar f'(m) = 0, maka:
2m —2=0=m=1.
Karena 1 € (—1, 3), maka terdapat m = 1 yang memenuhi f’(m) = 0.

Dengan demikian, teorema Rolle terbukti benar untuk fungsi f(p) = p* — 2p — 8
pada interval [—1, 3].

2.10 Teorema Nilai Rata-rata (TNR)

Teorema Nilai Rata-Rata (TNR) merupakan generalisasi dari Teorema Rolle yang

menjelaskan keterkaitan antara nilai fungsi dan turunannya pada interval tertentu.

Definisi 2.10.1 Misalkan V C R dan f : V' — R. Fungsi f dikatakan memiliki
maksimum relatif di titik m € V apabila terdapat o > 0 sehingga

f(p) < f(m), VpeVnVsim),

dengan Vs(m) menyatakan lingkungan terbuka berjari-jari ¢ di sekitar titik m.

Sebaliknya, fungsi f dikatakan memiliki minimum relatif di titik m € V' apabila
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terdapat 0 > 0 sehingga
f(p) > f(m), VYpeVNVs(m).

Apabila fungsi f memiliki maksimum relatif atau minimum relatif di titik m € V,
maka f dikatakan memiliki nilai ekstrem relatif di titik tersebut (Bartle dan Sherbert;
2000).

Teorema 2.10.1 Jika suatu fungsi kontinu riil f berada pada suatu daerah [k, (], dan
terdiferensialkan pada (k, [), maka terdapat suatu titik m € (k, 1) sehingga

£0) = F8)

7'm) = 55—

(Wu, |[2023)).

Bukti : Misalkan fungsi garis lurus yang melalui dua titik (k, f(k)) dan (I, f(I))
didefinisikan oleh

f{) — f(k)
l—k

Fungsi ¢g(p) merupakan persamaan garis yang menghubungkan kedua titik ujung

g(p) = f(k) + (p— k).

grafik fungsi f(p) pada interval [k, [].

Selanjutnya, definisikan fungsi baru u(p) sebagai

u(p) = f(p) — 9(p).

Karena f(p) dan g(p) keduanya kontinu pada [k, [| dan terdiferensialkan pada (k, 1),
maka h(p) juga kontinu pada [k, [] dan terdiferensialkan pada (k, ().

Hitung nilai /(p) di titik ujung interval:

Dengan mensubstitusikan p = k ke dalam ¢(p), diperoleh:

f{) = f(k)

glk) = flR) + 20—

(k= k) = f(k) + 0= f(k).

Sehingga:
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Dengan cara yang sama,

dan karena

Jadi, h(k) = h(l) = 0.

Karena h(p) memenuhi ketiga syarat Teorema Rolle, maka berdasarkan Teorema
Rolle terdapat setidaknya satu bilangan m € (k, 1) sehingga h'(m) = 0.

Turunkan fungsi h(p):
W (p) = f'(p) — 4'(p)-
Turunan dari fungsi g(p) adalah konstanta:

70) = F (k)

() ==

Substitusikan ke dalam persamaan sebelumnya, maka:

o_mmo_ﬁmn—ﬁ%ggﬁ.
Sehingga diperoleh:

Jadi, terdapat sekurang-kurangnya satu titik m € ([, k) yang memenuhi hubungan
tersebut. Dengan demikian, Teorema Nilai Rata-rata terbukti benar.

Contoh 2.10.1 Buktikan menggunakan TNR untuk menentukan nilai p sehingga
fungsi f(p) = 2v/2p pada interval |2, 8].

Diketahui: f() — f(k)
flm)==———

Sehingga turunan bentuk pertama dari f(p):

1 B
f'(p) =2-5(2p) V2.9 =2p 12
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Substitusikan ke dalam persamaan:

“ip S8 = f(2)
2p 12 — 8—

Hitung nilai fungsi:

Maka:

Sehingga:

2 2 9
TRE V2p P P=3

Dengan demikian, nilai p yang memenuhi teorema nilai rata-rata adalah p = %.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,

Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Tahapan penelitian dalam penelitian adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari konsep dasar limit dan kekontinuan pada fungsi real dan barisan.
2. Memahami konsep fungsi bernilai barisan dalam ruang ¢;.

3. Menelaah literatur mengenai teorema Rolle dan teorema Nilai Rata-rata pada

fungsi bernilai barisan di ruang Banach /.

4. Mengonstruksi definisi dan membuktikan teorema Rolle dan teorema Nilai
Rata-rata pada fungsi bernilai barisan di ruang /.

5. Menganalisis sifat-sifat dasar hasil pembuktian kedua teorema tersebut dalam

norma || - ||;.

6. Membuat kesimpulan dan menyusun implikasi hasil penelitian terhadap

pengembangan analisis fungsional dan ruang ¢, dengan p > 1.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan dan pembuktian yang telah dilakukan pada bab
sebelumnya mengenai Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata pada fungsi
bernilai barisan di ruang ¢;, maka dapat diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Fungsi bernilai barisan pada ruang Banach ¢ didefinisikan sebagai fungsi

f:NCR—=Y4, f(u)=(p1(u),pa(u),ps(u),...),

dengan syarat
Z |pa(u)| < oo untuk setiap u € N.
d=1

Dengan norma

If @)l =) Ipalw,

konsep limit dan kekontinuan fungsi bernilai barisan dapat dirumuskan secara

konsisten dalam ruang /.

2. Fungsi bernilai barisan f : N — ¢; dikatakan kontinu di suatu titik ug € N
apabila
lim || f(u) = f(uo)llr = 0.

U—UQ
Kekontinuan fungsi bernilai barisan berkaitan erat dengan kekontinuan
fungsi-fungsi komponennya serta konvergensi deret yang dibentuk oleh selisih

nilai komponen fungsi tersebut.
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3. Fungsi bernilai barisan f : N — /¢; dikatakan terdiferensialkan di uy € N
apabila limit

f(uo +w) — f(uo)

/ R T
flwo) ==
ada dalam norma || - ||;, dengan

f'(uo) = (P} (o), py(uo), p3(uo), . - .)

dan memenuhi

> 1pa(uo)| < oe.
d=1

Selain itu, keterdiferensialan fungsi bernilai barisan di suatu titik, yang

didefinisikan secara komponen demi komponen dan konvergen dalam norma

4. Teorema Rolle dapat diterapkan pada fungsi bernilai barisan di ruang ¢,

1, menjamin bahwa fungsi tersebut kontinu di titik yang sama.

melalui pendekatan komponen demi komponen. Jika fungsi
filk ] =4

kontinu pada interval tertutup [k, [], terdiferensialkan pada interval terbuka

(k, 1), dan memenuhi

maka untuk setiap komponen p,(u) terdapat suatu titik my € (k, 1) sehingga

ply(mg) = 0.

Dengan demikian, Teorema Rolle berlaku pada fungsi bernilai barisan dalam
pengertian komponen demi komponen di ruang ¢, di mana titik my € (k, 1)

pada masing-masing komponen tidak harus sama untuk setiap indeks d.

5. Teorema Nilai Rata-rata dapat diperluas pada fungsi bernilai barisan di ruang

{1 dalam pengertian komponen demi komponen. Jika
folk ] =6

kontinu pada [k,[|] dan terdiferensialkan pada (k,l), maka untuk setiap
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komponen p,(u) terdapat suatu titik my € (k,[) sedemikian sehingga

pal) — pa(k)

/ _
pd<md> - 1 — k

Hasil ini menunjukkan bahwa Teorema Nilai Rata-rata berlaku pada fungsi
bernilai barisan di ruang ¢, secara komponen demi komponen, dengan titik

mq € (k,1) yang bergantung pada masing-masing komponen fungsi.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian dan kesimpulan yang telah diperoleh, penulis

menyampaikan beberapa saran sebagai berikut:

1. Penelitian ini terbatas pada fungsi bernilai barisan dengan kodomain ruang
Banach /; serta menggunakan pendekatan komponen demi komponen dalam
pembuktian teorema. Pada penelitian selanjutnya disarankan untuk dapat
membahas fungsi bernilai barisan pada ruang ¢,, p > 1, dengan tetap
memperhatikan karakteristik masing-masing ruang dan tanpa langsung

menggeneralisasi hasil yang diperoleh pada ruang ¢;.

2. Dalam penelitian ini, Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata dibuktikan
berdasarkan keberlakuannya pada setiap komponen fungsi. Penelitian lanjutan
dapat mengkaji pendekatan lain, seperti penggunaan konsep turunan Fréchet
atau Gateaux pada ruang Banach, dengan tetap memperhatikan syarat-syarat

yang diperlukan agar hasil yang diperoleh tetap sah secara matematis.

3. Penelitian selanjutnya juga dapat diarahkan pada pengkajian kondisi-kondisi
yang diperlukan agar suatu fungsi bernilai barisan memenuhi sifat kekontinuan
dan keterdiferensialan, khususnya dengan meninjau kemungkinan pelemahan
syarat yang digunakan dalam penelitian ini tanpa menghilangkan keberlakuan

hasil utama.

4. Penulis menyadari bahwa hasil penelitian ini masih memiliki keterbatasan
pada kerangka teoretis tertentu. Dengan demikian, penelitian ini diharapkan
dapat dimanfaatkan sebagai referensi awal bagi pengembangan kajian
analisis fungsional selanjutnya, khususnya terkait perluasan teorema-teorema

diferensial klasik pada fungsi bernilai barisan.
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