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ABSTRAK 

 

 

DERIVATIF FUNGSI-FUNGSI BERNILAI BARISAN 𝒍𝟐 

 
 

Oleh 

 

 

ADELIA ASSIVA 

 

 

 

Ruang 𝑙2 merupakan himpunan semua barisan bilangan real (atau kompleks) yang 

kuadratnya dapat dijumlahkan hingga konvergen. Dalam konteks ini, fungsi 
𝑓: 𝑅 → 𝑙2 dikaji dari segi keberadaan dan sifat-sifat turunannya. Definisi turunan 

yang digunakan mengikuti pendekatan limit. Hasil utama menunjukkan bahwa 
jika setiap komponen fungsi 𝑓𝑛(𝑥) terdiferensialkan dan norma dari turunan 

komponen-komponen tersebut membentuk barisan kuadrat-terjumlah, maka 

fungsi-fungsi terdiferensialkan dalam 𝑙2. Selain itu, membahas keterhubungan 
antara keteraturan fungsi, kekontinuan norma, dan kelengkapan ruang 𝑙2. Studi ini 

memberikan dasar teoretis penting dalam analisis fungsional, khususnya untuk 
aplikasi pada persamaan diferensial dalam ruang barisan. 

Kata Kunci  : Derivatif, fungsi, barisan 𝑙2, norma. 



 

 
 

 
ABSTRACT 

 

 

DERIVATIVE FUNCTION ON 𝒍𝟐 VALUED SEQUENCE 

 

 

By 

 

 

ADELIA ASSSIVA 

 

 

 

The 𝑙2 space is the set of all sequences of real (or complex) numbers whose 

squares can be summed up to convergence. In this context, the function 𝑓: 𝑅 → 𝑙2 
is studied in terms of the existence and properties of its derivatives. The definition 
of the derivative follows the limit approach. The main result shows that if each 

component of the function 𝑓𝑛(𝑥) is differentiable and the norms of the derivatives 

of these components form a sum-square sequence, then the functions are 

differentiable in 𝑙2. In addition, the relationship between the regularity of the 
function, the continuity of the norm, and the completeness of the 𝑙2 space is 

demonstrated. This study provides an important theoretical foundation in 

functional analysis, especially for applications to differential equations in 

sequence spaces. 

Keywords  : Derivative, function, 𝑙2 sequence, norm. 
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Kalkulus diferensial adalah salah satu cabang dari kalkulus yang berkaitan
dengan studi tentang laju perubahan suatu kuantitas. Objek utama yang di-
pelajari dalam kalkulus diferensial adalah derivatif, konsep-konsep terkait
seperti diferensial, dan penerapannya. Derivatif suatu fungsi pada nilai in-
put yang dipilih menggambarkan laju perubahan fungsi di sekitar nilai input
tersebut. Proses untuk menemukan turunan disebut diferensiasi. Untuk fung-
si bernilai riil dari satu variabel riil, derivatif suatu fungsi pada suatu titik
umumnya menentukan pendekatan linear terbaik untuk fungsi tersebut di ti-
tik itu (Atangana, 2015).

Dalam perkembangannya, Isaac Newton (1643–1727) dan Gottfried Leib-
niz (1646–1716) memberikan pendekatan terpadu terhadap diferensiasi dan
derivatif. Untuk ide-ide mereka tentang derivatif, baik Newton maupun Le-
ibniz membangun dari karya-karya sebelumnya oleh matematikawan seper-
ti Isaac Barrow (1630–1677), René Descartes (1596–1650), Christian Hu-
ygens (1629–1695), dan lainnya. Isaac Barrow umumnya dianggap sebagai
pengembang awal turunan. Meskipun demikian, Newton dan Leibniz tetap
menjadi tokoh kunci dalam sejarah diferensiasi, karena Newton adalah yang
pertama menerapkan diferensiasi dalam fisika teoretis, sementara Leibniz se-
cara sistematis mengembangkan banyak notasi yang masih digunakan hingga
saat ini (Atangana, 2015).

Derivatif adalah konsep fundamental kalkulus yang mengukur laju perubahan
suatu fungsi dengan aplikasi luas seperti di bidang fisika, ekonomi, teknik,
dan ilmu komputer. Menurut Strang & Herman (2016), derivatif memberikan
turunan dari suatu fungsi pada setiap titik dalam domain fungsi asli yang
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turunannya didefinisikan, misalkan f adalah sebuah fungsi. Turunan dari f ,
yang dilambangkan sebagai f ′(x), adalah sebuah fungsi yang didefinisikan
pada semua titik x di mana limit berikut ini ada:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

Jika f ′(x) ada untuk semua x dalam interval terbuka (a, b) maka f ′(x) juga
dapat diturunkan pada interval tertutup [a, b].

Pada tahun 2012, Naimah melakukan penelitian tentang derivatif, yaitu meng-
analisis fungsi derivatif ruang benilai real. Mindarsih (2018) juga menganali-
sis tentang derivatif norma-norma pada skripsinya. Kemudian, Asyhar (2018)
melakukan penelitian tentang derivatif dalam menganalisis keuntungan mak-
simum. Namun, sampai saat ini belum ada peneliti yang mengkaji tentang
derivatif fungsi bernilai barisan. Berdasarkan latar belakang tersebut, penulis
akan melakukan penelitian tentang derivatif fungsi bernilai barisan di l2.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Mendefinisikan derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan l2.

2. Menyelidiki sifat-sifat dasar derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan l2.

3. Mendefinisikan nilai minimal dan maksimal fungsi bernilai barisan l2.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah:

1. Menambah pengetahuan tentang konsep derivatif suatu fungsi

2. Memahami konsep dan sifat-sifat derivatif dalam fungsi bernilai barisan
l2.

3. Memberikan informasi tentang nilai maksimal dan minimal dari suatu
fungsi bernilai barisan.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Fungsi dan Limit

Dalam kalkulus, fungsi adalah himpunan pasangan terurut (x, y) yang ni-
lainya bergantung pada x. Sedangkan limit adalah nilai pendekatan fungsi
tertentu. Limit merupakan salah satu pokok bahasan dalam kalkulus.

Definisi 2.1.1 (Bartle & Sherbert, 2000)

Diberikan fungsi f : A ⊆ R → R dan c adalah titik cluster dari A. Bilangan
L ∈ R disebut limit fungsi f di c, jika untuk setiap bilangan ε > 0 terdapat
δ > 0 sedemikian sehingga untuk setiap x ∈ A dengan 0 < |x − c| < δ,
maka |f(x) − L| < ε. Limit fungsi f dengan nilai L pada definisi di atas
dapat dituliskan sebagai limx→c f(x) = L.

Contoh 2.1.1

Misalkan f : A ⊆ R → R, c adalah titik cluster dari A, dan f(x) = b untuk
semua x ∈ A. Akan ditunjukkan bahwa

lim
x→c

f(x) = b.

Jika diambil sembarang ε > 0, terdapat δ > 0, misalkan δ = 1. Maka 0 <

|x− c| < δ, diperoleh

|f(x)− b| = |b− b| = 0 < ε.

Karena |f(x)− b| < ε, maka dari definisi diperoleh

lim
x→c

f(x) = b.
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Definisi 2.1.2 (Darmawijaya, 2006)

Diketahui α ∈ R dan dua fungsi: f : Df ⊆ R → R g : Dg ⊆ R → R dengan
Df ∩Dg ̸= ∅. Fungsi αf, f+g, fg, dan f

g
didefinisikan berturut-turut sebagai

berikut:

1. (αf)(x) = αf(x), untuk setiap x ∈ Df .

2. (f + g)(x) = f(x) + g(x), untuk setiap x ∈ Df ∩Dg.

3. (fg)(x) = f(x) · g(x), untuk setiap x ∈ Df ∩Dg.

4.
(

f
g

)
(x) = f(x)

g(x)
, untuk setiap x ∈ Df ∩Dg \ {x ∈ Dg : g(x) = 0}.

Contoh 2.1.2

Diberikan fungsi f : [0, 2) → R dengan rumus f(x) = x2 + 2x + 2 dan
g : (1, 3] → R dengan rumus g(x) = x, maka f + g dan fg berturut-turut
mempunyai rumus:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = (x2 + 2x+ 2) + x = x2 + 3x+ 2

(fg)(x) = f(x)g(x) = (x2 + 2x+ 2)x = x(x2 + 2x+ 2) = x3 + 2x2 + 2x.

Dengan:

Df+g = Dfg = Df ∩Dg = [0, 2) ∩ (1, 3] = (1, 2).

Teorema 2.1.1 (Parzynski & Zipse, 1982)

Jika L = limx→a f(x) dan G = limx→a g(x), maka

lim
x→a

(
f(x) + g(x)

)
= L+G.

Bukti:

Misalkan diambil bilangan ε > 0. Karena L = limx→a f(x), terdapat δ1 > 0

sedemikian sehingga jika 0 < |x− a| < δ1, maka

|f(x)− L| < ε

2
.

Karena G = limx→a g(x), terdapat δ2 > 0 sedemikian sehingga jika 0 <
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|x− a| < δ2, maka
|g(x)−G| < ε

2
.

Misalkan δ = min(δ1, δ2). Jika 0 < |x− a| < δ, maka∣∣(f(x) + g(x))− (L+G)
∣∣ = ∣∣(f(x)− L) + (g(x)−G)

∣∣
dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, diperoleh∣∣(f(x)− L) + (g(x)−G)

∣∣ ≤ |f(x)− L|+ |g(x)−G|.

Karena |f(x)− L| < ε
2

dan |g(x)−G| < ε
2
, maka

|f(x) + g(x)− (L+G)| < ε

2
+

ε

2
= ε.

Sehingga, berdasarkan definisi limit

lim
x→a

(
f(x) + g(x)

)
= L+G.

Maka Teorema 2.1.1 terbukti. ■

Definisi 2.1.3 (Bartle & Sherbert, 2000)

Diberikan fungsi f [a, b] → R.

1. Fungsi f dikatakan mempunyai limit kanan di c, jika terdapat L ∈ R,
sehingga untuk sebarang bilangan ε > 0 terdapat δ > 0 dengan sifat untuk
setiap x ∈ [a, b), c < x < c+ δ, berlaku |f(x)− L| < ε dan dituliskan

lim
x→c+

f(x) = L

2. Fungsi f dikatakan mempunyai limit kiri di c, jika terdapat K ∈ R, se-
hingga untuk sebarang bilangan ε > 0 terdapat δ > 0 dengan sifat untuk
setiap x ∈ (a, b], c− δ < x < c, berlaku |f(x)−K| < ε dan dituliskan

lim
x→c−

f(x) = K

Berdasarkan Definisi 2.1.3, jika fungsi f mempunyai limit kanan untuk setiap
x ∈ [a, b), dituliskan f(c+) = limx→c+ f(x). Dan jika fungsi f mempunyai
limit kiri untuk setiap x ∈ (a, b], dituliskan f(c−) = limx→c− f(x).
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Contoh 2.1.3

1. Akan ditentukan limx→0 f(x)

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x2 = 0

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x = 0

Karena limit kiri sama dengan limit kanan, maka

lim
x→0

f(x) = 0

2. Akan ditentukan limx→1 f(x)

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

x = 1

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

1 + x

2
= 2

Karena limit kiri ̸= limit kanan, maka

lim
x→1

f(x) tidak ada.

Teorema 2.1.2 (Purcell dkk., 2010)

Misalkan f adalah fungsi yang didefinisikan pada suatu interval I yang me-
muat titik c. Jika f(c) merupakan nilai ekstrem (maksimum atau minimum),
maka c harus merupakan titik kritis dari f , yang berarti bahwa c adalah salah
satu dari berikut:

1. Titik ujung interval I ,

2. Titik stasioner, yaitu titik di mana turunan pertama f ′(c) bernilai nol, atau

3. Titik singular, yaitu titik di mana turunan f ′(c) tidak ada.

Bukti:

Misalkan f(c) adalah nilai maksimum dari f pada interval I dan c bukan titik
ujung ataupun titik singular. Kita ingin membuktikan bahwa c merupakan
titik stasioner, yaitu f ′(c) = 0.

Karena f(c) adalah nilai maksimum, maka untuk setiap x dalam I berlaku
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f(x) ≤ f(c)

Sehingga, dapat dituliskan

f(x)− f(c) ≤ 0.

Jika x < c, sehingga x− c < 0, maka

f(x)− f(c)

x− c
≥ 0.

Sebaliknya, jika x > c, maka

f(x)− f(c)

x− c
≤ 0.

Karena c bukan titik singular, turunan f ′(c) ada. Dengan mengambil limit
saat x → c− pada persamaan pertama dan x → c+ pada persamaan kedua,
diperoleh

f ′(c) ≥ 0 dan f ′(c) ≤ 0.

Dari kedua ketidaksamaan ini, dapat disimpulkan bahwa

f ′(c) = 0.

Dengan demikian, c adalah titik stasioner. ■

Definisi 2.1.4 (Purcell dkk., 2010)

Fungsi f merupakan suatu aturan korespondensi yang mengaitkan setiap ele-
men x dari suatu himpunan ke elemen-elemen dalam himpunan hasil berupa
f(x). Himpunan nilai-nilai yang dihasilkan ini disebut sebagai daerah hasil
dari fungsi tersebut.

Definisi 2.1.5

Misalkan f didefinisikan pada suatu interval terbuka yang memuat titik x.
Fungsi f dikatakan kontinu di titik x jika limx→x0 f(x) = f(x0) atau dengan
kata lain limx→x0 f(x), ∀n ∈ N
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Definisi 2.1.6

Misalkan terdapat dua fungsi f(x) dan g(x), maka relasi pertidaksamaan an-
tar fungsi tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut:

1. f(x) = g(x) ⇔ fn(x) = gn(x) untuk setiap n ∈ N;

2. f(x) > g(x) ⇔ fn(x) > gn(x) untuk setiap n ∈ N;

3. f(x) ≥ g(x) ⇔ fn(x) ≥ gn(x) untuk setiap n ∈ N;

4. f(x) < g(x) ⇔ fn(x) < gn(x) untuk setiap n ∈ N;

5. f(x) ≤ g(x) ⇔ fn(x) ≤ gn(x) untuk setiap n ∈ N.

Teorema 2.1.2

Misalkan f kontinu pada interval [m,n]. Maka f terbatas pada [m,n].

2.2 Derivatif

Derivatif atau yang biasa disebut dengan diferensial merupakan perhitungan
terhadap suatu nilai fungsi karena perubahan nilai variabel. Dengan kata lain
proses menetukan turunan suatu fungsi disebut diferensial. Berdasarkan de-
finisi, turunan fungsi f adalah fungsi lain f ′′ yang nilainya pada sembarang
bilangan x adalah

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

Asalkan limit ini ada dan bukan ∞ dan -∞ (Purcell dkk., 2010).

Teorema 2.2.1 (Alwi, 2021)

Diberikan interval [a, b] ⊆ R, c ∈ [a, b], serta fungsi f : [a, b] → R dan fungsi
g : [a, b] → R keduanya terdiferensial di titik c.

1. Untuk setiap α ∈ R, fungsi αf terdiferensial di titik c, dan

(αf)′(c) = αf ′(c).
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2. Fungsi f + g terdiferensial di titik c, dan

(f + g)′(c) = f ′(c) + g′(c).

3. Fungsi fg terdiferensial di titik c, dan

(fg)′(c) = f ′(c)g(c) + f(c)g′(c).

4. Jika g(c) ̸= 0, maka fungsi f
g

terdiferensial di titik c, dan

(
f

g

)′

(c) =
f ′(c)g(c)− f(c)g′(c)

(g(c))2
.

Bukti:

Ambil sembarang interval [a, b] ⊆ R, dan c ∈ [a, b]. Diketahui fungsi f :

[a, b] → R dan fungsi g : [a, b] → R keduanya terdiferensial di titik c.

1. Misalkan h = αf , maka untuk setiap x ∈ [a, b] dengan x ̸= c diperoleh

h(x)− h(c)

x− c
=

αf(x)− αf(c)

x− c
.

Dengan mengambil limit,

lim
x→c

h(x)− h(c)

x− c
= α lim

x→c

f(x)− f(c)

x− c
= αf ′(c).

Karena h = αf , maka diperoleh (αf)′(c) = αf ′(c).

2. Misalkan h = f + g, maka definisi turunan memberikan

h′(c) = lim
x→c

h(x)− h(c)

x− c

Karena h(x) = f(x) + g(x), maka

h(x)− h(c) = (f(x) + g(x))− (f(c) + g(c))

= (f(x)− f(c)) + (g(x)− g(c))

Sehingga,

h(x)− h(c)

x− c
=

f(x)− f(c)

x− c
+

g(x)− g(c)

x− c
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Dengan mengambil limit kedua ruas, diperoleh

lim
x→c

h(x)− h(c)

x− c
= lim

x→c

(
f(x)− f(c)

x− c
+

g(x)− g(c)

x− c

)
= lim

x→c

f(x)− f(c)

x− c
+ lim

x→c

g(x)− g(c)

x− c

= f ′(c) + g′(c)

Jadi, terbukti bahwa

(f + g)′(c) = f ′(c) + g′(c).

3. Misalkan h = fg, maka untuk setiap x ∈ [a, b] dengan x ̸= c diperoleh

h(x)− h(c)

x− c
=

f(x)g(x)− f(c)g(c)

x− c
.

Dengan manipulasi aljabar,

f(x)g(x)− f(c)g(x) + f(c)g(x)− f(c)g(c)

x− c

=
f(x)− f(c)

x− c
g(x) + f(c)

g(x)− g(c)

x− c
.

Mengambil limit,

lim
x→c

h(x)− h(c)

x− c
= lim

x→c

(
f(x)− f(c)

x− c
g(x) + f(c)

g(x)− g(c)

x− c

)
.

Dengan sifat limit,

h′(c) = f ′(c)g(c) + f(c)g′(c).

Karena h = fg, maka diperoleh (fg)′(c) = f ′(c)g(c) + f(c)g′(c).

Definisi 2.2.1 (Bartle & Sherbert, 2000)

Diberikan fungsi f [a, b] → R dan titik c ∈ (a, b). Bilangan L ∈ R disebut
derivatif fungsi f di titik c jika untuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sehingga
untuk setiap x ∈ [a, b] dengan 0 < |x− c| < δ, berlaku∣∣∣∣f(x)− f(c)

x− c
− L

∣∣∣∣ < ε
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Bilangan L disebut turunan fungsi f di titik c dan ditulis dengan f ′(c) = L.
Derivatif fungsi f di titik c diberikan dengan

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c

Fungsi f dikatakan diferensiabel pada [a, b] jika f mempunyai turunan di
setiap titik c ∈ [a, b]. Selanjutnya, fungsi f dikatakan diferensiabel kontinu
pada [a, b] jika f mempunyai turunan di setiap titik c ∈ (a, b) dan f ′ kontinu
pada [a, b]. Himpunan fungsi-fungsi yang diferensiabel kontinu pada [a, b]

ditulis C1[a, b].

Contoh 2.2.1

Akan ditentukan derivatif f(x) = x2 untuk x ∈ R. Misalkan c ∈ R, maka

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
= lim

x→c

x2 − c2

x− c
= lim

x→c

(x− c)(x+ c)

x− c

Karena x ̸= c, maka x− c dapat disederhanakan menjadi

f ′(c) = lim
x→c

(x+ c) = 2c

Jadi, dalam hal ini, fungsi f ′(x) didefinisikan di semua R dan f ′(x) = 2x

untuk x ∈ R.

Misalkan diambil nilai c = 3, didapat turunan fungsi f di titik c = 3 adalah

f ′(3) = 2 · 3 = 6

Definisi 2.2.2 (Stewart, 2002)

Turunan fungsi f adalah f ′ (dibaca “f aksen”) yang nilainya sebarang pada
bilangan c adalah

f ′(c) = lim
h→0

f(c+ h)− f(c)

h
.

Asalkan limit ini ada.



12

Contoh 2.2.2

Misalkan a, c ∈ R adalah konstanta. Hitung turunan dari fungsi konstan
f(x) = c pada x = a.

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= lim

h→0

c− c

h
= lim

h→0

0

h
= 0.

Jadi, turunan dari fungsi konstan adalah 0.

Teorema 2.2.1 (Stewart, 2002)

Jika f ′(c) ada, maka f kontinu di c.

Bukti:

Untuk menunjukkan bahwa limx→c f(x) = f(c), diperhatikan bahwa

f(x) = f(c) +
f(x)− f(c)

x− c
· (x− c), x ̸= c.

Dengan demikian,

lim
x→c

f(x) = lim
x→c

[
f(c) +

f(x)− f(c)

x− c
· (x− c)

]
= lim

x→c
f(c) + lim

x→c

f(x)− f(c)

x− c
· lim
x→c

(x− c)

= f(c) + f ′(c) · 0
= f(c).

■

2.3 Barisan

Barisan merupakan suatu runtutan angka atau bilangan dari kiri ke kanan
dengan pola serta aturan tertentu. Berikut akan dijelaskan definisi, teorema,
dan contoh-contoh barisan.

Definisi 2.3.1 (Bartle & Sherbert, 2000)

Jika X : N → R adalah barisan bilangan real, maka nilai fungsi X di n ∈ N
dinotasikan sebagai (xn).
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Contoh 2.3.1

Diberikan barisan (xn) =
(
1
n

)
dengan n = 1, 2, 3, . . .. Sehingga

(
1
n

)
={

1, 1
2
, 1
3
, . . .

}
merupakan barisan bilangan real.

Definisi 2.3.2 (Bartle & Sherbert, 2000)

Barisan bilangan real (xnn ∈ N) dikatakan konvergen ke x ∈ R, atau limit
dari (xnn ∈ N), jika untuk setiap ε > 0 terdapat bilangan asli N sedemikian
sehingga untuk semua n ≥ N , berlaku

|xn − x| < ε.

Pernyataan bahwa barisan bilangan real X konvergen atau menuju x dapat
ditulis sebagai

lim
n→∞

xn = x atau xn → x.

Titik x disebut titik limit dari barisan (xn).

Definisi 2.3.3 (Darmawijaya, 2006)

Jika barisan bilangan real {an} konvergen untuk n → ∞, maka limitnya
tunggal.

Bukti:

Misalkan barisan {an} memiliki limit k dan a. Maka, untuk sebarang bilang-
an real ϵ > 0, terdapat bilangan asli n′ dan n′′ sehingga

1. Untuk setiap bilangan asli n ≥ n′, berlaku |an − k| < ϵ.

2. Untuk setiap bilangan asli n ≥ n′′, berlaku |an − a| < ϵ
2
.

Selanjutnya diambil bilangan asli n0 = max{n′, n′′}. Untuk setiap bilangan
asli n ≥ n0, berlaku

|k − a| ≤ |k − an + an − a| ≤ |an − k|+ |an − a| < ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

atau terbukti bahwa k = a. (limit barisan tunggal). ■

Teorema 2.3.1 (Martono, 1984)

Setiap barisan bilangan real yang konvergen adalah terbatas.
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Bukti:

Misalkan barisan bilangan real (xn) terbatas, yaitu |xn| ≤ M untuk setiap n.
Karena barisan (xn) konvergen ke α, ada n0 sehingga untuk n > n0, berlaku
|xn − α| < 1. Dengan demikian, kita dapatkan

|xn| ≤ |xn − α|+ |α| < 1 + |α|

untuk setiap n > n0. Dengan memilih M = max(|x1|, |x2|, . . . , |xn0|, |α| +
1), maka untuk setiap n berlaku |xn| ≤ M , yang menunjukkan bahwa barisan
(xn) terbatas. ■

Definisi 2.3.4 (Darmawijaya, 2006)

Diketahui fungsi fk : D ⊆ R → R untuk setiap k ∈ N. Definisi berikut
berlaku:

1. Barisan fungsi {fk} dikatakan konvergen di titik t ∈ D jika barisan bi-
langan real {fk(t)} konvergen.

2. Barisan fungsi {fk} dikatakan konvergen pada A ⊆ D jika barisan bilang-
an real {fk(t)} konvergen untuk setiap t ∈ A.

Contoh 2.3.4

1. Untuk setiap k ∈ N diketahui fk(x) = a2

a2+k2x2 dengan a ̸= 0. {fk(x)}
merupakan barisan fungsi dan {fk(x)} merupakan barisan bilangan untuk
setiap x ∈ R.

lim
k→∞

fk(x) =
a2

a2 + k2x2
= 0,

untuk setiap x ∈ R. Jadi barisan fungsi {fk} konvergen ke 0 di setiap
x ∈ R. Dengan kata lain barisan fungsi {fk} konvergen ke fungsi f pada
R dengan f(x) = 0 untuk setiap x ∈ R.

2. Diketahui fn(x) = nx untuk 0 ≤ x < 1
n

dan fn(x) = 1 untuk 1
n

≤
x ≤ 1. Fungsi {fn} konvergen ke fungsi f pada [0, 1] dengan f(x) = 0

dan f(x) = 1 untuk x ∈ (0, 1]. Diketahui fk : D → R untuk setiap
k ∈ N. Barisan fungsi {fk} konvergen pada A ⊂ D jika terdapat fungsi
f : D → R sehingga
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lim
k→∞

fk(t) = f(t),

Untuk setiap t ∈ A. Artinya untuk setiap t ∈ A barisan bilangan nyata
{fk(t)} konvergen ke bilangan nyata f(t). Dalam hal ini dikatakan barisan
fungsi {fk} konvergen ke fungsi f pada A atau barisan fungsi {fk} konver-
gen ke f di A (titik demi titik di A).

2.4 Ruang Barisan

Definisi 2.4.1 (Darmawijaya, 2007)

Diberikan ω, yaitu koleksi semua barisan bilangan real, sehingga

ω = {x̄ = {xk}xk ∈ R}.

1. Untuk setiap bilangan real p dengan 1 ≤ p ≤ ∞, didefinisikan

lp =

{
x = {xj} ∈ ω

∞∑
j=1

|xj|p < ∞

}
,

dan norm pada lp adalah

∥x∥p =

(
∞∑
j=1

|xj|p
)1/p

, 1 ≤ p < ∞.

2. Untuk p = 1, didefinisikan

l1 =

{
x = {xj} ∈ ω

∞∑
j=1

|xj| < ∞

}
,

dan norm pada l1 adalah

∥x∥1 =
∞∑
j=1

|xj|.

3. Untuk p = ∞, didefinisikan

l∞ =

{
x = {xj} ∈ ω sup

j≥1
|xj| < ∞

}
,
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dan norm pada l∞ adalah

∥x∥∞ = sup
j≥1

|xj|.

Definisi 2.4.2 (Kizmaz, 1981)

Himpunan dari barisan bilangan disebut ruang barisan ℓp apabila memenuhi
syarat berikut

ℓp = {x̃ = (xn) ⊂ R
∞∑
n=1

|xn|p < ∞}

ℓp koleksi barisan bilangan yang
∑∞

n=1 |xn|p < ∞.

ℓp(∆) = {x̃ = (xn)∆x ∈ ℓp}

ℓp(∆) koleksi barisan bilangan yang ∆x ∈ ℓp.

ℓp(∆
2) = {x̃ = (xn)∆

2x ∈ ℓp}

ℓp(∆
2) koleksi barisan bilangan yang ∆2x ∈ ℓp.

2.5 Ruang Vektor

Definisi 2.5.1 (Maddox, 1970)

Ruang vektor adalah himpunan tak kosong X yang dilengkapi dengan fung-
si penjumlahan (+) : X → X dan fungsi perkalian skalar (·) : F → X

sehingga untuk setiap skalar λ, µ dan elemen x, y, z ∈ X berlaku

1. x+ y = y + x (komutatif)

2. (x+ y) + z = x+ (y + z) (asosiatif)

3. Terdapat 0 ∈ X sehingga ∀x ∈ X, x+ 0 = x (elemen identitas)

4. ∀x ∈ X , terdapat −x ∈ X sehingga x+ (−x) = 0 (elemen invers)

5. 1 · x = x

6. λ(x+ y) = λx+ λy (distributif)

7. (λ+ µ)x = λx+ µx (distributif)

8. λ(µx) = (λµ)x.
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Definisi 2.5.2 (Darmawijaya, 2007)

Diketahui (V,+) grup komutatif dan (F,⊕, ·) lapangan dengan elemen iden-
titas 1. V disebut ruang vektor (vector space) atas F jika ada operasi luar ∗
antara keduanya sehingga untuk setiap x ∈ V dan α ∈ F memenuhi sifat-
sifat:

1. α ∗ (x + y) = α ∗ x + α ∗ y

2. (α⊕ β) ∗ x = α ∗ x + β ∗ x

3. (α · β) ∗ x = α ∗ (β ∗ x)

4. 1 ∗ x = x, untuk setiap x, y ∈ V dan α, β ∈ F .

Contoh 2.5.1

1. Diberikan V = C[a, b], yaitu koleksi semua fungsi kontinu dari [a, b] ke
R. Operasi penjumlahan (+) pada C[a, b] didefinisikan sebagai berikut:
Untuk setiap f, g ∈ C[a, b], fungsi f + g didefinisikan sebagai:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈ [a, b].

Maka V merupakan grup komutatif, dengan (−f)(x) = −f(x) untuk
setiap x ∈ [a, b]. Jika untuk setiap f ∈ V dan α ∈ R didefinisikan fungsi
αf dengan rumus:

(αf)(x) = αf(x), x ∈ [a, b],

maka dapat dilihat bahwa αf ∈ V .

2. Diberikan bilangan asli n (tetap) dan dibentuk:

Rn = {x⃗ = (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n}.

Operasi penjumlahan dan operasi perkalian skalar didefinisikan sebagai
berikut:

a. Operasi Penjumlahan

x⃗+ y⃗ = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

untuk setiap x⃗ = (x1, x2, . . . , xn), y⃗ = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn.



18

b. Operasi Perkalian Skalar

αx = (αx1, αx2, . . . , αxn)

untuk setiap α ∈ R dan x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn.

Dapat diperlihatkan bahwa Rn merupakan ruang vektor real.

3. B[a, b], yaitu koleksi semua fungsi bernilai real yang terbatas pada [a, b],
merupakan ruang vektor real terhadap operasi-operasi:

a. Operasi Penjumlahan

(f + g)(x) = f(x) + g(x), f, g ∈ B[a, b], x ∈ [a, b].

b. Operasi Perkalian Skalar

(αf)(x) = αf(x), α ∈ R, f ∈ B[a, b].

4. Jika S menyatakan koleksi semua barisan bilangan kompleks dan operasi
jumlah dan perkalian skalar didefinisikan sebagai berikut:

a. Operasi Penjumlahan

{zn}+ {wn} = {zn + wn}, {zn}, {wn} ∈ S.

b. Operasi Perkalian Skalar

α{zn} = {αzn}, α ∈ C, {zn} ∈ S.

Maka dapat ditunjukkan bahwa S merupakan ruang vektor kompleks.

Teorema 2.5.1 (Darmawijaya, 2007)

Jika V suatu ruang vektor atas lapangan F, maka berlaku pernyataan-pernyataan
berikut:

1. Untuk setiap x, y ∈ V terdapat tepat satu z ∈ V sehingga x + z = y

2. Jika z ∈ V dan z + z = z, maka z = 0.

3. α0 = 0 untuk setiap skalar α.

4. 0x = 0 untuk setiap x ∈ V .

5. (−1)x = −x untuk setiap x ∈ V .

6. Jika α suatu skalar dan x ∈ V sehingga αx = 0, maka α = 0 atau x = 0.
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Bukti:

1. Diberikan sembarang x,y ∈ V . Karena V merupakan grup, maka terdapat

−z ∈ V sehingga y − x = y + (−z) ∈ V.

Selanjutnya, jika diambil z = y − x, maka diperoleh

x+ z = y.

2. Diketahui z ∈ V sehingga z + z = z. Karena V merupakan grup dan
z ∈ V , maka terdapat −z ∈ V sehingga −z+ z = 0. Akibatnya,

z+ z = z

⇐⇒ −z+ (z+ z) = −z+ z

⇐⇒ (−z+ z) + z = 0+ z

⇐⇒ 0+ z = z

⇐⇒ z = 0.

3. Untuk sembarang skalar α, diperoleh

α0 = α(0+ 0) = α0+ α0.

Jadi menurut (2) diperoleh α0 = 0.

4. Untuk sembarang x ∈ V , diperoleh

0x = (0 + 0)x = 0x+ 0x.

Menurut (2) diperoleh 0x = 0.

5. Untuk sembarang x ∈ V diperoleh

(−1)x+ x = (−1 + 1)x = 0x = 0,

artinya (−1)x = −x.

6. Diketahui αx = 0. Apabila α ̸= 0, maka terdapat α−1 ∈ F sehingga
α−1α = 1. Akibatnya, diperoleh

α−1(αx) = α−10 ⇐⇒ (α−1α)x = 0 ⇐⇒ 1x = 0 ⇐⇒ x = 0.
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2.6 Ruang Bernorm

Definisi 2.6.1 (Darmawijaya, 2007)

Ruang linear dikatakan bernorma jika terdapat fungsi ∥ · ∥ : U → R yang
memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. ∥u∥ ≥ 0 untuk setiap u ∈ U ;
∥u∥ = 0 jika dan hanya jika u = 0.

2. ∥αu∥ = |α| · ∥u∥ untuk setiap α ∈ R dan u ∈ U .

3. ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ untuk setiap u, v ∈ U .

Sehingga, bilangan non-negatif ∥x∥ disebut norm vektor x, dengan notasi
(X, ∥ · ∥).

Teorema 2.6.1 (Darmawijaya, 2007)

Ruang bernorm terhadap norm ∥ · ∥p merupakan ruang barisan ℓp dengan
1 ≤ p < ∞

Bukti:

Diberikan sebarang x̃ = (xn), ỹ = (yn) ∈ ℓp dengan 1 ≤ p < ∞ dan skalar
α, sehingga diperoleh

1. ∥x̃∥p = (
∑∞

n=1 |xn|p)1/p ≥ 0 karena |xn| ≥ 0 untuk setiap n.
∥x̃∥p = (

∑∞
n=1 |xn|p)1/p = 0 ⇐⇒ |xn| = 0∀n ⇐⇒ x̃ = {0} = 0̃.

2. ∥αx̃∥p = (
∑∞

n=1 |αxn|p)1/p = |α| (
∑∞

n=1 |xn|p)1/p = |α|∥x̃∥p.
Jelas bahwa ∥αx̃∥p < ∞.

3. ∥x̃+ ỹ∥p = (
∑∞

n=1 |xn + yn|p)1/p ≤ (
∑∞

n=1 |xn|p)1/p+(
∑∞

n=1 |yn|p)
1/p

=

∥x̃∥p + ∥ỹ∥p.
Karena ∥x̃∥p dan ∥ỹ∥p keduanya terhingga, maka ∥x̃+ ỹ∥p < ∞.

Berdasarkan poin 1, 2, dan 3, terbukti bahwa ℓp merupakan ruang linear dan
norm ∥ · ∥p pada norm ℓp. Jadi, (ℓp, ∥ · ∥p) adalah ruang bernorm. ■

Teorema 2.6.2 (Bartle & Sherbert, 2000)

Barisan Cauchy merupakan barisan yang konvergen di dalam ruang bernorm
(X, ∥ · ∥).
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Bukti:

Diberikan barisan (xn) ∈ X dengan limn→∞ xn = x dan ϵ > 0, maka terda-
pat suatu N ∈ N sedemikian sehingga berlaku

d(x, xn) <
ϵ

2
untuk setiap n ≥ N.

Akibatnya, untuk m,n ≥ N , berlaku

d(xm, xn) ≤ d(x, xm) + d(x, xn) <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ.

Dengan demikian, (xn) adalah barisan Cauchy yang konvergen di dalam ru-
ang bernorm (X, ∥ · ∥), karena d(xm, xn) < ϵ untuk setiap m,n ≥ N , yang
menunjukkan bahwa barisan (xn) terkonvergensi terhadap x. ■



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025 di Ju-
rusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Univer-
sitas Lampung yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonego-
ro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka, yaitu de-
ngan mengkaji buku-buku dan jurnal-jurnal yang berkaitan dengan penelitian
ini. Adapun langkah – langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah
sebagai berikut :

1. Melakukan literature review tentang derivatif, ruang vektor, dan ruang ba-
risan l2 dari buku, jurnal, dan lain-lain.

2. Menentukan fungsi-fungsi yang akan diderivatifkan.

3. Menganalisis derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan l2.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya, maka dapat di-
buat kesimpulan sebagai berikut:

1. Diberikan fungsi-fungsi f̄ : [a, b] → R∞. Turunan fungsi f̄ ditulis df̄
dx

∈ l2

f̄ ′(c) = lim
h→0

f̄(c+ h)− f̄(c)

h

asalkan limit ada, bukan ∞ atau −∞, dan(
∞∑
n=1

∣∣∣∣df̄dx
∣∣∣∣2
) 1

2

< ∞

2. Jika f̄ dan ḡ adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka

a. (f̄ + ḡ)′(x) = f̄ ′(x) + ḡ′(x)

b. (f̄ − ḡ)′(x) = f̄ ′(x)− ḡ′(x)

c. (f̄ · ḡ)′(x) = f̄(x)ḡ′(x) + ḡ(x)f̄ ′(x)

3. Jika f̄ dan ḡ adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan dengan ḡ(x) ̸=
0, maka (

f̄

ḡ

)′

(x) =
ḡ(x)f̄ ′(x)− f̄(x)ḡ′(x)

ḡ2(x)

4. f̄(x) mempunyai maksimal dan minimal pada [a, b] jika df̄
dx

= 0 pada x ∈
[a, b] dan x sebagai titik kritis.

5. Misalkan f̄ ′′ dan f̄ ′′′ ada pada setiap titik interval terbuka (a, b) yang me-
muat c, dan misalkan f̄ ′(c) = 0.

1. Jika f̄ ′′ < 0, maka f̄(c) adalah nilai maksimum lokal f̄ .
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2. Jika f̄ ′′ > 0, maka f̄(c) adalah nilai minimum lokal f̄ .

5.2 Saran

Disarankan kepada para peneliti yang akan datang untuk mengembangkan
penelitian terhadap derivatif parsial fungsi-fungsi bernilai barisan lainnya.
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