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ABSTRACT

BI-DERIVASI JORDAN PADA RING POLINOMIAL
By

Galuh Ensa Putri

Given a ring R, an additive mapping d from R to R is called a derivation on
the ring R if it satisfies Leibniz’s rule. As an extension of this concept, a Jordan
bi-derivation on a polynomial ring is defined as a generalization of a bi-derivation
end Jordan derivation by weakening Leibniz’s condition to Jordan’s condition. This
research aims to examine the construction of Jordan bi-derivatives on polynomial
rings generated by the existence of Jordan bi-derivatives on rings. The results show
that Jordan bi-derivatives on polynomial rings are closely related to bi-derivatives.
Furthermore, it is shown that the set of all Jordan bi-derivatives on polynomial rings
forms a module over the ring of integers Z.

Keywords: Polynomial ring, derivation, Jordan derivation, bi-derivation, Jordan
bi-derivation



ABSTRAK

BI-DERIVASI JORDAN PADA RING POLINOMIAL

Oleh

Galuh Ensa Putri

Diberikan ring R, suatu pemetaan aditif d dari R ke R disebut derivasi pada ring
R jika memenuhi aturan Leibniz. Sebagai pengembangan dari konsep tersebut,
didefinisikan bi-derivasi Jordan pada ring polinomial sebagai bentuk generalisasi
dari bi-derivasi dan derivasi Jordan dengan melemahkan syarat Leibniz menjadi
syarat Jordan. Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji konstruksi bi-derivasi Jordan
pada ring polinomial yang dibangkitkan oleh keberadaan bi-derivasi Jordan pada
ring. Hasil penelitian menunjukkan bahwa bi-derivasi Jordan pada ring polinomial
memiliki hubungan erat dengan bi-derivasi. Selain itu, ditunjukkan bahwa himpunan

semua bi-derivasi Jordan pada ring polinomial membentuk modul atas ring bilangan
bulat Z.

Kata-kata kunci: Ring polinomial, derivasi, derivasi Jordan, bi-derivasi, bi-derivasi
Jordan.
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KATA INSPIRASI

“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan
kesanggupannya.”
(QS. Al-Baqarah: 286)

“Boleh jadi kamu tidak menyenangi sesuatu, padahal itu baik bagimu. Dan boleh
jadi kamu menyenangi sesuatu, padahal itu tidak baik bagimu. Allah mengetahui,

sedangkan kamu tidak mengetahui.”

(QS. Al-Baqarah: 216)

“Maka sesungguhnya beserta kesulitan ada kemudahan, sesungguhnya beserta
kesulitan itu ada kemudahan.”
(QS. Al-Insyirah: 5-6)

“Life can be heavy, especially if you try to carry it all at once. Part of growing up
and moving into new chapters of your life is about catch and release.”
(Taylor Swift)
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep turunan pertama kali dikembangkan dalam kalkulus pada abad ke-17,
dimulai oleh Isaac Newton pada tahun 1670-an melalui gagasan tentang fluks, dan
tak lama setelah itu Gottfried Wilhelm Leibniz pada tahun 1680-an dengan konsep
diferensial (Archibald dkk., [2005). Konsep ini kemudian diperluas ke dalam struktur
aljabar seperti ring, sebagai pemetaan yang mempertahankan struktur ring dengan
mengikuti aturan turunan dalam kalkulus. Konsep turunan pada ring dalam aljabar
abstrak pertama kali dipelajari secara formal oleh Posner (1957) mengenai derivasi
pada ring prima dan keterkaitannya dengan struktur ring, yang kemudian menjadi
dasar penting bagi pengembangan studi derivasi dalam teori ring. Derivasi pada ring
didefinisikan sebagai suatu fungsi d dari ring R yang memetakan ke dirinya sendiri,
serta memenubhi sifat-sifat tertentu yaitu sifat aditif dan aturan Leibniz yaitu untuk
setiap a, b € R berlaku d(ab) = d(a)b + ad(b) (Ali dkk.,[2024).

Setelah konsep derivasi didefinisikan oleh Posner, banyak peneliti mempelajari
derivasi pada ring melalui berbagai generalisasi. Salah satu bentuk generalisasi
tersebut adalah konsep derivasi Jordan yang diperkenalkan oleh Pascual Jordan pada
tahun 1934 dalam konteks aljabar (Mccrimmon, [1978). Kajian mengenai derivasi
Jordan terus berkembang setelah diperkenalkan oleh Pascual Jordan, di antaranya
Herstein (1957) pada penelitian derivasi Jordan dari ring prima. Bresar dan Vukman
(1988) menyajikan bukti singkat dari hasil yang sudah dikenal oleh Herstein yang
menyatakan bahwa setiap derivasi Jordan pada ring prima dengan karakteristik
bukan dua adalah sebuah derivasi. Mehdipour dkk. (2023) mempelajari jenis-jenis
derivasi Jordan dari aljabar Banach A dengan identitas kanan e. Penelitian terbaru
oleh Sitompul (2025) tentang derivasi Jordan pada ring polinomial R[z]|, dengan
mengkaji sifat-sifatnya, termasuk hubungan antara derivasi Jordan pada ring 12 dan
ring polinomial R[z].



Perkembangan kajian derivasi Jordan mendorong para peneliti untuk memperluas
pembahasan ke bentuk generalisasi yang lebih kompleks, salah satunya Maksa (1980)
memperluas kajian tersebut melalui penelitiannya mengenai fungsi bi-aditif simetris
serta teorema representasi bi-derivasi dalam ruang Hilbert. Selanjutnya, penelitian
mengenai bi-derivasi dikembangkan oleh Vukman (1989) yang mengkaji bi-derivasi
simetris pada ring prima dan semi-prima serta meneliti keterkaitannya dengan
pemetaan yang saling komutatif. Kemudian, Jung dan Park (2011) membuktikan
stabilitas dari bi-derivasi pada aljabar Banach. Lalu, Kayis dan Ozbal (2016)
menyelidiki sifat-sifat bi-derivasi simetris pada B- aljabar. Yazarlh dan Kog (2022)
memperkenalkan konsep bi-derivasi simetris pada aljabar bitonik dan menyelidiki
sifat-sifatnya, serta Shujat dan Fallatah (2022) membuktikan beberapa teorema
tentang bi-derivasi simetris pada ring prima. Penelitian terbaru oleh Bedir (2024
meneliti konsep bi-derivasi simetris dari ideal dua sisi tidak nol suatu ring semiprima
dan menganalisis beberapa sifat terkait dan Sogiitcii (2025) membuktikan bahwa
trace bi-derivasi merupakan pemetaan yang komutatif terhadap ideal dari ring
semiprima pada ideal dari ring.

Salah satu jenis derivasi yang menjadi fokus utama dalam penelitian ini adalah
bi-derivasi Jordan. Konsep bi-derivasi Jordan muncul sebagai generalisasi dari
keduanya, yaitu pemetaan bi-aditif dan memenubhi sifat distribusi terhadap perkalian
Jordan, dalam bentuk dua variabel. Kajian mengenai bi-derivasi Jordan dilakukan
oleh Ceven dan Ciloglu (2018) menunjukkan bahwa untuk sebuah ring prima bebas
2-torsi dan bebas 3-torsi, dan jika ada bi-derivasi Jordan kiri simetris tidak nol,
maka R adalah komutatif. Mehdipour (2021) mengkarakterisasi bi-derivasi simetris
pada aljabar grup dan membuktikan bahwa setiap bi-derivasi Jordan simetris pada
adalah bi-derivasi simetris. Sahin (2022) membuktikan beberapa hasil yang berkaitan
dengan bi-derivasi Jordan skew simetris, sebagai generalisasi dari bi-derivasi Jordan
simetris. Kemudian, Sahin dan Kili¢ (2023) menyelidiki sifat-sifat bi-derivasi Jordan
skew simetris yang dibangun melalui generalisasi dari bi-derivasi Jordan simetris

pada ring prima.

Penelitian terbaru yang membahas bi-derivasi Jordan yaitu, Lalitha (2024)
mengidentifikasi kondisi di mana bi-derivasi Jordan («, 3) simetris berubah menjadi
bi-derivasi simetris («, §) dan Ahmed dkk. (2024) mengkarakterisasi bi-derivasi
Jordan simetris (v, 5). Berdasarkan pengembangan penelitian bi-derivasi Jordan
yang telah dilakukan sebelumnya, belum ada peneliti yang membahas tentang
bi-derivasi Jordan pada ring polinomial. Dengan demikian, studi tentang bi-derivasi

Jordan pada ring polinomial merupakan bagian dari perkembangan teori derivasi



dalam aljabar. Oleh karena itu, pentingnya penelitian lebih lanjut mengenai sifat-sifat

dan peran bi-derivasi Jordan pada ring polinomial.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. menyelidiki sifat-sifat bi-derivasi Jordan pada ring polinomial;

2. menyelidiki hubungan antara bi-derivasi Jordan dengan bi-derivasi pada ring

polinomial;

3. mengkonstruksi contoh-contoh bi-derivasi Jordan pada ring polinomial.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. mengetahui sifat-sifat bi-derivasi Jordan pada ring polinomial;

2. mengetahui hubungan antara bi-derivasi Jordan dengan bi-derivasi pada ring

polinomial;

3. menambabh referensi penelitian selanjutnya mengenai bi-derivasi Jordan pada

ring polinomial.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijabarkan konsep-konsep dasar yang menjadi landasan teori

untuk mendukung pembahasan pada bagian selanjutnya.

2.1 Grup

Salah satu langkah penting untuk mendalami konsep-konsep yang lebih kompleks
dalam teori aljabar adalah memahami struktur dasar dalam aljabar abstrak, yaitu

grup. Sebelum membahas pengertian grup, berikut diberikan definisi operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi biner * pada himpunan S merupakan fungsi dari S’ x S ke
S. Untuk setiap (a,b) € S x S, *(a,b) di S dinotasikan dengan a * b (Fitriani dan
Faisol, [2022)).

Berdasarkan Definisi berikut diberikan contoh operasi biner.

Contoh 2.1.2 Diberikan S = 27 yaitu himpunan semua bilangan bulat genap.
Didefinisikan operasi * pada S dengan = * y = x — y, untuk setiap =,y € S. Akan
dibuktikan operasi pengurangan merupakan operasi biner pada S.

Diberikan sebarang x = 2m,y = 2n € S dengan m,n € Z.

TxY=x—1yY
=2m — 2n

=2(m —n) € S.
Dengan demikian, operasi pengurangan merupakan operasi biner pada S.

Struktur aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan
satu operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu dinamakan grup.

Berikut ini diberikan definisi grup.



Definisi 2.1.3 Suatu grup (G, ) terdiri dari himpunan tak kosong G yang dilengkapi
operasi biner * yang didefinisikan pada G dan memenuhi aksioma berikut:

1. operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c € G berlaku (a *

b)xc=ax (bxc);
2. terdapat elemen identitas e, yaitu untuk setiap a € G berlaku axe = exa = a;

3. untuk setiap a € G, terdapat elemen invers a’ € G sehingga berlaku a * a’ =

axa=ce
(Fitriani dan Faisol, |[2022]).

Berdasarkan Definisi [2.1.3] berikut diberikan contoh grup.

Contoh 2.1.4 Diberikan himpunan bilangan rasional Q = {%|m, n e Z,n# O}.
Operasi penjumlahan didefinisikan dengan * + ’5’ = %J;”p. Akan dibuktikan bahwa
Q merupakan grup terhadap operasi penjumlahan berdasarkan sifat-sifat bilangan
bulat (Faizah, |2019).

1. Diberikan sebarang =, § € Q. Berdasarkan definisi operasi penjumlahan
pada bilangan rasional didapat ™ + § = %an' Karena operasi perkalian
dan penjumlahan dalam bilangan bulat bersifat tertutup maka pembilang dan
penyebutnya merupakan bilangan bulat. Karena n dan ¢ tidak nol maka ng

juga tidak nol. Jadi, Q tertutup terhadap operasi penjumlahan.

2. Diberikan sebarang %,% dan ; € Q. Akan ditunjukkan operasi + sifat
asosiatif,

m T mg+n r
<_+2)+_:u+_
n q S ngq S

_ ((mq + 7(%22;; (WJ)T)

_ (WLQ)S + (np)s + (nq)r)

(ng)s

(m(QS) + n(ps) + n(qr))
n(gs)
% L ps +qr

qs

+(2—)+5>.
qg s



Jadi, operasi + sifat asosiatif.

3. Terdapat elemen %, untuk setiap = € Q, sehingga berlaku:

dan

Jadi, % merupakan elemen identitas terhadap operasi +.

4. Diberikan sebarang ™ € Q. Terdapat =" € (Q, sehingga berlaku:

m  —m _mn+n(—m)

dan

__.I__ —

n n nn
(m—m)n
 nn

0-n



Jadi, untuk setiap * € Q terdapat invers dengan bentuk = € Q terhadap
operasi +.

Terbukti (Q, +) merupakan grup.

Berdasarkan sifat komutatif dari operasi biner dalam suatu grup, dapat dinyatakan
bahwa jika suatu grup bersifat komutatif, maka hasil operasi antara dua elemen tidak
bergantung pada urutan elemen tersebut. Selanjutnya, akan disajikan definisi dari
grup komutatif.

Definisi 2.1.5 Grup (G, *) disebut grup Abel atau grup komutatif jika setiap a,b € G
berlaku a * b = b * a (Hamana, 2018)).

Berdasarkan Definisi berikut diberikan contoh grup komutatif.

Contoh 2.1.6 Diberikan himpunan bilangan rasional Q dengan operasi penjumlahan.
Berdasarkan Contoh terbukti (Q, +) merupakan grup. Akan ditunjukkan
(Q, +) merupakan grup komutatif.

Diberikan sebarang 7%, - € Q. Berlaku:

o

m _mq—i—np_np—f—mq_]_?_i_@
n

ngq ng qg n

P
q

Terbukti (Q, +) merupakan grup komutatif.

Himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu operasi biner bersifat asosiatif
akan membentuk suatu struktur baru yang disebut semigrup. Selanjutnya, diberikan

definisi semigrup sebagai berikut.

Definisi 2.1.7 Diberikan suatu himpunan tak kosong G. GG disebut semigrup jika
dalam G didefinisikan suatu operasi biner * sedemikian sehingga

1. himpunan G tertutup terhadap operasi biner *, yaitu a * b € G, untuk setiap
a,be G,

2. operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu (a * b) * ¢ = a * (b x ¢), untuk setiap
a,b,c e G

(Larubun dan Persulessy, [2019).



Berdasarkan Definisi|2.1.7} berikut diberikan contoh semigrup.

Contoh 2.1.8 Diberikan S = 27Z yaitu himpunan semua bilangan bulat genap.
Didefinisikan operasi * dengan aturan = * y = = + y, untuk setiap x,y € S. Akan

ditunjukkan (S, %) merupakan suatu semigrup.
1. Diberikan sebarang z = 2m,y = 2n, 2 = 2p dengan m, n, p € Z. Berlaku:

Txy=r+Yy
=2m + 2n
=2(m+n) € S.

Jadi, S bersifat tertutup terhadap penjumlahan.

2. Diberikan sebarang x = 2m,y = 2n,z = 2p dengan m,n,p € Z. Akan
ditunjukkan sifat asosiatif berlaku pada S.

(@xy)xz=(@+y)+2z
=(2m+2n) +2p
=2m +2n + 2p
=2m + (2n + 2p)
=+ (y+2)

=z % (y* 2).
Jadi, operasi penjumlahan bersifat asosiatif.

Terbukti bahwa (.S, *) merupakan semigrup.

Seperti halnya himpunan yang memiliki himpunan bagian atau subset, pada grup
juga demikian. Konsep ini penting untuk mengidentifikasi struktur-struktur kecil
dalam grup yang lebih besar. Berikut diberikan definisi subgrup.

Definisi 2.1.9 Diberikan himpunan bagian H dari grup G yang tertutup terhadap
operasi biner G. Himpunan H disebut subgrup G jika terhadap operasi biner yang
sama pada G, H merupakan grup. Selanjutnya H subgrup G dinogtasikan dengan
H < G atau H < G yang berarti H subgrup G, tetapi H # G (Fitriani dan Faisol,
2022)).



Berdasarkan Definisi|2.1.9] berikut diberikan contoh subgrup.

Contoh 2.1.10 Himpunan (Z, +) merupakan subgrup (Q, +) , karena Z C Q dan
(Z,+) merupakan grup.

2.2 Ring

Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua buah operasi
biner, yaitu penjumlahan + dan perkalian - serta memenuhi aksioma tertentu.
Struktur ini mengharuskan himpunan tersebut menjadi grup abelian di bawah operasi
penjumlahan, yang berarti setiap elemen memiliki invers aditif dan memenubhi sifat
komutatif. Selain itu, operasi perkalian harus bersifat asosiatif serta terhubung
dengan penjumlahan melalui hukum distributif kiri dan kanan. Berikut diberikan

definisi ring.

Definisi 2.2.1 Ring R adalah triple terurut (R, +,-) dari himpunan tak kosong
R dengan dua operasi biner penjumlahan dan perkalian, yang memenuhi

aksioma-aksioma berikut;:

1. (R, +) adalah grup Abel atau grup komutatif;
2. (R, -) adalah semigrup (perkalian bersifat asosiatif);

3. perkalian bersifat distributif, yaitu a(b + ¢) = ab + ac dan (a + b)c = ac + be

untuk semua a,b,c € R
(Grillet, 2007).

Berdasarkan Definisi berikut diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.2 Diberikan himpunan R = {m +nv2|m,n € Z} dengan operasi
penjumlahan dan perkalian biasa. Akan ditunjukkan bahwa (R, +,-) merupakan

suatu ring.
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1. Akan ditunjukkan (R, +) merupakan grup Abel.

(a) Diberikan sebarang x = m + nv'2, y=p+ ¢v2 € R. Akan ditunjukkan
R tertutup terhadap penjumlahan,

x4y =(m+nv2)+ (p+qv2)
=m+nV2+p+qvV2
=m +p+nv2+qV2
=(m+p)+(n+qV2€R

Jadi, R bersifat tertutup terhadap operasi +.

(b) Diberikan sebarang z = m +nv2,y = p+ qv/2,2 = r + sv/2 € R.
Akan ditunjukkan operasi + bersifat asosiatif, berlaku:

(T +y)+2z=(m+nV2+p+qV2) +r+sV2
=(m+p)+ (n+V2+r+sv2
=(m—+p+r)+(n+q+r)V2
=m V24 (p 1)+ (g +1)V2
=m +nV2+ (p+qV2 +r+5V2)
=x + (y + 2).

Jadi, operasi + bersifat asosiatif.

(c) Terdapat elemen 0+ 0V2 € R, sehingga untuk setiap r = m+nv2 € R,
sehingga berlaku:

(0+0v2) + (m +nv2) =(0+m) + (0 +n)V2
:m—l—n\/§,

dan

(m+nv2) + (0+0v2) =(m +0) + (n + 0)v2
:m+n\/§.

Jadi, 0 4+ 01/2 merupakan elemen identitas terhadap operasi +.
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(d) Diberikan sebarang x = m + nv2 € R. Terdapat —m — nv?2 € R,
sehingga berlaku:

(m +nv2) + (—m — nV2) =(m —m) + (n — n)V2
=0+ 0v2,

dan

(—m —nV2) + (m +nV2) =(—m +m) + (—n +n)v2
=0+ 0v2.

Jadi, setiap elemen di R memiliki invers.

(e) Diberikan sebarang © = m+nv/2,y = p+¢v/2 € R. Akan ditunjukkan
operasi + bersifat komutatif,

x4y =(m+nv2)+ (p+qv?2)
=m+p+nv2+qV2
=(m+p) + (n+q)V2
=(p+m)+ (q+n)v2
=p+m+q\/§+n\/§
=(p + qV2) + (m +nv?2)
=y + x.

Jadi, operasi + bersifat komutatif.
2. Akan ditunjukkan (R, -) merupakan semigrup.

(a) Diberikan sebarang x = m + nv2, y=p+ ¢v2 € R. Akan ditunjukkan
R tertutup terhadap perkalian,

roy=(m+nv2) - (p+qV2)
=mp + mqV'2 + npV'2 + 2ng
=mp + 2nq + mqV'2 + npV'2
=(mp + 2nq) + (mq +np)V2 € R.

Jadi, R bersifat tertutup operasi perkalian.
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(b) Diberikan sebarang © = m+n+v/2,y = p+¢v2 € R. Akan ditunjukkan
operasi perkalian bersifat asosiatif,

(x-y)-z:((m+n\/§)-(p+q\/§)> (r+ sV2)
=(m4+nv2)-(p+qV2)- (r+ sv2)
(m+1v3) - (0+v2) - (r + V)

=z (y- 2).

Jadi, operasi perkalian bersifat asosiatif.

3. Diberikan sebarang x = m + nv2, y=p+ V2,2 =r + sv/2 € R. Akan
ditunjukkan perkalian bersifat distributif,

2y +2) =m+nv2) (p+qv2) + (r +5v2))
=(m +nV2)(p+ qV2) + (m + nV2)(r + sV/2)

=2y + 2z,
dan

(z+y)z= ((m +nv2) + (p+ Q\/i)) (r +sv?2)
=(m +nvV2)(r+sv2) + (0 +¢V2)(r + 5v2)

=rz + yz.

Jadi, operasi perkalian bersifat distributif.
Terbukti (R, +, -) merupakan ring.

Selanjutnya diberikan contoh lain sebagai berikut.

Contoh 2.2.3 Diberikan himpunan A merupakan subset dari matriks berukuran
0
2 x 2 yang entri-entrinya bilangan bulat, A = { [ ¢ O] la,c € Z} dengan operasi
c

penjumlahan dan perkalian. Akan ditunjukkan bahwa (A, +, -) merupakan suatu
ring.



Diberikan sebarang X = [

a10

(&1

1. Akan ditunjukkan (A, +) merupakan grup Abel.

(a) Akan ditunjukkan A tertutup terhadap penjumlahan,

X+Y =

_al 0
C1 0

ai + as

C1 +CQ

0
Co 0

0
0

e A

Jadi, A bersifat tertutup terhadap operasi +.

(b) Akan ditunjukkan operasi + bersifat asosiatif, berlaku:

(X+Y)+Z

aq 0
C1 0

_|_

ai + as 0
C1 + o 0

a1+ az +as

C1+ Co + C3

)

:);+( + 7).

a1

1

a

&

o
0
o
0

Y

Jadi, operasi + bersifat asosiatif.

0
(c) Terdapat elemen [0

a 0 0 0
_l’_
Lol o

a+0 0
c+0 0

Co 0
as 0
Cs 0

ag + as 0
C2 + C3 0

. a
€ A, untuk setiap [

CLQO

)

as 0
C3 0

0
0

+

€ A, berlaku:

—[f g]

C

O+a O
O+c O

Jadi, A memiliki elemen identitas terhadap operasi +.

13



(d) Terdapat [ a € A, untuk setiap [a € A, berlaku:
—c c
a0+—a0_a—a0_—a+a0_
c 0 —¢ 0| |e—c 0| |=c+ec 0]
Jadi, setiap elemen di A memiliki invers.
(e) Akan ditunjukkan operasi + bersifat komutatif,
X 1 Yy — aq 0 4 (05} 0
C1 0 Co 0
B [ aq + a9 O-
cico 0
o [ as + ap O_
B Co + C1 0
_ a9 0 i aq 0
Cy 0 C1 0
=Y + X.
Jadi, operasi + bersifat komutatif.
2. Akan ditunjukkan (A, -) merupakan semigrup.
(a) Akan ditunjukkan A tertutup terhadap perkalian,
Y.V = aq 0 a9 0 _ 109 0 c A
C1 0 Co 0 C1Q9 0

Jadi, A bersifat tertutup operasi perkalian.

0
0
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(b) Akan ditunjukkan operasi perkalian bersifat asosiatif,

(X-Y)-Z

Di sisi lain,

aq 0
C1 0

a1a20s3

ai
C1
a1

1

a1a2a3

C1a2a3

C1a2a3

a1a9 0
C1Q9 0

o
0
o
0

a2
Co

as
C3

)

Jadi, operasi perkalian bersifat asosiatif.

3. Akan ditunjukkan perkalian bersifat distributif,

X(Y + 2)

ai
C1
ai

8]

o
0
o
0

(1

ajas + ajas

c1Q2 + c103
a1a9 0
C1Q9 0

d

=XY +XZ,

0
0

CL2+CL3
cy+c3

[ al(ag -+ ag) 0
_Cl<a2 + (13) 0

0
0
aias

Ci1a3

0
0

0
0

+

0
0

0
0

)l
|

|

as

C3

0
0

CL30
C3 0

)

15
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dan
0 0 0
xX+v)z=(|" |+ “
C1 0 Co 0 C3 0
[ ai + ag 0

Cc1+ ¢ 0

B [ (a1 —+ CLQ)CLg 0
(c1 4+ c2)ag 0

B [ ayas + aqas O]

c1a3 + caas 0

. [ a1as 0 i ao03 0
ci1as3 0 Ca03 0
=XZ+YZ.

Jadi, operasi perkalian bersifat distributif.
Terbukti (A, +, -) merupakan ring.

Selanjutrnya ring yang dilengkapi sifat komutatif terhadap perkalian disebut ring
komutatif, yang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.2.4 Ring R disebut ring komutatif jika R komutatif terhadap perkalian,
yaitu untuk setiap 7, s € R berlaku rs = sr (Wahyun dkk., 2021}

Berdasarkan Definisi[2.2.4] berikut diberikan contoh ring komutatif.

Contoh 2.2.5 Diberikan himpunan R = 27 dengan operasi penjumlahan dan
perkalian. Akan ditunjukkan bahwa (R, +, -) merupakan suatu ring komutatif.

1. Akan ditunjukkan (R, +) merupakan grup Abel.

(a) Diberikan sebarang x = 2a,y = 2b € R. Akan ditunjukkan R tertutup
terhadap penjumlahan,

r+y=2a+20=2(a+b) €R.

Jadi, R bersifat tertutup terhadap operasi +.
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(b) Diberikan sebarang x = 2a,y + 20,z = 2¢ € R. Akan ditunjukkan
operasi + bersifat asosiatif, berlaku:

(x +15y) + 2z =(2a + 2b) + 2¢c
=2(a+b) + 2c
=2(a+b+c)
=2a+ 2(b + ¢)
=2a + (2b + 2c)
=z + (y + 2).

Jadi, operasi + bersifat asosiatif.

(c) Terdapat elemen 0 € R, sehingga untuk setiap z = 2a € R, sehingga
berlaku:
0+ 2a = 2a,

dan
2a + 0 = 2a.
Jadi, 0 merupakan elemen identitas terhadap operasi +.

(d) Diberikan sebarang x = 2a € R. Terdapat —2a € R, sehingga berlaku:
2a + (—2a) = 2a — 2a = 2(a — a) = 0,

dan
(—2a) + (2a) = —2a+2a = 2(—a +a) = 0.
Jadi, setiap elemen di ) memiliki invers.

(e) Diberikan sebarang x = 2a,y = 2b € R. Akan ditunjukkan operasi +
bersifat komutatif,

x4y =2a+2b
=2(a+b)
=2(b+a)
=2b+ 2a
=y + .

Jadi, operasi + bersifat komutatif.
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2. Akan ditunjukkan (R, -) merupakan semigrup.

(a) Diberikan sebarang x = 2a,y = 2b € R. Akan ditunjukkan R tertutup
terhadap perkalian,

z-y=2a-2b=4ab=2(2ab) € R.

Jadi, R bersifat tertutup operasi perkalian.

(b) Diberikan sebarang x = 2a,y = 2b,z = 2¢ € R. Akan ditunjukkan
operasi perkalian bersifat asosiatif,

(x-y) z2=(2a-2b) - 2c
=4ab - 2¢
=8abc
=2a - 4ab
=2a - (2b- 2¢)
=z-(y-2).

Jadi, operasi perkalian bersifat asosiatif.

3. Diberikan sebarang x = 2a,y = 20, 2 = 2¢ € R. Akan ditunjukkan perkalian
bersifat distributif,

z(y + z) =2a(2b + 2¢)
=4ab + 4ac
=2a-2b+ 2a - 2¢

=xy + x2,
dan

(x 4+ y)z =(2a + 2b)2c
=4ac + 4bc
=2a-2c+2b- 2c
=Tz + y=z.

Jadi, operasi perkalian bersifat distributif.
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4. Diberikan sebarang x = 2a,y = 2b € R. Akan ditunjukkan perkalian bersifat
komutatif,

x-y=2a-2b
=4ab
=4ba
=2b-2a

=y - T.
Jadi, operasi perkalian bersifat komutatif.
Terbukti (R, +, -) merupakan ring komutatif.

Selanjutnya suatu ring [ memiliki identitas terhadap perkalian yang tidak sama
dengan 0 dan memiliki invers terhadap perkalian, maka disebut lapangan. Berikut

definisi lapangan.

Definisi 2.2.6 Ring R dengan elemen identitas terhadap operasi perkalian 1, dengan
1 # 0, disebut ring divisi (skew field) jika setiap elemen tak nol ¢ € R memiliki
invers perkalian, yaitu terdapat b € R sehingga ab = ba = 1. Ring divisi komutatif
disebut lapangan (Dummit dan Foote, [2004).

Berdasarkan Definisi berikut diberikan contoh lapangan.

Contoh 2.2.7 Diberikan himpunan bilangan real R dengan dua operasi biner yaitu
penjumlahan dan perkalian bilangan. Akan ditunjukkan (R, +, -) adalah lapangan.

1. Akan dibuktikan (R, +) merupakan grup Abel.

(a) Untuk setiap p, q € R, berlaku p + g € R.

(b) Untuk setiap p, ¢, € R, berlaku (p +¢q) +r =p+ (¢ +r).
(c) Untuk setiap p € R dan 0 € R sehingga p + 0 = p.

(d) Untuk setiap p € R terdapat —p € R sehingga p + (—p) = 0.

(e) Untuk setiap p, ¢ € R berlaku p + g = ¢ + p.

Jadi, (R, +) adalah grup Abel.
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2. Akan dibuktikan (R \ {0}, -) merupakan grup Abel.

(a) Untuk setiap p, g € R\ {0}, diperoleh pq € R\ {0}.

(b) Untuk setiap p, ¢, € R berlaku (pq)r = p(qr).

(c) Untuk setiap p € R dan 1 € R sehingga pl = p.

(d) Untuk setiap p € R\ {0} terdapat p~* = % sehingga pp~! = 1.
(e) Untuk setiap p, ¢ € R berlaku pq = gp.

Jadi, (R \ {0}, -) adalah grup Abel.

3. Untuk setiap p, ¢, € R berlaku p(q + r) = pg + pr dan (p + q)r = pr + qr
Jadi, operasi perkalian pada R distributif terhadap penjumlahan.

Terbukti (R, +, -) adalah lapangan.

Selanjutnya, jika terdapat bilangan bulat positif terkecil yang mengalikan setiap
elemen ring menghasilkan nol maka disebut karakteristik ring. Berikut diberikan

definisi karakteristik ring.

Definisi 2.2.8 Diberikan ring R. Jika terdapat bilangan bulat positif n sedemikian
sehingga:

n-a=>0

untuk setiap a € R, maka bilangan bulat positif terkecil dengan sifat tersebut disebut
Char(R) (Saha,2021).

Berdasarkan Definisi [2.2.8] berikut diberikan contoh karakteristik ring.

Contoh 2.2.9 Diberikan himpunan Z, = {0,1,2,3,...,n — 1} dengan operasi
penjumlahan dan perkalian modulo n. Karakteristik dari ring ini adalah Char(Z,,) =
n. Hal ini karena penjumlahan suatu elemen a € Z, sebanyak n kali akan

menghasilkan nol.

2.3 Ring Polinomial

Ring polinomial dibentuk dari perluasan suatu ring. Ring polinomial merupakan
suatu himpunan yang berisi polinomial-polinomial yang dilengkapi dua operasi biner

dan memenuhi aksioma ring. Berikut diberikan teorema terkait ring polinomial.
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Teorema 2.3.1 Diberikan ring R dan R[x| merupakan himpunan semua barisan
elemen (ag, ay, as, ...) dari R sedemikian sehingga a; = 0 untuk semua indeks i

kecuali sejumlah indeks 7 yang terbatas.

(i) R|x]adalah ring dengan operasi penjumlahan dan perkalian yang didefinisikan

sebagai:
(CL07 a, as, ) + (b(), bl, bg, ) = (aobo, albl, a2b27 )

dan
(CLQ, ap, ag, )(bg, bl, bg, ) = (CO7 C1, Co, )
dengan ¢, = E:’L:o ap—ib; = anby + ap_101 + -+ - + a1b,_1 + agby,

(ii) Jika R komutatif, maka R[z] juga demikian.

(iii) Pemetaan R — R[z]| oleh r — (7, 0,0, ...) merupakan monomorfisma ring.
Ring R][z| disebut ring polinomial atas R (Hungerford, [1974).

Untuk setiap » € R dan (ag, ay,...) € R[x], berlaku r(ag, a1, ...) = (rag, ray, .. .).
Dengan dasar ini, diperoleh teorema berikut yang menjelaskan sifat-sifat lebih lanjut

dari ring polinomial atas R.

Teorema 2.3.2 Diberikan R sebagai ring dengan identitas, dan misalkan =z
menyatakan elemen (0, 15, 0,0, ...) dari R[z].

(i) =" =(0,0,...,0,1,0,...), dengan 15 berada pada koordinat ke-(n + 1).

(1) Jika r € R, maka untuk setiap n > 0 berlaku rz" = 2"

(0,...,0,7,0,...), dengan r berada pada koordinat ke-(n + 1).

T =

(iii) Untuk setiap polinomial tak nol f € R[z], terdapat bilangan bulat n € N dan

ap, ai,...,a, € Rsehingga f = apx® + ayz* + - - - + a,2". Bilangan bulat n
dan elemen a; tersebut bersifat unik, jika f = boz +byzt +- - -+ b,2™ (b €
R), makam > n, a; = b; untuk : = 1,2,... ,n,dan b; = O untuk n < i < m.

(Hungerford, ||1974).
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Berdasarkan Teorema dan Teorema [2.3.2] berikut definisi ring polinomial.

Definisi 2.3.3 Diberikan ring R himpunan semua polinomial dengan = atas R
dinotasikan dengan R[z]. Jika f(x) € R]z], maka ditulis f(z) = ag + ez +
asx® + ... + ap,x™,n > 0 untuk setiap a; € R,i = 0,1,2,...,n. Misalkan
Yo gairt, qx) = Y." bia' € Rz, maka operasi penjumlahan dan perkalian

pada R[z] didefinisikan sebagai berikut:

+ o fx) + qlz) = S g dengan ¢; = a; + b

m-+n

o f(x) - qx) = D" ¢t dengan ¢; = azbo + ai—1by 4 ... + arbi—1 + agb;.
untuk setiap ¢ (Romsery dkk., 2015)).

Berdasarkan Definisi[2.3.3] berikut diberikan contoh ring polinomial.

Contoh 2.3.4 Diberikan R[z| merupakan himpunan semua polinomial dengan
koefisien dari bilangan real dan variabel x. Akan ditunjukkan (R[z], +,-) adalah
ring polinomial.

Diberikan sebarang s(z), ¢(x),r(z) € R[z] :

s(z) =ag + a17 + agx® + ... + a,a”,
q(z) =by + by + by + ... + bpx™,

r(z) =co + 17 + cox® + ... + cpab.

1. Akan ditunjukkan (R[z], +) merupakan grup Abel.

(a) Akan ditunjukkan R|[x] tertutup terhadap penjumlahan,

s(z) + q(x) =(ag + a1 + ag2z® + ... + a,z™)
+ (bo + bll’ -+ b2$2 + ...+ bmxm)
=(ag + bo) + (ay + by)x + (ag + by)x* + ... € Rlx].

Jadi, R[x]| bersifat tertutup terhadap operasi +.
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(b) Akan ditunjukkan operasi + bersifat asosiatif,

(s(x) +q(x)) + ()

((ap+bo) + (a1 + b))z + ...) + (co + 1z + ...)
((ap 4+ bo) + co) + (a1 +b1) + 1)z + ...

(ap + (bo + co)) + (a1 + (by + ¢1))x + ...
=(ap + amxz + ...) + ((bo + co) + (by + c1)x + ...)
=s(x) + (¢(x) +r(x)).

Jadi, operasi + bersifat asosiatif.

(c) Terdapatelemen 6(z) = 040z + 022 +... € R[z], sehingga untuk setiap
s(x) € Rx] berlaku:

s(z) +0(z) =(ap + a1z + asz® + ...)(0 + 0z + 02 + ...)
=(ao +0) + (ay + 0)z + (ag + 0)z* + ...
=ag + a1 x + a2x2 =+ ...

:S(x)v
dan

0(x) + s(x) =(0 4+ 0z + 0z + ...) + (ap + a1z + agz® + ...)
=0+ ag) + (04 a))z + (0 + ag)z* + ...
=ag + a1 x + a2x2 + ...

=s(x).

Jadi, 6(x) merupakan elemen identitas terhadap +.

(d) Diberikan sebarang s(z) € R[z]. Terdapat —s(z) = —ag—a1x — agz® —
.. € R]x], sehingga berlaku:

s(z) + (—=s(x)) =(ag + a17 + agx® + ...) + (—ag — a1z — azz® — ...)
=(ap — ag) + (a1 — a1)x + (ag — az)x® + ...
=0+ 0z + 02* + ...
=0(x),
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dan

(—s(x)) + s(x) =(—ag — a1x — agx® — ...) + (ag + a17 + agz® + ...)
=(—ag + ap) + (—a1 + ay)x + (—ay + az)x® + ...
=0+ 0x + 02* + ...

=0(zx).

jadi, untuk setiap s(z) € R[z] memiliki invers terhadap + di Rx].

(e) Akan ditunjukkan operasi + bersifat komutatif,

s(x) + q(z) =(ap + a1z + aza® + ... + a,z™)
+ (bo + b1z + boz” + ... + bp™)
=(ag + bo) + (ay + b))z + (ag + by)z* + ...
(bo + ag) + (by + a1)x + (b + az)z” + ...
(bo + brx + box® + ... + bpa™)
+ (ap + a1z + asx® + ...+ anz")
=q(z) + s(x)

Jadi, operasi + bersifat komutatif.
2. Akan ditunjukkan (R[z], -) merupakan semigrup.

(a) Akan ditunjukkan R[x] tertutup terhadap perkalian,

s(z) - q(x) =(ap + ez + ... + apz™) - (bo + by + ... + bra™)
=ag(by + b1z + ... + bpx™) + arx(by + b1z + ... + bpz™)
+ ... +apz" (b + bix + ... + bx™)
=(apbo + agh1x + ... + agbyz™)
+ (a1bo + a1b12® + ... + arb ™) + L
+ (anboz™ + apbiz™ ™ + . 4 apb,2™t™)

=apbg + (aobl + albo)x + ...+ a.nbmx"+m < R[l’]

Jadi, R bersifat tertutup operasi perkalian.
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(b) Akan ditunjukkan operasi perkalian bersifat asosiatif,

(s(z) - q(z)) - r(x) =(agho + (aghy + arbo)z + ...)
(co + 17 + cx® + ...+ ¢yt
=agho(co + 17 + cor® + ... + cpaP)+
(aghy + arbo)z(co + 11 + cox® + ... + cpa®) + ..
=(agboco + agboc1w + aghocor® + ...)
+ ((apb1 + a1bg)cor + (apby + a1bo)01$2
+ (aghy + arbg)cor® + ...
=(agboco + agboc1 + agbocar® + ...)
+ ((@obico + arboco)x + (agbicr + arbocy)x?
+ (aghicy + arboca)z® + ...)
=apboco + (apbocy + apbico + arboco)x + ...

Di sisi lain,

s(z) - (q(z) - r(x)) =(ap + a1x + agz® + ... + a,2")
- (boco + (bocy + bico)z + ...)
=ag(boco + (bocy + bico)x + ...)
+ a1x(boco + (bocy + bico)x + ...)
+ agx*(boco + (bocy + bic)r + ...)
+ ... + apz" (boco + (bocy + bico)x + ...)
=(agboco + (agbocy + apbico)z + ...)
+ (a1bocox + (arboer + arbico)a® +...) + ..

:aoboco + (a0b001 + a0b100 -+ CleoCO)Z’ + ...

Jadi, operasi perkalian bersifat asosiatif.



3. Akan ditunjukkan perkalian bersifat distributif.

s(z) - (q(x) + r(x)) =(ag + a1z + ... + a,z")
((bo + o) + (b1 + 1)z + ...)
=ao((bo + co) + (b1 + c1)x + ...)
+ a1z((bo + co) + (b1 + 1)+ ...) + ...
=((apbo + apco) + (aohy + agcr)z + ...)

+ ((a1bo + arco)w + (ar1by + arey)x® +...) + ...
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:(aobo + aoco) + (a0b1 + apcy + a1b0 + alco)x + ...

:(aobo + (aobl + albo)x + )
+ (agco + (apey + arco)x + ...)
=s(x) - q(x) + s(x) - r(2),

dan

(5(2) + a(@)) - () =((ao +bp) + (@1 + b1}z + . + (a +by)a")
(co+cx+...)
=(ap + bo)(co + a1z + ...)
+ (a1 +b1)(co+ 1z + ...)x + ...
=((ap + bo)co + (ap + bo)crx + ...)
+ ((a1 + b1)co + (a1 + b))z + ..)x + ...
=(apco + boco + (apcy + bocy)x + ...)
+ ((arco + bico) + (a1cy + bie))z + ..)x + ...

=(apco + boco) + (apcr + bocr + arco + bico)x + ...

=(aoco + (apc1 + arco)z + ...)
+ (boco + (boc1 + bico)x + ...)
=s(x) - r(x) +q(z) - r(z).

Jadi, operasi perkalian bersifat distributif.

Terbukti bahwa (R|[x], 4, -) merupakan ring polinomial.
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2.4 Direct Sum pada Ring

Setelah membahas ring, pembahasan selanjutnya pada konsep direct sum (jumlahan
langsung) yang memungkinkan konstruksi ring baru melalui penggabungan
struktur-struktur aljabar yang lebih sederhana secara sistematis. Konsep ini terletak
pada kemampuannya untuk mendekomposisi ring yang kompleks ke dalam
komponen-komponen penyusunnya, sehingga sering diimplementasikan dalam
analisis mendalam mengenai struktur ring dan modul. Oleh karena itu, bagian

ini akan menguraikan definisi direct sum sebagai berikut.

Definisi 2.4.1 Diberikan R;, untuk setiap ¢ = 1, ..., n merupakan kumpulan ring
R adalah hasil kali kartesian pada himpunan R;, dan didefinisikan operasi pada R,

yaitu:

Lo(r1yeeoymn) + (8150003 80) = (r1 4+ 81,0, T + Sn);

2. —(r1y e ymn) = (=71, oy —=T0);
3. (r1y oy m) (81,0, Sn) = (181, -+, TSn)-
Dengan (0,0,...,0) sebagai elemen identitas. R disebut jumlahan langsung

eksternal dari Ry, ..., R, dan dinotasikan sebagai Ry ® Ry & - - - & R, (Side dkk.,
2021)).

Contoh 2.4.2 Diberikan dua ring, yaitu R = Zy = {0, 1} dan Ry = Z3 = {0, 1, 2}.
Akan ditunjukkan jumlahan langsung eksternal 7 = R, ® R, adalah himpunan hasil
kali kartesian yang berisi pasangan terurut (7, 73).

Himpunan elemenn R = {(0,0), (0,1), (0,2),(1,0), (1,1),(1,2)}

1. Ambil dua elemen, misalnya (1, 1) dan (1, 2), sehingga
(1,1)+(1,2) = (1+1 (mod2),1+2 (mod 3))= (0,0).

Hasilnya adalah elemen identitas (0, 0).

2. Invers dari elemen (1, 2) yaitu:
—(1,2) = (-1 (mod 2),—2 (mod 3)) = (1,1).

Karena (1,2) + (1,1) = (0,0).
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3. Ambil elemen yang sama untuk dikalikan, sehingga
(1,1)-(1,2)=(1-1 (mod 2),1-2 (mod 3)) =(1,2).
Operasi dilakukan pada masing-masing komponen ring penyusunnya.

Terbukti R = R; & R, adalah himpunan hasil kali kartesian yang berisi pasangan
terurut (1, 7r2).

2.5 Derivasi

Ide derivasi bukanlah hal yang baru, derivasi telah terbukti memiliki banyak aplikasi
karena sangat berkaitan dengan struktur ring dan mengungkap banyak sifat-sifat dari
berbagai struktur lain baik itu aljabar, aljabar Lie, dan ideal (Al1 dkk.,2024). Berikut

definisi derivasi pada ring.

Definisi 2.5.1 Diberikan ring R. Pemetaan d dari R ke R yang memenuhi
1. d(a+b) = d(a) + d(b), untuk setiap a,b € R,
2. d(ab) = d(a)b+ ad(b), untuk setiap a,b € R

disebut derivasi pada R (Al dkk.,[2024).

Berdasarkan Definisi[2.5.1] berikut diberikan contoh derivasi pada suatu ring matriks.

Contoh 2.5.2 Diberikan ring A merupakan subset dari matriks berukuran 2 x 2

yang entri-entrinya bilangan bulat, dengan A = {

d:A%Adengand([a O]) = [0 0
c 0 c 0

derivasi.

0
0] la,c e Z}. Didefinisikan

. Akan ditunjukkan d merupakan
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(0, 0 0
d(N+P):d( 2 o Z OD
. _a1+a2 0
B Cc1+ ¢ 0
[ o o
N 01+CQ 0
[0 0 0 0
= +
C1 0 Co 0
_ aq 0 +d a9 0
C1 0 Co 0
=d(N) +d(P).

Jadi, d(N + P) = d(N) + d(P).

2. Akan ditunjukkan d(NP) = d(N)P + Nd(P).

d(NP) :d< “ 0]




Di sisi lain,

d(N)P + Nd(P) =d ( [

0

&1

0

C1G2

0

C102

ai

C1

0
0

|

0
0

0

ol
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o) 1S R e K )
ol

0 0
0 0

|

Jadi, d(NP) = d(N)P + Nd(P).
Terbukti d merupakan derivasi pada ring A.

Selanjutnya, diberikan contoh lain sebagai berikut.

Contoh 2.5.3 Diberikan ring M(Z) merupakan matriks berukuran 2 x 2 yang

entri-entrinya bilangan bulat. Didefinisikan d Ms5(Z) — Msy(Z) dengan

-k

c
o a

Diberikan sebarang N =
C1

. Akan ditunjukkan M5(7Z) merupakan derivasi.

1 as by

bl p_
dy

Co

1. Akan ditunjukkan d(N + P) = d(N) + d(P).

_a1 + as b1 + bz

_Cl + Co d1 + dz
0 —(by + ba)

€ My(Z).
aq b2

2)
)

by
da

d(N + P) =d ( 2
C1

C2

aq b1 a9 b2
([ ) )
—d(N) + d(P).
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Jadi, d(N + P) = d(N) + d(P).

2. Akan ditunjukkan d(NP) = d(N)P + Nd(P).

(05} bg

co dy
. _Cllaz +bicy arby + bidy
_Clag + d1€2 Clbg + d1d2

a; by

c dy

d(NP) =d (

)

0 —(ale + b1d2>
ciag + d102 0

Di sisi lain,
b | b b b
d(N)P + Nd(P) =d ap O az 02 i ap O d az O
C1 dl Cy d2 C1 dl Cy dg
o —O —b1 _ag bQ X aq bl 0 —b2
B C1 0 cy do ¢ dp Co 0

_ _—blcg —b1d2] i [blcg —albgl

C1G2 c1bo dica  —ciby

o [ 0 —bldQ — a1b2

N C1a9 + dlcg 0

. [ 0 —((Ile + bldg)
ciao + d102 0 '

Jadi, d(NP) = d(N)P + Nd(P).

Terbukti bahwa d merupakan derivasi pada ring M, (Z).

2.6 Bi-Derivasi

Setelah konsep derivasi didefinisikan oleh Posner, banyak peneliti mempelajari
derivasi dalam teori ring. Pada tahun 1980, Maksa memperkenalkan konsep
bi-derivasi dengan memberikan teorema representasi dari bi-derivasi dalam
ruang Hilbert (Ali dkk., 2024). Berikut diberikan terminologi-terminologi yang

berhubungan dengan bi-derivasi.
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Definisi 2.6.1 Diberikan ring R. Suatu fungsi d : R x R — R disebut bi-aditif
jika fungsi tersebut aditif, yaitu d(a + b, ¢) = d(a,c) + d(b, c) dan d(a,b + ¢) =
d(a,b) + d(a, c) untuk setiap a, b, c € R (Ali dkk.,2024).

Berdasarkan Definisi berikut diberikan contoh bi-aditif pada ring polinomial.

Contoh 2.6.2 Diberikan ring polinomial R|z]. Didefinisikan d : R[z| x R[z] —
R[z] dengan d(p(x),q(z)) = p'(z)¢'(x), untuk setiap p(z) = Y ., a;z’, q(x) =
S _obixt € Rlz] dengan p/(x) = > " iqz" ! dan ¢/(z) = > iba’ . Akan
ditunjukkan d merupakan pemetaan bi-aditif.

Diberikan sebarang p(x) = Y1, a;x’, q(x) = Y i_ bz’ r(x) = Y ", cix’ € Rlz].
Berlaku:

Ap(e) + a(e), (2)) =(p(a) +4(2))7'(2)
~ (Siyau + XL, bixi)/ (zz’;o ')

— <Z?:S’“"("S (a; + b;) ) Z ic;x

max(n,s) m
= g i(ai+bz-)x’_lg ic;xt !
=0 =0

m
_ L | s il A |
= (Srgia + iy ibat ) Y e
=0

n m S m
= E ja;zt! E it 4 E bt E ic;rt!
i=0 i=0 =0 i=0

=p()r' () + ¢'(x)r'(2)
:d<p($), T(IL‘)) + d(Q('T)a r(m)),
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dan

d(p(z), q(x) +r(x)) =p'(z)(q(z) + r(z))’
Do bt + 300, Ciﬂ')

!/
S b+ o))

=0
n mazx(s,m)
= g ja;rt ! E i(by +c)a!
i=0 i=0
n
_ 1—1 s i—1 m i—1
= E 1a;x (Zi:o bt 4+ Y i >
i=0
n S n m
= E ia;x ! E bt 4+ E ia;x ! E it
=0 =0 =0 =0

=d(p(x), q(x)) + d(p(z),r(z)).
Terbukti d merupakan bi-aditif.

Selanjutnya definisi bi-derivasi sebagai berikut.

Definisi 2.6.3 Diberikan ring R. Pemetaan bi-aditif d : R x R — R dikatakan

sebagai bi-derivasi jika berlaku:

1. d(ab,c) = d(a, )b+ ad(b, c);

2. d(a,bc) = d(a,b)c + bd(a,c)
untuk setiap a, b, c € R (Reddy dan Reddy, [2017).

Berdasarkan Definisi [2.6.3] berikut diberikan contoh bi-derivasi pada ring
polinomial.

Contoh 2.6.4 Diberikan ring polinomial R|[z]. Didefinisikan d : R[z| x R[z] —
R[z] dengan d(p(x), q(x)) = p'(x)q'(x), untuk setiap p(x) = S/ asa’, g(x) —
>oi_obir' € Rlz] dengan p'(x) = Y1 ia;a" " dan ¢'(x) = >.;_,iba’t. Akan
ditunjukkan d merupakan bi-derivasi.
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. Berdasarkan Contoh [2.6.2] d bersifat bi-aditif.

. Diberikan sebarang p(z) = >."  auz',q(z) = Y _ ba',r(x) =
Yo, et € R[z]. Akan ditunjukkan d(p(x)q(x),r(x)) =
d(p(x),r(z))g(z) + p(x)d(g(z),r(x)) dan d(p(z),q(z)r(z)) =
d(p(z), q(z))r(z) + q(z)d(p(x),r(x)).
d(p(z)q(x),r(x)) =(p()q(x))'r’'(x)
= (St Biotr) (S )

= (Z?:os (E; 0 @;bi- J) ) ZZCZ

; i—1 -1
—E <JOCLJ@]> EzcZ :
Di sisi lain,

d(p(z),r(z))q(x) + p(z)d(q(z),r(x))
=p'(x)r'(x)q(x) + p(x)q (z)r'(x)

—(Z?:Oaixi)/ Sl Gt )be —i—Zal ( Siob i>/<2?locixi)

!/

:Ziaixi ! chl i1 Z bzt + Za x Zibﬂ:”l Zicixi’l
- (27 olair’ ™t YT g birt + Y gagat Yo7 it 1) Zicixi_l
i=0
= (Z?:os (Z;:o jajbi_]> =1y Zn+s <Z] o Jai—jb; ) xiﬂ) Zicﬂi_l
i=0

n+s m .

_Z<ZJ oJ(ajbi—j + a;—;b; )> = IZicixz_l
i=0
n+s m

_ i—1 il
E ( joajzj)x E ',

1=0



dan

’
_ i—1 s+m % i
= E 1a;x <Zi:0 (Zro b]CZ—J> x >
=0
n s+m
_ i—1 7 i—1
=Y i i (ijo b]cZ_J> x
1=0 =0

Di sisi lain,

d(p(x), q(x))r(z) + q(z)d(p(x), r(z))
=p'(z)q (z)r(z) + ¢

=
’E\
&
ﬁ\
&

~ (Stan) (Siober) e+ Y0t (Siga) (Sitgca)

=0 =0
n S m S n m
_ i—1 i—1 i A i—1 i—1
= 10;T 1b;x Tt + b;x 1a;T 1T
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

n
N\ il s g ieiem s T NS A |
=Y i (S bt S e+ S bt Ty
=0
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=> gt (Zfién (Z;'-:Ojbjci,j) DY <Z;:0jbi,jcj) ﬂfi_l)
=0

n s+m
o A | i . i—1
= iaa ™ty <Zj:0]<bjci*j + bH%’)) x
i=0 i=0
n s+m
o . i1 . % i—1
= E ia;T E 1 <2j20 bjci,j) ',
i=0 i=0

Jadi, d memenuhi d(p(x)q(z),r(x)) = d(p(z), r(x))q(z) +p(z)d(q(x), r(z))

dan d(p(x), q(x)r(x)) = d(p(x), q(x))r(z) + q(z)d(p(z), r(z)).

Terbukti d merupakan bi-derivasi pada ring polinomial R|x].
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2.7 Derivasi Jordan

Herstein menunjukkan ketertarikan pada hubungan antara ring asosiatif dan struktur
Jordan. Dalam penelitiannya Herstein mendefinisikan derivasi Jordan dengan
membangun ring Jordan yaitu a o b = ab + ba, untuk setiap a,b € R, dengan ab
merupakan hasil kali dari a dan b dalam ring asosiatif R (Ali dkk.,[2024). Selanjutnya,
diberikan definisi derivasi Jordan sebagai berikut.

Definisi 2.7.1 Diberikan ring R. Pemetaan d : R — R disebut derivasi Jordan jika
memenuhi:

1. d(a+b) = d(a) + d(b),

2. d(a*) = ad(a) + d(a)a
untuk setiap a, b € R (Herstein, |[1957)).

Berdasarkan Definisi berikut diberikan contoh derivasi Jordan pada ring

polinomial.

Contoh 2.7.2 Diberikan ring polinomial R[z]. Didefinisikan d : R[z] — Rlz]
dengan d(p(z)) = p'(x), untuk setiap p(z) = > ., a;z" € R[z] dengan p/(z) =
>or o ia;z" . Akan ditunjukkan d merupakan derivasi Jordan.

1. Diberikan sebarang p(z) = Y . a;z',q(x) = Y ;_ bz’ € Rlz]. Akan
ditunjukkan d(p(z) + q(x)) = d(p(z)) + d(q(x)),
d(p(r) + (q¢(z)) =(p(z) + q(z))
= (Z?:o @i’ + 30 bixi)
= (S b))

mazx(n,s)

== Z ’L(al—f‘bl)l'z_l

= z”: ja;x Tt i: bt
=d(p(z)) + d(q(x)).

Jadi, d memenuhi sifat aditif.
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2. Diberikan sebarang p(z) € Rlz]. Akan ditunjukkan d(p(x)?) =
p(w)d(p(z)) + d(p(z))p(x),

d(p(2)*) =(p(2)?)
~ (Srpaa S gat)
- (Z?ZO (22':0 ajai_j) $Z>

2n

_ . % i—1
= Z(ijoaja’i—j)x :

1=0

Di sisi lain,

n n n n
= E ;T E ja;x Tt 4+ E ia;x ! E a; "
=0 =0 =0 =0
2n 2n
o 1—1 1—1
= <Z]-O ]a]a%]) T+ E : (Z]-O ]@lﬂaa) x
=0 i=0
2n
_ A . i—1
= (ijoj(ajai—j + az‘—j%‘)) x
=0
2n
_ % o i—1
=20 (Zj:o aj“%-]) X
i=0

Jadi d(p(z)?) = p(x)d(p(z)) + d(p(x))p(x).

Terbukti d merupakan derivasi Jordan pada ring polinomial R[z].

2.8 Bi- Derivasi Jordan

Konsep bi-derivasi Jordan merupakan pengembangan dari bi-derivasi dan derivasi
Jordan. Jika dalam derivasi Jordan hanya melibatkan satu variabel, maka dalam
bi-derivasi Jordan diperkenalkan pemetaan dua variabel yang bersifat bi-aditif
berdasarkan Definisi dan memenuhi distribusi terhadap perkalian Jordan.

Berikut definisi dari bi-derivasi Jordan.
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Definisi 2.8.1 Diberikan ring R. Pemetaan bi-aditif d : R x R — R disebut
bi-derivasi Jordan jika berlaku:

1. d(a?, ¢) = ad(a,c) + d(a,c)a,

2. d(a,c?) = d(a,c)c+ cd(a,c)
untuk setiap a, ¢ € R (Sahin dan Kilic, [[2023)).

Selanjutnya diberikan teorema terkait bi-derivasi Jordan.

Teorema 2.8.2 Diberikan ring R. Jika terdapat pemetaan bi-aditif d : R x R — R
yang merupakan bi-derivasi Jordan, maka berlaku:

d(a®,b*) = ad(a,c®) + d(a,c®)a = cd(a?, ) + d(a®, c)c

untuk setiap a, c € R.
Bukti. Menggunakan Definisi pada argumen pertama (dengan c? tetap):

d(a®,c*) =ad(a, c*) + d(a,*)a
=a(d(a,c)c + cd(a, c)) + (d(a, c)c + cd(a, c))a
=ad(a,c)c+ acd(a, c) + d(a, c)ca + cd(a, c)a,

Menggunakan Definisi m pada argumen kedua (dengan a? tetap):

d(a®,c®) =cd(a®,c) + d(a*, c)c
=c(ad(a, c) + d(a,c)a) + (ad(a,c) + d(a, c)a)c
=cad(a, c) + cd(a, c)a + ad(a, c)c + d(a, c)ac

Kedua ekspansi menunjukkan bahwa d(a?, ¢?) terdefinisi pada ring R. |

Berdasarkan Definisi|2.8.1] berikut diberikan contoh bi-derivasi Jordan pada ring.

Contoh 2.8.3 Diberikan ring M,,(Z) merupakan matriks berukuran n x n dengan
entri-entrinya bilangan bulat. Didefinisikan d : M,,(Z) x M, (Z) — M,,(Z) dengan
d(N,P) = NP— PN, untuk setiap N, P € M,(7Z). Akan ditunjukkan d merupakan

bi-derivasi Jordan.
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1. Diberikan sebarang N, P,S € M,(Z). Akan ditunjukkan d(N + P,S) =
d(N,S)+d(P,S)dan d(N, P + S) = d(N, P) +d(N,S).

d(N + P,S) =(N + P)S — S(N + P)
—(NS + PS) — (SN + SP)
—NS+PS—SN—SP
=(NS — SN) + (PS — SP)
—d(N, 8) + d(P,S),

dan

d(N,P+S)=N(P+S)—(P+S)N
=(NP+ NS)— (PN + SN)
=NP+ NS —- PN —-SN
=(NP — PN)+ (NS —SN)
=d(N,P)+d(N,?S).
Jadi, d bersifat bi-aditif.

2. Diberikan sebarang N,S € M,(Z). Akan ditunjukkan d(N? S) =
Nd(N,S) + d(N,S)N dan d(N, S?) = d(N,S)S + Sd(N, S).

d(N?,S) =N?S — SN? = NNS — SNN.
Di sisi lain,

Nd(N,S) + d(N,S)N =N(NS — SN) + (NS — SN)N
—=NNS — NSN + NSN — SNN
—NNS — SNN,

dan

d(N,S?) =NS? — SN = NSS — SSN.
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Di sisi lain,

d(N, S)S + Sd(N,S) =(NS — SN)S + S(NS — SN)
—NSS — SNS+ SNS — SSN
—NSS — SSN.

Jadi, d memenuhi d(N? S) = Nd(N,S) + d(N,S)N dan d(N,S?) =
d(N,S)S + Sd(N, S).

Terbukti d merupakan bi-derivasi Jordan pada ring M,,(Z).

Selanjutnya, diberikan contoh lain sebagai berikut.

Contoh 2.8.4 Diberikan ring A merupakan subset dari matriks berukuran 2 x 2

0
yang entri-entrinya bilangan bulat, dengan A = “ 0 la,c € Z ;. Didefinisikan
c

) - L

a10 CL20

by 0 by 0
merupakan bi-derivasi J orc-_lan paz_ia ring A.

0
d: A — Adengan d . Akan ditunjukkan d

9

0 0 0
Diberikan sebarang N = “ , P = 42 S = s € R.
bl 0 b2 O bg 0
1. Akan ditunjukkan d bi-aditif.
(a0 0 0
AN+ PS5y =d| | V4] Y |
by 0O by 0| |bs O

o _CL1+CL2 O_ as 0
B bi+by 0 |b3 0

oo 0|

| (b1 + b2)bs 0]
Jo o+'o 0
~|bibs O] [babs O

—d a107
by 0 bs 0

=d(N, S) +d(P,S5),




aq 0
by O
_al 0_
by 0]’

0
_b1(bz+b3)

0 0+
biby 0

([ o)

0
as 4 as
by 0 bs
_a2+a3 0
b2+b3 0
0
0
[0 0
bibs 0O
-ag 0

+d

o))

—d(N, P) +d(N, S).

Jadi, d bersifat bi-aditif.

2. Akan ditunjukkan d(NZ2,S)
d(N,S)S + Sd(N, S).

2
R B I
’ by 0| " |bs

Di sisi lain,

. —CL1 0_ d aq 0 as
e, 0 by 0| |bs
ey 0] 0 0 0
= +
by 0| |bibs O bibs

by

41

Nd(N, S) + d(N,S)N dan d(N,S?) =

d < k&
by

b1a1b3

ol
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dan
2 2
d(N,SQ):d a107a30 4 a107a30 _ 0 0'
b1 0 b3 0 bl 0 b3a3 0 b1b3a3 0

Di sisi lain,
d(N,S)S + Sd(N, S)
—d ay 0 ’ as 0
by 0 bs 0
[0 o]fas 0
~|bibs O] by 0O

[ o 0'+00
~|bibsas 0 0 0

as O_
+
)i

as 0] [0 0
bs 0| |bybs 0

+

0 0
blbgag 0 .

Jadi, d memenuhi d(N?,S) = Nd(N,S) + d(N,S)N dan d(N,S?) =
d(N,S)S + Sd(N, S).

Terbukti d merupakan bi-derivasi Jordan pada ring A.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung yang beralamatkan
di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa,
Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Tahap Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dan analisis teoritis, dengan
mengumpulkan referensi seperti jurnal, artikel ilmiah, buku, dan sumber lainnya
yang terkait dengan penelitian ini. Secara umum langkah-langkah penelitian ini
sebagai berikut.
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Mengkaji teori aljabar abstrak yaitu grup (Fitriani dan Faisol, |2022),
grup Abe(Hamana, |2018), semigrup (Larubun dan Persulessy,
2019), ring (Grillet, [2007), dan ring polinomial (Hungerford, 1974).
Mempelajari derivasi (Al dkk., 2024), bi-derivasi (Reddy
dan Reddy, |[2017), derivasi Jordan (Herstein, [1957),
dan bi-derivasi Jordan pada ring (Sahin dan Kilic, 2023).

Tahap 1 Mengkonstruksi bi-derivasi Jordan pada ring polinomial

l

Tahap 2 Menyelidiki hubungan bi-derivasi Jordan dengan bi-derivasi pada ring polinomial

l

Tahap 3 Menyelidiki sifat-sifat bi-derivasi Jordan pada ring polinomial

l

Tahap 4 Mengkonstruksi contoh-contoh bi-derivasi Jordan pada ring polinomial

Gambar 3.1 Langkah-langkah Penelitian




BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan, dapat disimpulkan bahwa bi-derivasi Jordan pada ring
polinomial R[z] sebagai bentuk generalisasi dari bi-derivasi dan derivasi Jordan
dengan melemahkan syarat Leibniz menjadi perkalian Jordan. Melalui definisi,
contoh, serta pembuktian yang diberikan, ditunjukkan bahwa bi-derivasi Jordan
memenuhi sifat bi-aditif dan memenuhi distribusi terhadap perkalian Jordan,
sehingga konsep ini merupakan perluasan dari konsep bi-derivasi dalam kajian
aljabar.

Selain itu, hasil penelitian menunjukkan penjumlahan dari bi-derivasi Jordan
menghasilkan bi-derivasi Jordan. Perkalian skalar selalu menghasilkan bi-derivasi
Jordan. Setiap bi-derivasi Jordan merupakan bi-derivasi pada ring polinomial.
Kajian terhadap struktur aljabar yang dibentuk oleh himpunan bi-derivasi Jordan
menunjukkan bahwa himpunan tersebut membentuk Z-modul. Lebih lanjut,

himpunan elemen-elemen konstan dari bi-derivasi Jordan juga membentuk Z-modul.

5.2 Saran

Penelitian ini masih terbatas pada kajian bi-derivasi Jordan pada ring polinomial.
Oleh karena itu, penelitian selanjutnya dapat diarahkan untuk mengkaji konsep
bi-derivasi Jordan pada struktur ring tertentu untuk memperoleh hasil yang lebih
umum dan komprehensif. Selain itu, penelitian lanjutan dapat difokuskan pada
pengembangan hubungan antara bi-derivasi Jordan dengan struktur aljabar lainnya,
seperti modul sehingga diharapkan dapat memperkaya kajian dalam bidang aljabar
abstrak.
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