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ABSTRACT

ROLLE’S THEOREM AND THE MEAN VALUE THEOREM ON /[,
-VALUED SEQUENCE FUNCTIONS

By

KARTIKA CHANDRA KIRANA

This thesis discusses Rolle’s Theorem and the Mean Value Theorem for
sequence-valued functions in the space ;. The discussion begins with the basic
concepts of limits, continuity, and derivatives of sequence-valued functions as
the main foundation. It is then shown that both theorems remain valid for
sequence-valued functions in the space [y, provided that the functions are
continuous on a closed interval and differentiable on an open interval with respect
to the /s norm. The results show that the relationship between Rolle’s Theorem
and the Mean Value Theorem for sequence-valued functions is consistent with the
real-valued case. Therefore, the basic concepts of calculus can be extended to the
sequence space [ as a Banach space and a Hilbert space.

Keywords: Rolle’s Theorem, Mean Value Theorem, sequence-valued functions, /o
space.



ABSTRAK

TEOREMA ROLLE DAN TEOREMA NILAI RATA-RATA
PADA FUNGSI BERNILAI BARISAN /,

Oleh

KARTIKA CHANDRA KIRANA

Skripsi ini membahas Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata pada fungsi
bernilai barisan di ruang [,. Pembahasan dimulai dengan konsep dasar limit,
kontinuitas, dan turunan pada fungsi bernilai barisan sebagai landasan utama.
Selanjutnya ditunjukkan bahwa kedua teorema tersebut tetap berlaku pada fungsi
bernilai barisan di ruang [/, dengan memenuhi syarat kekontinuan pada interval
tertutup dan terdiferensialkan pada interval terbuka dalam norma /5. Hasil kajian ini
menunjukkan bahwa hubungan antara Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata
pada fungsi bernilai barisan sejalan dengan kasus fungsi bernilai real. Dengan
demikian, konsep dasar kalkulus dapat diperluas ke dalam ruang barisan [, sebagai
ruang Banach dan ruang Hilbert.

Kata-kata kunci: Teorema Rolle, Teorema Nilai Rata-Rata, fungsi bernilai
barisan, ruang /5.
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Barisan adalah susunan bilangan yang diatur dalam urutan tertentu, misalnya
1,2,3,...(Widodo, 2017). Dalam matematika, barisan tidak hanya dianggap
sebagai daftar bilangan, tetapi juga dipelajari sifat-sifatnya, seperti apakah barisan
tersebut konvergen atau divergen (Soewito, 2015). Salah satu ruang penting yang
memuat barisan khusus adalah ruang /5, yaitu himpunan semua barisan bilangan
real (atau kompleks) yang jumlah kuadrat suku-sukunya berhingga (Kreyszig,
1989). Ruang [, sangat penting dalam analisis modern karena memiliki struktur
ruang Hilbert, yang banyak digunakan dalam analisis fungsional, teori operator,
maupun penerapan dalam fisika dan teknik (Conway, [1990).

Ruang /5 juga termasuk dalam kategori ruang Banach, yaitu ruang bernorm yang
lengkap di mana setiap barisan Cauchy di dalamnya pasti konvergen. Ruang ini
memungkinkan pembahasan fungsi yang bernilai barisan, bukan hanya bernilai
real, sehingga konsep limit, kontinuitas, dan turunan dapat diperluas ke dalam ruang
bernilai barisan (Bartle & Sherbert, 2000). Dengan memahami sifat-sifat ruang
Banach, dapat dipelajari tentang perilaku fungsi yang memiliki nilai berupa barisan
dalam konteks analisis fungsional.

Dalam analisis real, Teorema Rolle merupakan teorema penting yang menjelaskan
hubungan antara nilai fungsi dan turunannya. Teorema ini menyatakan bahwa jika
suatu fungsi kontinu pada interval tertutup dan dapat diturunkan pada interval
terbuka, serta nilai fungsi di kedua ujung interval sama, maka terdapat sedikitnya
satu titik di dalam interval tersebut di mana turunan fungsi bernilai nol (Chaudhary
dkk., 2023). Teorema ini menjadi dasar dalam memahami perilaku fungsi yang
halus dan kontinu pada suatu interval.

Selanjutnya, Teorema Nilai Rata-Rata menyatakan bahwa terdapat suatu titik di



dalam interval di mana laju perubahan sesaat fungsi sama dengan laju perubahan
rata-rata fungsi pada interval tersebut. Artinya, turunan fungsi di titik tertentu
menggambarkan rata-rata perubahan fungsi pada keseluruhan interval. Konsep ini
sangat penting dalam kalkulus karena menjelaskan keterkaitan antara fungsi dan
turunannya (Purcell dkk., 2007).

Kedua teorema tersebut saling berkaitan erat karena sama-sama menekankan
hubungan antara kontinuitas dan keterdiferensialan suatu fungsi. Pada Teorema
Rolle nilai fungsi di ujung interval sama, sedangkan pada Teorema Nilai Rata-Rata
perbedaan nilai di ujung interval digunakan untuk menentukan kemiringan rata-rata
fungsi. Hubungan inilah yang menjadi dasar penting dalam memperluas kedua

teorema tersebut ke fungsi bernilai barisan di ruang [, (Kreyszig, [1989).

Penelitian yang dilakukan oleh Vyborny (1981) merupakan salah satu penelitian
terdahulu yang mengkaji tentang Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata.
Penelitian tersebut membahas generalisasi teorema nilai rata-rata dan teorema
Taylor untuk fungsi yang bernilai pada ruang vektor topologis lokal. Hasil
penelitian ini menunjukkan bahwa konsep nilai rata-rata yang berlaku pada fungsi
real dapat diperluas ke fungsi bernilai vektor, termasuk ruang Banach dan Hilbert,
sehingga memberikan dasar teoritis bagi kajian fungsi bernilai barisan pada ruang
lo.

Dalam penelitian ini, konsep Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata diperluas
ke fungsi yang bernilai barisan di ruang [l;. Hal ini berarti fungsi tidak lagi
memetakan bilangan real ke bilangan real, tetapi dari R ke barisan dalam ruang /5.
Penerapan ini menarik karena menunjukkan bagaimana konsep dasar kalkulus satu
variabel dapat dikembangkan menjadi bentuk yang lebih umum di ruang bernorm
(Conway, [1990).

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah dari penulisan proposal ini sebagai berikut:

1. Bagaimana bentuk dan syarat keberlakuan Teorema Rolle pada fungsi

bernilai barisan di ruang [5?

2. Bagaimana bentuk dan syarat keberlakuan Teorema Nilai Rata-Rata pada

fungsi bernilai barisan di ruang [5?



3. Bagaimana hubungan antara Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata

dalam konteks Fungsi bernilai barisan di ruang l5?

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan Penelitian dari penulisan proposal ini sebagai berikut:

1. Menentukan dan membuktikan bentuk Teorema Rolle yang berlaku pada

fungsi bernilai barisan di ruang /5.

2. Menentukan dan membuktikan bentuk Teorema Nilai Rata-Rata pada fungsi

bernilai barisan di ruang /5.

3. Menganalisis hubungan antara Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata

dalam ruang [, serta implikasinya terhadap sifat-sifat fungsi bernilai barisan.

1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat Penelitian dari penulisan proposal ini sebagai berikut:

1. Menambah pengetahuan tentang konsep Teorema Rolle dan Teorema Nilai

Rata-Rata bernilai barisan di ruang [5.

2. Memahami konsep dan sifat-sifat Teorema Rolle dan Teorema Nilai

Rata-Rata bernilai barisan di ruang [s.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Fungsi

Fungsi merupakan hubungan matematis yang memasangkan setiap elemen
himpunan asal dengan tepat satu elemen pada himpunan hasil (Purcell dkk., 2007).
Beberapa fungsi memiliki sifat khusus, seperti fungsi bijektif, yaitu fungsi yang
bersifat injektif dan surjektif sekaligus. Selain itu, dikenal pula fungsi invers
yang mengembalikan pasangan hasil ke pasangan asalnya (Darwanto dkk., 2020).

Adapun beberapa definisi fungsi sebagai berikut.

Definisi 2.1.1 Fungsi merupakan salah satu konsep fundamental dalam matematika
yang menyatakan adanya hubungan ketergantungan antara variabel bebas dan
variabel terikat. Variabel-variabel tersebut berperan sebagai unsur utama dalam
pembentukan suatu fungsi (Markonah Riwaty, 2008). Secara formal, suatu fungsi
f didefinisikan sebagai suatu aturan korespondensi yang memasangkan setiap
elemen p dari suatu himpunan tak kosong, yang disebut daerah asal (domain),
dengan tepat satu elemen f(p) pada himpunan lain. Ketunggalan pasangan ini
menegaskan bahwa setiap elemen pada daerah asal memiliki satu dan hanya satu
nilai hasil. Himpunan yang memuat seluruh nilai hasil pemetaan tersebut disebut
sebagai daerah hasil (range) fungsi. Dalam penulisan matematis, fungsi biasanya
dilambangkan dengan satu huruf, seperti f, j, atau F', sedangkan notasi f(p), yang
dibaca “f dari p”, menyatakan nilai fungsi f yang bersesuaian dengan elemen p
pada daerah asal (Purcell dkk., 2007).

Contoh 2.1.1 Diketahui suatu fungsi f(s) = 2s 4+ 3 dengan D = {1,2,3,4}.
Selanjutnya dapat di tentukan nilai f(1), f(2), f(3), f(4) yang diperoleh sebagai
berikut :

Penyelesaian: Gunakan rumus f(s) = 2s + 3.



fA)=2(1)+3 =5,
f2)=202)+3=T1,
fB)=203)+3=9,
f(4)=24)+3=11

Kemudian akan ditentukan daerah hasil (range) dari fungsi tersebut.
Diperoleh: Range = {5,7,9,11}.

Fungsi f(s) = 2s + 3 menghubungkan setiap p € {1,2, 3,4} ke satu nilai unik di
range {5,7,9,11}. Maka f memenuhi sifat fungsi.

Definisi 2.1.2 Fungsi f dikatakan bijektif jika dan hanya jika f merupakan fungsi

injektif serta surjektif secara bersamaan (Darwanto dkk., 2020).

Contoh 2.1.2 Diketahui Fungsi f : R — R yang didefinisikan dengan rumus
f(s)=s—1.

Akan ditunjukkan fungsi f merupakan fungsi bijektif, yaitu memenuhi:
 Syarat injektif, yaitu
f(s1) = f(s2) = 51 = 59
Diperhatikan bahwa

f(s1)=f(s2) =>s1—1=s5—1

= 81 = S

Terbukti bahwa fungsi ini injektif.

 Syarat surjektif, yaitu

Vt € R, 3s € R sehingga f(s) =t

Misalkan ¢ € R, kemudian mencari nilai s sehingga

fls)=t=s—-1=t=s=t+1

Karenat 4+ 1 € R, maka selalu ada s € R untuk setiap ¢.



Terbukti bahwa fungsi ini surjektif.

Jadi, karena f(s) = s — 1 injektif dan surjektif, maka fungsi tersebut bijektif.

Definisi 2.1.3 Misalkan p adalah anggota himpunan P dan ¢ adalah anggota
himpunan @, maka f~!(¢) = pjika f(p) = ¢ (Darwanto dkk., 2020).

Contoh 2.1.3 Diketahui f = {(4,p),(5,¢),(6,7)} dari P = {4,5,6} ke Q =
{a, b, c} adalah fungsi yang berkorespondensi satu ke satu. Invers fungsi f~! =

{(p,4),(q,5),(r,6)}.

2.2 Limit

Limit merupakan konsep dasar dalam kalkulus yang menjelaskan perilaku suatu
fungsi ketika variabel mendekati suatu nilai tertentu. Limit sangat penting karena
menjadi syarat utama bagi definisi fungsi kontinu dan turunan (Purcell dkk., 2007).
Kontinuitas yang didasarkan pada limit inilah yang kemudian menjadi prasyarat
dalam penerapan Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata. Dengan kata lain,
tanpa adanya limit, baik kontinuitas maupun turunan tidak dapat didefinisikan
secara tepat, sehingga teorema-teorema tersebut tidak dapat berlaku. Adapun

definisi limit sebagai berikut :

Definisi 2.2.1 Untuk menyatakan bahwa lim f(s) = M, berarti bahwa ketika
S—r

s mendekati r, tetapi tidak sama dengan r, maka nilai f(s) akan mendekati M

(Purcell dkk., 2007).

Contoh 2.2.1 Misalkan liné(éls —5). Ketika s mendekati 3 maka 4s — 5 mendekati
5—
terhadap 4 - 3 — 5 = 7. Dituliskan dalam bentuk

lim(4s —5) =7

s—3

Definisi 2.2.2 Untuk menyatakan bahwa lim+ f(s) = M, berarti bahwa saat s

S—T
mendekati nilai r dari arah kanan, maka nilai fungsi f(s) mendekati //. Demikian

pula, untuk menyatakan bahwa lim f(s) = M, berarti bahwa saat s mendekati
Elad

nilai r dari arah kiri, maka nilai fungsi f(s) juga mendekati M (Purcell dkk.,2007).



Contoh 2.2.2 Misalkan fungsi f(s) didefinisikan sebagai:

s+2, jikas < 3,
f(s) =<5, jika s = 3,
2s —1, jikas> 3.
Selanjutnya dapat dicari nilai lim f(s) dan lim f(s).
s—3~ s—3+

Diperhatikan bahwa

Langkah 1: Limit dari arah kiri (s — 37)
Untuk s < 3, berlaku f(s) = s + 2.

lim f(s)=3+2=5.

s—3~

Langkah 2: Limit dari arah kanan (s — 37)
Untuk s > 3, berlaku f(s) = 2s — 1.

lim f(s)=2(3) —1=5.

s—3+

Oleh karena
lim f(s) =5 dan lim f(s) =5,

s—3~ s—37+

maka kedua limit sisi kiri dan kanan sama, sehingga:

lim f(s) = 5.

s—3

Definisi 2.2.3 Diberikan lim f(s) = M yang artinya untuk setiap ¢ > 0, jikad > 0
S—r

sedemikian sehingga | f(s) — M| < ¢ dengan syarat 0 < |s — r| < J atau dengan

kata lain 0 < |s — | < 0 maka |f(s) — M| < e (Purcell dkk., 2007).

Contoh 2.2.3 Akan ditunjukkan bahwa:
lim(3s+1) =7
5—2

Perhatikan bahwa

Langkah 1: Tentukan elemen-elemen definisi



f(s)=3s+1, r=2, M=T.

Langkah 2: Rumuskan syarat -0

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap ¢ > 0, ada 6 > 0 sedemikian sehingga jika
0<|s—2| <o,

maka

[f(s) =7 <e.
Langkah 3: Substitusikan f(s) ke dalam bentuk limit

1f(s) =7 =1](Bs+1) =7 =[3s — 6] = 3|s — 2|.

Langkah 4: Hubungan dengan ¢
Agar |f(s) — 7| < €, maka diperlukan

3ls —2| <e.
€
ls —2| < 3
Langkah 5: Tentukan nilai o
Ambil
6= <.

Langkah 6: Verifikasi

Jika0 < |s — 2| < 0 = £, maka:

If(s) — 7| = 3]s — 2| <3(§) —:

Kesimpulan: Berdasarkan definisi limit -0, terbukti bahwa:

lim(3s + 1) = 7.

s—2



2.3 Turunan

Dalam analisis matematika, turunan merupakan konsep dasar yang
merepresentasikan laju perubahan suatu fungsi seiring perubahan variabel
bebasnya (Purcell dkk., 2007). Misalkan f : R — R, turunan dari f di titik p

didefinisikan sebagai

lim flp+h)— f(p)

h—0 h

f'(p) =

jika limit tersebut ada. Turunan f pada p menyatakan laju perubahan sesaat dari

)

fungsi f pada titik tersebut. Adapun definisi dan teorema turunan sebagai berikut:

Definisi 2.3.1 Turunan dari fungsi f dilambangkan dengan f'. Turunan dari fungsi
f pada sebarang bilangan r didefinisikan sebagai f'(r) = limj_ w

dengan syarat limitnya ada dan nilainya bukan merupakan oo atau —oo (Purcell
dkk., 2007).

Contoh 2.3.1 Diketahui fungsi f(s) = s?. Berdasarkan definisi turunan, maka

diperoleh
. f(s+h)— f(s)
!/ —
F16) = i ==
Substitusikan fungsi ke dalam rumus:
oy (s+h)?—s
fo) =i =

Uraikan (s + h)? sehingga
(s + h)? = s* +2sh + h*.

Maka

Sederhanakan dengan membagi semua suku oleh %

f'(s) = Illiir(l)(Zs + h).

Saat h mendekati 0, didapatkan

f'(s) = 2s.

Jadi, turunan dari f(s) = s* adalah f'(s) = 2s.
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Teorema 2.3.1
Jika suatu fungsi f mempunyai turunan di titik r, maka fungsi f kontinu di titik 7.
Bukti:

Untuk membuktikan f kontinu di r, maka akan ditunjukkan bahwa lim f(s) =
S—T
f(r). Misalkan dinyatakan f(s) dalam bentuk :

(s—r), s#r

S—T

Masing-masing ruas dikenakan limit, maka

i 6) =iy [ 100+ L 0
o ) = f0)
=t )+ iy P s

= )+ 1)

= f(r)
Jadi terbukti bahwa lim f(s) = f(r) yang berarti f kontinu
S—T
(Purcell dkk., 2007).

2.4 Barisan

Suatu barisan adalah suatu fungsi
p:N—=S5,

dengan S merupakan kodomain.

Misalnya R, C, atau ruang bernorm seperti /. Untuk setiap j € N, nilai barisan

dinotasikan sebagai
p(j) = p;-
Dengan demikian, barisan (p;) dapat dipandang sebagai fungsi yang memetakan

setiap bilangan asli ke suatu elemen di dalam S. Adapun definisi barisan sebagai
berikut :

Definisi 2.4.1 Barisan didefinisikan sebagai suatu fungsi yang memiliki domain

berupa himpunan bilangan bulat positif. Jika setiap bilangan bulat positif
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1,2,3,...,7,... dipasangkan dengan suatu bilangan real tertentu s;, maka urutan

51, 52,...,5;,... disebut sebagai suatu barisan (Mizrahi & Sullivan, |[1982).

Contoh 2.4.1 Pertimbangkan barisan p; = ]Jﬁ Beberapa suku awalnya adalah

5 PRI

W] o
SN

1 2
2" 3’
yang menunjukkan bahwa nilai barisan semakin besar.

Perhatikan bahwa

Jo__ v

Jj+1 Jj+1
Ketika 7 semakin besar, suku ]% — 0, sehingga p; — 1.
Karena barisan ini selalu kurang dari 1 dan nilainya meningkat untuk setiap j,
maka (p;) monoton naik dan dibatasi. Dengan demikian, barisan tersebut konvergen
dengan limit

lim p; = 1.

J]—00

Definisi 2.4.2 Barisan Suatu barisan (s;) dikatakan konvergen apabila terdapat
suatu elemen s € S sedemikian sehingga untuk setiap bilangan real € > 0 terdapat

bilangan asli j, dengan sifat bahwa untuk setiap j > j, berlaku
|s; — s| <e.

Hal ini dapat ditulis sebagai lim; ,., s; = s atau (s;) — s saat j — oo, dan
bilangan s disebut limit barisan tersebut (Darmawijaya, |2007). Sebaliknya, barisan
(s;) dikatakan divergen jika tidak terdapat bilangan s € S yang memenuhi syarat
konvergensi tersebut, yaitu barisan tidak mendekati satu bilangan tertentu atau tidak
dapat dibuat cukup dekat dengan suatu bilangan tetap meskipun j diperbesar tanpa
batas (Bartle & Sherbert, |[2000).

Contoh 2.4.2 Diberikan barisan
J

S; = ——.
J ]+2

Akan dibuktikan bahwa barisan (s;) konvergen.



12

Ambil s = 1. Untuk setiap j € N berlaku

' 2
’Sj—S’:_L—l = .
Jj+2 Jj+2

Misalkan € > 0. Pilih jp € N sedemikian sehingga
2
Jo > ——2.
€

Maka untuk setiap j > 7, diperoleh

2
’Sj—H:,—<€.
J+2

Dengan demikian, berdasarkan definisi barisan konvergen, barisan
([ J
)= (j + 2)

lim s; = 1.
j—00

adalah konvergen dan

2.5 Deret

Deret merupakan penjumlahan dari suku-suku suatu barisan yang dapat berhingga
atau tak hingga. Jika penjumlahan tersebut memiliki batas tertentu maka deret
dikatakan konvergen, sedangkan jika tidak memiliki batas disebut divergen (Purcell
dkk.,2007). Adapun definisi deret sebagai berikut:

Definisi 2.5.1 Suatu deret tak hingga Z;’il p; dikatakan konvergen apabila jumlah
dari suku-suku pertamanya, yang membentuk barisan jumlah parsial (7}), memiliki
nilai batas tertentu 7' saat j menuju tak hingga. Artinya, jika nilai 7; semakin
mendekati suatu bilangan tetap 7', maka deret tersebut memiliki jumlah 7'. Namun,
jika barisan jumlah parsial (7;) tidak memiliki batas atau nilainya tidak mendekati
suatu bilangan tertentu, maka deret tersebut disebut divergen, yang berarti deret
tersebut tidak mempunyai jumlah yang pasti (Purcell dkk., 2007).

Contoh 2.5.1 Misalkan p = 2 dan i = % Buktikan bahwa deret berikut merupakan



deret geometri yang konvergen.

Bukti:

24242y 2y
39 27

Deret di atas merupakan deret geometri dengan:
1
=2, i=_-.

b 3

Karena |i| = 3 < 1, maka deret geometri tersebut konvergen.

Jumlah deret tak hingga diberikan oleh rumus

Substitusikan nilai p = 2 dan i = =

w

Jadi, deret tersebut konvergen dengan jumlah
00 1 7j—1
> 2 (-) = 3.
J=1 3

Definisi 2.5.2 Deret yang berbentuk

Jj=1

dengan p konstan disebut deret p.

* Jika p > 1, maka deret ;7 konvergen.

 Jika p < 1, maka deret p divergen.

(Purcell dkk., 2007).

13

Contoh 2.5.2 Misalkan p = 2. Buktikan bahwa deret berikut konvergen untuk p >

1.
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Bukti:
Deret tersebut merupakan deret p-series dengan p = 2.

Menurut sifat deret p-series:

o0

1 | konvergen, jikap > 1,

= J" | divergen, jikap < 1.

Karena p = 2 > 1, maka deret ini konvergen.

Secara lebih lanjut, diketahui bahwa:

1 w2
— = — = 1.6449.
doE=

J=1

Jadi, deret tersebut konvergen dengan jumlah mendekati 1.645.

2.6 Barisan [,

Barisan [, memiliki peranan penting dalam pembahasan skripsi ini karena ruang
lo merupakan ruang Hilbert, yaitu ruang vektor bernorm yang dilengkapi produk
dalam (inner product) dan lengkap terhadap norma yang diinduksi oleh produk
dalam tersebut. Sifat lengkapnya berarti bahwa setiap barisan Cauchy di dalamnya
memiliki limit yang masih berada dalam ruang yang sama. Suatu barisan (s;)
disebut barisan Cauchy apabila untuk setiap ¢ > 0 terdapat bilangan asli NV

sehingga untuk semua ¢, 7 > N berlaku
Isj — sl <e

(Kreyszig, ,|1989)

Dengan sifat-sifat ini, ruang /» menyediakan struktur yang stabil dan lengkap
sehingga konsep limit, kekontinuan, dan turunan dapat didefinisikan serta dianalisis
dengan baik dalam konteks fungsi bernilai barisan. Selain itu, sifat konvergensi

pada barisan [, menjadi dasar penting dalam mengkaji fungsi bernilai barisan,
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karena setiap komponennya merupakan fungsi real yang memenuhi syarat

kontinuitas dan keterdiferensialan.

Definisi 2.6.1 Barisan [, adalah himpunan semua barisan bilangan real atau

kompleks dengan

s = (81, S, 83, -..)

yang memenuhi syarat
o0
Z |s,]? < 0.
j=1

Artinya, suatu barisan (s;) termasuk dalam [/, apabila jumlah kuadrat dari nilai

absolut setiap elemennya konvergen atau berhingga (Rudin, [1991). Ruang [,

0o 1/2
Isl]2 = <Z |8j|2> :
s=1

sehingga setiap elemen s € [, memiliki panjang (norma) yang terdefinisi dengan
baik (Shilov, |[1985).

dilengkapi dengan norma

1
Contoh 2.6.1 Barisan s = <—> , yaitu
J

_ (4 111
§ = IV
Akan diselidiki apakah deret yang bersesuaian dengan barisan tersebut konvergen

atau tidak.

Penyelesaian:

Pembuktian konvergensi deret p-series dengan p = 2, yaitu

=1
)
Jj=1 J
Untuk setiap ;7 > 2 berlaku
1 1
- < —
27 G-

Deret



16

merupakan deret tak hingga karena

1 1 1

jG—=1) Jj—-1

Jumlah parsialnya adalah

j=2

Karena limy_, ., T = 1, maka deret tak hingga tersebut konvergen. Oleh karena
1

70 =1)

untuk j > 2,
dan deret pembandingnya konvergen, maka berdasarkan uji perbandingan diperoleh

=1

juga konvergen. Selanjutnya, dari hasil klasik dalam analisis matematika diketahui

bahwa deret

bahwa jumlah deret p-series untuk p = 2 bernilai

=1 2

2.7 Ruang Barisan

Definisi 2.7.1 Ruang barisan dasar [, adalah koleksi dari semua barisan bilangan

real (s;) yang memenuhi
Z |sk| < 400,
k=2

dapat dituliskan sebagai

lg = {(Sk’)k>2 ; Z |Sk| < +OO} .

k=2
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Ruang ini disebut ruang barisan dasar karena /> merupakan salah satu ruang barisan
yang paling dasar dan paling sering digunakan dalam analisis, khususnya pada
pembahasan ruang bernorm dan konsep-konsep seperti konvergensi barisan, norma,
serta kelengkapan. Istilah “klasik” merujuk pada fakta bahwa ruang [, telah lama
menjadi contoh standar dalam berbagai buku analisis fungsional dan matematika
modern.

Diberikan norma pada [, sebagai berikut:
[Is]l2 = {Z Isk!} :
k=2

Contoh 2.7.1 Buktikan bahwa barisan (s;,) = (%) ;’;2 merupakan elemen dari ruang
ls.

Bukti:

(Alwi, 2014).

Barisan tersebut dapat dituliskan sebagai

(1111
5§ = 3 TE )

Sesuai dengan definisi ruang l,, suatu barisan s = (s;) merupakan elemen [, apabila

memenuhi
o

Z |sx|* < oo0.

k=1
Pada barisan ini, setiap komponen bernilai real dan positif, sehingga
1

1
== =g

k2
Oleh karena itu, jumlah kuadrat modulus setiap komponennya adalah

o0 oo 1
Z |sl* = ; 2

k=2

Deret tersebut merupakan deret p-series dengan p = 2 dan diketahui bersifat

konvergen. Secara khusus,
2

=1
> E TG
k=1
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sehingga
2

ii—w——1<oo
k6 '
k=2

Dengan demikian, jumlah kuadrat modulus setiap komponen barisan tersebut

berhingga, sehingga barisan (s;) merupakan elemen dari ruang l.

2.8 Ruang Vektor

Ruang vektor merupakan konsep dasar yang menjadi landasan dalam analisis fungsi
bernilai barisan pada ruang l,. Setiap elemen dalam ruang vektor berupa barisan
atau objek yang dapat dijumlahkan dan dikalikan dengan skalar, serta memenuhi
aksioma-aksioma tertentu seperti komutatif, asosiatif, dan distributif (Anton &
Rorres, 2004). Keterkaitannya dengan penelitian ini adalah bahwa ruang [, sebagai
ruang vektor memungkinkan fungsi f : R — [, untuk didefinisikan secara
aljabar dan analitik, sehingga operasi turunan dan sifat kontinuitas dapat diterapkan.
Hal ini penting dalam pembuktian dan penerapan Teorema Rolle serta Teorema
Nilai Rata-Rata pada fungsi bernilai barisan [l (Purcell dkk., 2007). Berikut akan
dijelaskan definisi dari ruang vektor sebagai berikut :

Definisi 2.8.1 Misalkan V' merupakan suatu himpunan tak kosong dari objek-objek
sebarang, dimana dua operasinya didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian
dengan skalar. Himpunan V' disebut ruang vektor dan objek-objek pada V' disebut

vektor, jika memenuhi aksioma-aksioma berikut :

lutvelV,

2 u+ v = v + u (sifat komutatif),

3 u+ (v+w) = (u+v)+ w (sifat asosiatif),

4 Ada sebuah vektor 0 € V sehingga 0 + v = v + 0 = w untuk semua u € V,

5 Untuk setiap u € V/, terdapat suatu objek —u € V sehingga u + (—u) =
(_u) tu= 07

6 Jika k adalah skalar sebarang dan v adalah objek sebarang € V', maka ku
terdapat pada V,
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7 k(u+v) = ku + kv (sifat distributif),
8 (k+u=ku+lu,

9 k(lu) = (kl)u,
10 1u = u.

(Anton & Rorres, 2004)).
Contoh 2.8.1 Diketahui:

V =R*={(s,t) | 5,t € R}.

Buktikan bahwa V' merupakan ruang vektor atas R.

Bukti: Pembuktian lengkap bahwa V' = R? adalah ruang vektor atas R. Ingat
operasi pada V:

(Sl,tl) + (Sg,tg) = (81 + S9, tl + tg), ]{?(S,t) = (kS, ]{Jt) (k’ € R)

Kita periksa satu per satu aksioma ruang vektor.

1. Tertutup terhadap penjumlahan.
Untuk setiap (s1,t1), (s2,t2) € R? kita punya

(51,t1) + (s2,t2) = (51 + 2, t1 + L2).

Karena penjumlahan bilangan real menutup di R, maka s; + s, € R dan
t; + to € R, sehingga (s; + s9,t1 + t2) € R?. Jadi tertutup.

2. Komutatif.
Untuk setiap (s1, 1), (s2,t2) € R%:

(Sl,tl) + (Sg,tz) = (81 +52,t1 —|—t2) = (SQ +81,t2+t1) = (Sz,tg) + (Sl,tl),

karena penjumlahan real bersifat komutatif: s; + so = so + sy danty + to =
to + 1.

3. Asosiatif.
Ambil u = (Sl, t1>, V= (Sg,tg), w = (Sg,tg). Maka

(u+v) +w=(s1+s2,t1 +t2) + (53,83) = ((51+ 82) + 83, (t1 +12) +13),
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dan
u + (v—l—w) = (Sl,tl) + (82 —|—t3,t2 +t3) = (81 + (82 +S3)7 tl + (tg +t3))

Karena penjumlahan real asosiatif, (s; + s3) + s3 = s1 + (s2 + s3) dan
(t1 4+ t2) + t3 = t1 + (t2 + t3), sehingga (u +v) + w = u + (v + w).

. Elemen nol (identitas aditif).
Perlihatkan ada elemen 0y, € R? sehingga v + 0, = v untuk semua v. Ambil
0y = (0,0). Untuk setiap (s, t) € R?,

(s,t) +(0,0) = (s +0,t 4+ 0) = (s,1),

karena s + 0 = s dan t + 0 = ¢. Jadi (0, 0) adalah elemen nol.

. Invers aditif.
Untuk setiap (s,?) € R? pilih —(s,t) = (—s, —t) € R?. Kemudian

(s,t) + (=s,—t) = (s + (=s),t + (=t)) = (0,0),

karena s + (—s) = O dan t + (—t) = 0. Jadi setiap vektor punya invers aditif.

. Tertutup terhadap perkalian skalar.
Untuk k& € R dan (s,t) € R? definisi memberi

k(s,t) = (ks, kt).

Karena hasil perkalian real tetap di R, maka (ks, kt) € R Jadi tertutup.

. Distributif terhadap penjumlahan vektor (skalar terhadap jumlah vektor).
Untuk £ € Rdan u = (Sl,tl), v = (82, tz):

k(u + U) = k(Sl + 59, 11 + t2) = (k(Sl + 82), ]{i(tl + tg))

Karena perkalian real distributif terhadap penjumlahan, k(s; + so) = ks; +
kso dan k(t, + to) = kty + kto, sehingga

k(u+ v) = (ksy + ksa, kty + kto) = (ksy, kt1) + (ksa, kta) = ku + kv.

. Distributif terhadap penjumlahan skalar (penjumlahan skalar terhadap

vektor).
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Untuk %,/ € Rdan u = (s,1):
(k+Du=((k+1)s, (k+1)1).
Dengan distributivitas di R,
(k+1)s =ks+lx, (k+ 0t =kt + I,
maka

(k+Du=(ks+1s, kt +1t) = (ks, kt) + (Is,lt) = ku + lu.

9. Asosiatif terhadap perkalian skalar.
Untuk %,/ € R dan u = (s,1):

k() = k(is, 1t) = (k(s), k(i) = ((kl)s, (kD)t) = (kl)u,

karena perkalian real asosiatif: k(ls) = (kl)s.

10. Identitas perkalian skalar.
Untuk u = (s, t), ambil skalar 1 € R. Maka

l-u=(1-s, 1-t)=(s,t) =u,
karenal-s=sdanl- -t =t¢t.

Karena kesepuluh aksioma yang diperlukan terpenuhi, kita menyimpulkan bahwa

R? adalah ruang vektor atas R.

2.9 Ruang Bernorm

Ruang bernorma merupakan pengembangan dari ruang vektor yang dilengkapi
dengan fungsi norma untuk mengukur panjang atau ukuran suatu vektor
(Darmawijaya, 2007). Dalam konteks penelitian ini, ruang [, termasuk ruang
bernorma yang lengkap, sehingga memungkinkan fungsi f : R — [y memiliki
sifat kontinuitas dan turunan yang diperlukan dalam penerapan Teorema Rolle dan
Teorema Nilai Rata-Rata pada fungsi bernilai barisan (Bartle & Sherbert, 2000).
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Definisi 2.9.1 Dalam konteks ruang vektor X, sebuah norma adalah fungsi || - || :
S — R yang mempunyai sifat-sifat berikut untuk setiap ¢, v € S dan p € R:

1 ||| > O untuk setiap ¢ € S,
2 ||t|]| = 0, jika dan hanya jika t = 0,
3 |lpt|| = |pl|||t|| untuk setiap skalar p dan t € S,

4 ||t 4+ ul|| < ||| + ||| untuk setiap t,u € S.
Pada suatu ruang S didefinisikan sebuah norm, di mana setiap vektor t € S
dipasangkan dengan suatu bilangan real nonnegatif ||¢| yang disebut sebagai
norm dari vektor ¢. Suatu ruang linear S yang dilengkapi dengan norm || - ||
dinamakan ruang bernorma (norm space) dan selanjutnya dapat dituliskan secara

singkat sebagai (5, || - ||) atau cukup S, sepanjang norm yang digunakan telah jelas
(Darmawijaya, 2007).

Contoh 2.9.1 Misalkan s = R? dan untuk setiap ¢ = (¢,%,) € R? didefinisikan:

[£l = /11 +13.

Akan dibuktikan bahwa (R?, || - ||) merupakan ruang bernorma.
Bukti:

Akan diperiksa sifat-sifat norma sebagai berikut:

1. Nonnegatif:

[l = /17 +15 >0,

karena akar kuadrat dari bilangan non-negatif selalu tidak negatif.

2. Norma nol hanya untuk vektor nol:

”tHZO@t%%—t%:0@t1:Odant2:0@t:Q

3. Homogenitas (sifat skalar): Untuk setiap skalar o € R berlaku:

lat] = v/(at1)? + (atz)? = |aly /8] + 15 = |al|t].
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4. Ketidaksamaan segitiga: Untuk setiap ¢, u € R? berlaku:
I8+ wll < [#[} + [l
Ketidaksamaan ini terbukti berdasarkan Cauchy-Schwarz Inequality.

Oleh karena keempat sifat norma terpenuhi, maka (R?, | - ||) dengan norma

Euclidean merupakan ruang bernorma.

Definisi 2.9.2 Suatu ruang bernorma disebut lengkap (complete) apabila setiap
barisan Cauchy yang terdapat di dalam ruang tersebut bersifat konvergen (Bartle
& Sherbert, 2000).

Contoh 2.9.2 Misalkan S = R? dengan norma Euclidean:

I(s1, 2)ll = /s + 5.

Akan ditunjukkan bahwa ruang ini lengkap.
Penyelesaian:

Diketahui barisan {s;} pada R? yang didefinisikan oleh:

1 1
Sj:<1—|——,,2——,).
J J

Langkah 1: Periksa apakah (s;) merupakan barisan Cauchy.

Untuk 7, j cukup besar, hitung jarak antara dua suku:

1 1\? 1 1)\? 1 1
||3j_3i||:\/(_.__.) +(--.+-.> :\/5’—.——.
Jjoi Jjoi Jjoi

Ketika 7,7 — oo, maka ‘% — %‘ — 0, sehingga

HSj — SZH — 0.

Jadi, (s;) adalah barisan Cauchy di R
Langkah 2: Periksa apakah (s;) konvergen di R?.
Hitung limitnya:

lim s; = (1,2).

Jj—o0
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Karena limit (1, 2) terdapat dalam R?, maka (s;) konvergen di R?.

Kesimpulan: Setiap barisan Cauchy di R? konvergen ke suatu elemen di R2. Oleh
karena itu, (R?, || - ||) dengan norma Euclidean adalah ruang bernorma lengkap.

2.10 Ruang Banach

Ruang Banach merupakan ruang bernorm yang lengkap, artinya setiap barisan
Cauchy di dalamnya konvergen terhadap norm yang berlaku (Bartle & Sherbert,
2000). Dalam konteks penelitian ini, ruang [, termasuk ruang Banach, sehingga
fungsi f : R — [ dapat dianalisis secara kontinu dan diferensiabel. Hal ini menjadi
dasar utama dalam penerapan Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata pada
fungsi bernilai barisan. Pada bahasan ini akan didefinisikan ruang Banach sebagai
berikut:

Teorema 2.10.1 Misalkan (s;) adalah barisan pada S. Jika barisan (s;) konvergen
dalam norm, maka (s;) adalah barisan Cauchy (Bartle & Sherbert, 2000).

Bukti: Andaikan barisan (s;) konvergen dalam norm ke suatu elemen s € S.
Artinya,

lim ||s, — || = 0.
Jj—00

Maka untuk setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga
€ L
l|ls; —s|| < o1 untuk setiap j > V.
Ambil sebarang j, £ > N. Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, diperoleh
Is; = skl < llsj — sl + lls& — sl
Karena j > N dan k£ > N, maka
e €

lls; — skl < stg=¢

Dengan demikian, untuk setiap £ > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga

|s; — skll < e, untuksemua j, k> N.

Ini menunjukkan bahwa barisan (s;) adalah barisan Cauchy.
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Definisi 2.10.1 Jika setiap barisan Cauchy pada S konvergen ke s € .S dalam norm,
maka S dikatakan lengkap dan disebut sebagai ruang Banach (Bartle & Sherbert,
2000).

Contoh 2.10.1 Diketahui S = R dengan norma biasa:
]| = [s]-

Buktikan bahwa R adalah ruang Banach.
Bukti:

Misalkan barisan (s;) didefinisikan oleh:

1+ L
S; = —.
’ J
Hitung jarak antara dua suku:
s = sil =5 — <
Sj—Sil = |7 — 7|
J j i

Ketika j,7 — oo, maka |s; — s;| — 0, sehingga (s;) adalah barisan Cauchy di R.
Selanjutnya, hitung limitnya:

lim s; = 1.

j—00

Karena limitnya 1 € R, maka (s;) konvergen di R.

Kesimpulan: setiap barisan Cauchy dalam R konvergen ke suatu elemen di R. Oleh
karena itu, (R, | - |) adalah ruang bernorma lengkap, yaitu ruang Banach.

2.11 Teorema Rolle

Teorema Rolle merupakan salah satu teorema fundamental dalam kalkulus
diferensial. Teorema ini sering dipandang sebagai kasus khusus dari Teorema Nilai
Rata-rata.

Definisi 2.11.1 Teorema Rolle menyatakan bahwa jika suatu fungsi f(s)
didefinisikan dalam interval tertutup [p, ¢] dan memenuhi tiga syarat utama, yaitu:

1. Fungsi f(s) harus kontinu dalam interval tertutup [p, ¢|

2. Fungsi f(s)harus dapat diturunkan pada interval terbuka (p, q).
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3. Nilai fungsi pada batas interval harus sama, yaitu f(p) = f(q) .

Jika ketiga kondisi ini terpenuhi, maka dipastikan terdapat setidaknya satu nilai r
di dalam interval terbuka (p, ¢) dimana turunan pertama fungsi tersebut bernilai nol

f'(r)=0.
(Chaudhary dkk., 2023).

Contoh 2.11.1 Misalkan kita memiliki fungsi kuadrat f(s) = s* —4s+ 3. Buktikan
bahwa Teorema Rolle berlaku pada interval tertutup [1,3].

Bukti:

1. Kontinu pada [1,3], sebab setiap fungsi kuadarat akan berlaku.

2. Dapat diturunkan pada [1,3], yaitu f'(s) = 2s — 4

3. f(p) = f(q) Hitung f(1) dan f(3)
f)=(1)?*-4(1)+3=1-4+3=0

fB) =B -4(3)+3=9-12+3=0

Karena f(1) dan f(3) = 0, syarat terpenuhi

Setelah 3 syarat terpenuhi, maka selanjutnya mencari titik f'(r) = 0
f(r) =2z — 4.

Selesaikan turunan pertama dengan nilai s = 0

fi(s)=0
2s —4 =0
2s =4
s =2

Jadi, di dapatkan nilai s = 2 terletak di dalam interval terbuka (1,3). Maka Teorema
Rolle terbukti berlaku pada interval tertutup (1,3).
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2.12 Teorema Nilai Rata-Rata

Jika sebuah fungsi f adalah kontinu pada interval tertutup [p,q| dan dapat
diturunkan (diferensiabel) pada interval terbuka (p, q), maka terdapat sebuah r di

dalam interval tersebut sehingga turunan dari f pada titik 7,

(Wu, 2023)).

Contoh 2.12.1 Diketahui fungsi

f(s)=s"+2s+3
pada interval [1,3]. Tentukan nilai » yang memenuhi Teorema Nilai Rata-Rata
(Mean Value Theorem).

Penyelesaian:

Fungsi f(s) = s?+ 2s + 3 adalah fungsi polinomial, sehingga kontinu pada seluruh
R dan dapat didiferensialkan pada seluruh R. Maka, syarat Teorema Nilai Rata-Rata
terpenuhi pada interval [1, 3].

Langkah 1: Hitung laju perubahan rata-rata

fl)—flp) _ fB3) - f)
q—p 3—1

Hitung nilai-nilai fungsi:
f(3)=3"+203)+3=9+6+3 =18,

f()=1*+2(1)+3=1+2+3=6.

Maka:
f3)- 1) _18-6
3—1 2 )

Langkah 2: Turunkan fungsi dan tentukan r

Turunan dari f(s) adalah:
f'(s) =2s+2.
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Sesuai Teorema Nilai Rata-Rata, terdapat r € (1, 3) sehingga:

1)~ f()

O

Substitusikan:
2r+2=26.

Selesaikan untuk r:
2r=4 = r=2.

Kesimpulan: Terdapat = 2 di dalam interval (1, 3) sehingga

£8) — 1(1)

fr) =5

Maka, Teorema Nilai Rata-Rata terbukti berlaku untuk fungsi f(s) pada interval
1, 3].



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas
Lampung yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong

Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Tahapan Penelitian

Tahapan penelitian dalam penelitian ini adalah :

1. Mempelajari konsep dasar fungsi bernilai barisan [5.

2. Mempelajari konsep limit, kontinuitas, dan turunan pada fungsi bernilai

barisan /5.
3. Mengkaji literatur terkait Teorema Rolle dan Teorema Nilai Rata-Rata.
4. Mengkontruksi Teorema Rolle untuk fungsi bernilai barisan .
5. Mengkontruksi Teorema Nilai Rata-Rata untuk fungsi bernilai barisan /5.
6. Menunjukkan contoh penerapan kedua teorema.

7. Menyusun Kesimpulan hasil penelitian.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab-bab sebelumnya, diperoleh beberapa

kesimpulan sebagai berikut:

1. Untuk fungsi bernilai barisan f : I C R — [y, konsep limit didefinisikan
melalui norma /5 dan memenubhi sifat-sifat limit yang analog dengan fungsi

bernilai real.

2. Fungsi f : I — [, dikatakan kontinu pada suatu interval apabila limit fungsi

terhadap norma [, ada dan sama dengan nilai fungsi pada titik tersebut.

3. Turunan fungsi f : I — [, dapat didefinisikan melalui limit diferensial

terhadap norma [, dan memenuhi sifat-sifat dasar turunan.

4. Jika f : [p,q] — I kontinu pada [p, ¢|, terdiferensialkan pada (p, q), dan
memenuhi f(p) = f(q), maka terdapat » € (p,q) sehingga f'(r) = 0,
sehingga Teorema Rolle berlaku untuk fungsi bernilai barisan di ruang [5.

5. Jika f : [p, q¢] — 5 kontinu pada [p, ¢| dan terdiferensialkan pada (p, ¢), maka
terdapat r € (p, q) sehingga berlaku hubungan Teorema Nilai Rata-Rata pada

fungsi bernilai barisan di ruang /5.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, maka penulis memberikan

beberapa saran sebagai berikut:
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1. Penelitian selanjutnya disarankan untuk mengkaji perluasan teorema-teorema
kalkulus lain, seperti Teorema Taylor atau Teorema Nilai Rata-Rata Cauchy,

pada fungsi bernilai barisan di ruang /5.

2. Teori lebih lanjut dapat dilakukan pada fungsi bernilai barisan di ruang
Banach atau ruang Hilbert lain yang lebih umum sebagai pembanding dengan

ruang .
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