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ABSTRACT

MATHEMATICAL MODELING OF WATER RATE (DISCHARGE)
CONVERSION USING THE FINITE DIFFERENCE METHOD BASED ON
PYTHON

By

Panoguan Silaen

This study discusses water flow modeling using a finite difference scheme
implemented in the Python programming language. This study was conducted
using water discharge data from four river points at the Batutegi dam. The analysis
process began with manual numerical calculations using a finite difference approach,
then the results were verified using Python-based computations. The results showed
a high degree of agreement between the manual calculations and the computational
results, indicating that the method used was capable of producing reliable estimates.
Furthermore, the application of Python programming offers advantages in terms
of data processing efficiency and the ability to handle large amounts of data. This
research is expected to serve as a reference in the development and planning of water
discharge utilization as a sustainable renewable energy source through an accurate
mathematical and computational approach.

Keywords: finite difference method, water discharge, Python programming, solar
energy, numerical methods.



ABSTRAK

PEMODELAN MATEMATIKA PADA KONVERSI LAJU AIR (DEBIT)
DENGA METODE BEDA HINGGA BERBASIS
PYTHON

Oleh

Panoguan Silaen

Penelitian ini membahas pemodelan laju air menggunakan skema beda hingga
yang diimplementasikan melalui bahasa pemrograman Python. Kajian ini dilakukan
dengan memanfaatkan data debit air dari empat titik sungai pada bendungan batutegi.
Proses analisis diawali dengan perhitungan numerik secara manual menggunakan
pendekatan beda hingga, kemudian hasilnya diverifikasi melalui komputasi berbasis
Python. Hasil penelitian menunjukkan adanya tingkat kesesuaian yang tinggi antara
perhitungan manual dan hasil komputasi, yang mengindikasikan bahwa metode
yang digunakan mampu menghasilkan estimasi yang andal. Selain itu, penerapan
pemrograman Python memberikan keuntungan dalam hal efisiensi pengolahan
data serta kemampuan untuk menangani data dalam jumlah besar. Penelitian
ini diharapkan dapat menjadi referensi dalam pengembangan dan perencanaan
pemanfaatan debit air sebagai sumber energi terbarukan yang berkelanjutan melalui
pendekatan matematis dan komputasional yang akurat.

Kata-kata kunci: metode beda hingga, debit air, pemrograman Python, metode
numerik.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Pemodelan adalah suatu proses penyederhanaan dari sistem nyata ke dalam bentuk
representasi matematis atau simbolik yang bertujuan untuk memahami, menganalisis,
dan memprediksi perilaku suatu fenomena. Dalam ilmu teknik dan sains, pemodelan
berfungsi sebagai jembatan antara teori dan kenyataan, di mana sistem yang
kompleks di dunia nyata diterjemahkan menjadi bentuk persamaan yang dapat
dianalisis dan disimulasikan. Dengan kata lain, pemodelan membantu manusia
untuk melihat bagaimana suatu sistem bekerja tanpa harus melakukan percobaan
langsung di lapangan yang seringkali mebutuhkan biaya cukup besar dan waktu
yang lama.

Dalam konteks sumber daya air, salah satu aspek penting yang sering dimodelkan
adalah laju aliran air atau debit (Q). Debit menggambarkan jumlah air yang mengalir
suatu penampang saluran per satuan waktu, dan nilainya dapat berubah akibat
pengaruh hujan, topografi, kondisi tanah, serta perubahan tata guna lahan. Untuk
memahami perubahan debit ini secara kuantitatif, dibutuhkan model matematika

yang dapat menggambarkan hubungan antara debit, waktu, dan ruang secara teratur.

Pemodelan debit dimulai dari upaya manusia untuk menyederhanakan fenomena
aliran air ke dalam bentuk persamaan. Salah satu bentuk dasar yang sering digunakan
adalah persamaan kontinuitas, yang menyatakan bahwa jumlah air yang masuk ke
dalam suatu sistem harus sama dengan jumlah air yang keluar ditambah perubahan
volume di dalam sistem tersebut. Namun, karena bentuk persamaan ini berupa
turunan parsial yang sulit diselesaikan secara analitik, maka digunakanlah metode
numerik, salah satunya adalah metode beda hingga (finite difference method).
Pendekatan ini pertama kali dikembangkan oleh Leonhard Euler (1707-1783).



Ilmu matematika ialah salah satu cabang ilmu yang bisa dipakai buat menyelesaikan
berbagai masalah. Kata “matematika” sendiri asalnya dari bahasa Yunani, mdthema
(nafnua)), yang artinya kajian tentang besaran, struktur, ruang, dan perubahan.
Pola-pola dalam matematika dipelajari untuk membangun kebenaran lewat deduksi
yang ketat, berdasarkan aksioma dan definisi yang saling berhubungan. Selain itu,
matematika juga menjadi alat penting yang dipakai di banyak bidang ilmu di seluruh
dunia.

Matematika terapan merupakan bidang dalam matematika yang menitikberatkan
pada penerapan konsep dan prinsip matematika dalam berbagai disiplin ilmu,
sekaligus mendorong pemanfaatan serta pengembangan temuan-temuan matematika
yang berpotensi melahirkan cabang ilmu baru. Salah satu kajian penting dalam
matematika terapan adalah persamaan diferensial, yang mencakup persamaan
diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Persamaan diferensial
didefinisikan sebagai persamaan yang memuat variabel bebas, variabel terikat, serta
turunan dari variabel tersebut.

Teknologi conventional hydroelectric merupakan sistem pembangkit listrik yang
memanfaatkan energi kinetik aliran air sebagai penggerak turbin. Energi mekanik
yang dihasilkan dari putaran turbin tersebut kemudian diubah menjadi energi listrik
melalui generator dalam suatu sistem bendungan, seperti yang diterapkan pada
Pembangkit Listrik Tenaga Air (PLTA). PLTA dikenal sebagai salah satu sumber
energi terbarukan yang bersifat kompetitif karena biaya pembangkitannya relatif
ekonomis. Komponen utama dari sistem ini terdiri atas turbin air yang digerakkan
oleh aliran air serta generator yang terhubung secara langsung.

Damastuti (1997) mengkaji sistem pembangkit listrik tenaga mikrohidro dengan
fokus pada pengaruh debit aliran air dan perbedaan elevasi. Selanjutnya, Hasan
(2016) meneliti penggunaan metode beda hingga dalam pemodelan matematika
aliran banjir yang didasarkan pada persamaan Saint Venant. Penelitian lain dilakukan
oleh Ruby (2023) yang memodelkan laju perpindahan panas pada wajan pembuatan
arang aktif-13 menggunakan metode beda hingga untuk mengidentifikasi pola
distribusi panas pada media tersebut. Selain itu, Subandono (2013) membahas
penerapan metode beda hingga dengan skema eksplisit pada persamaan konduksi
panas. Ilmah dkk. (2021) kemudian melakukan pemodelan matematis terhadap sifat
fisis aliran fluida di dalam saluran pipa dengan menggunakan metode beda hingga
dua dimensi. Hasil penelitian tersebut menunjukkan bahwa variasi luas penampang
saluran memengaruhi pola garis alir dan kecepatan fluida. Pada penampang yang

lebih sempit, garis-garis alir cenderung lebih rapat sehingga menghasilkan kecepatan



aliran yang lebih besar, sedangkan pada penampang yang lebih lebar jarak antar

garis alir semakin renggang yang menandakan kecepatan aliran yang lebih kecil.

Berdasarkan uraian latar belakang tersebut, penulis terdorong untuk mengkaji laju
aliran air pada pembangkit listrik tenaga mikrohidro dengan menerapkan metode
beda hingga. Sejalan dengan tujuan tersebut, penelitian ini diberi judul “Pemodelan
Matematika pada Konversi Laju Air (Debit) dengan Metode Beda Hingga berbasis
python.”

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Memodelkan suatu persamaan aliran air menggunakan metode beda hingga.
2. Menghitung laju air menggunakan metode beda hingga.

3. Membandingkan hasil nilai laju air antara perhitungan manual dengan
Software Python.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah:

1. Memperluas wawasan tentang pemahaman metode beda hingga terkait laju

air.

2. Sebagai bahan referensi dan acuan bagi peneliti selanjutnya yang ingin
mengkaji perhitungan matematika dalam pemodelan laju aliran air.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pemodelan Matematika

Pemodelan matematika adalah proses membangun representasi matematis dari suatu

fenomena dengan berlandaskan pada asumsi-asumsi tertentu. Proses ini merupakan

tahapan awal yang esensial dalam pemanfaatan matematika untuk menganalisis

berbagai fenomena, baik yang berkaitan dengan ilmu alam, ekonomi, sosial, maupun

bidang lainnya. Secara garis besar, penggunaan matematika dalam menganalisis

suatu fenomena dilakukan melalui tiga tahapan utama, yaitu:

1. Pemodelan matematika terhadap suatu fenomena serta perumusan masalah.

Tahap ini bertujuan untuk mengubah data serta informasi yang diperoleh
dari suatu fenomena nyata ke dalam bentuk model matematika. Data dan
informasi mengenai fenomena tersebut dapat diperoleh melalui eksperimen
di laboratorium, pengamatan di lingkungan industri, maupun dari kejadian
dalam kehidupan sehari-hari. Melalui model matematika, suatu fenomena
dapat dikaji secara lebih terukur atau kuantitatif dalam bentuk persamaan,
pertidaksamaan, sistem persamaan, maupun ekspresi matematika. Namun,
karena model disusun berdasarkan asumsi-asumsi tertentu, model matematika
juga memiliki keterbatasan dibandingkan dengan fenomena sebenarnya,

khususnya dalam hal generalisasi dan interpretasi hasil.

. Pencarian solusi/kesimpulan matematika. Setelah model matematika berhasil
dibentuk, langkah selanjutnya adalah menentukan solusi dari model tersebut
dengan menerapkan metode-metode matematika yang tepat. Dalam beberapa
kasus, metode matematika yang sesuai belum tersedia untuk menyelesaikan
permasalahan yang ada, sehingga kondisi ini kerap menjadi pendorong bagi
para ahli matematika terapan untuk mengembangkan metode matematika



baru. Hasil solusi matematika umumnya dinyatakan dalam bentuk fungsi

matematika, nilai numerik, maupun grafik.

3. Interpretasi solusi atau kesimpulan matematika terhadap fenomena yang dikaji.
Dalam matematika terapan, solusi baik berupa fungsi, angka, atau grafik
tidak bermakna kalau tidak bisa menjelaskan masalah awal. Untuk itu, tahap
interpretasi solusi ini penting untuk dipahami arti dan dampak hasil yang
didapat terhadap fenomena yang jadi dasar masalahnya (Cahyono, 2013).

Model merupakan bentuk penyederhanaan dari realitas yang kompleks, yang
dirancang untuk mempermudah pemahaman terhadap realitas tersebut, serta tetap
mempertahankan karakteristik utama dari objek aslinya dalam menjalankan fungsi
atau menyelesaikan permasalahan tertentu. Selain itu, model dapat dipahami
sebagai representasi umum yang mewakili sekumpulan bentuk yang ada, atau
sebagai gambaran suatu permasalahan dalam bentuk yang lebih sederhana sehingga
dapat dianalisis dan diselesaikan dengan lebih mudah. Dalam matematika, teori
model merupakan cabang kajian yang membahas konsep-konsep matematika
melalui pendekatan teori himpunan atau dengan menelaah berbagai model yang
merepresentasikan suatu sistem matematika. Kajian ini diawali dengan asumsi
keberadaan objek-objek matematika, seperti bilangan, kemudian dilanjutkan dengan
analisis terhadap operasi, relasi, serta aksioma yang berlaku pada setiap objek
maupun pada sistem secara keseluruhan. Salah satu kontribusi penting dari teori
model adalah pembuktian bahwa axiom of choice dan continuum hypothesis bersifat
independen terhadap aksioma teori himpunan, yang ditunjukkan melalui hasil kerja
Kurt Godel dan Paul Cohen.

Telah ditunjukkan bahwa axiom of choice maupun negasinya sama-sama konsisten
dengan aksioma Zermelo—Fraenkel dalam teori himpunan, dan kondisi serupa juga
berlaku pada continuum hypothesis. Setelah suatu permasalahan dirumuskan ke
dalam bentuk model matematika, model tersebut kemudian diselesaikan dengan
mengikuti kaidah dan aturan yang berlaku. Hasil penyelesaian yang diperoleh
selanjutnya harus melalui tahap pengujian guna memastikan keabsahan solusinya.
Solusi yang terbukti valid akan memberikan jawaban yang sesuai terhadap model
matematika dan disebut sebagai solusi matematis. Sebaliknya, apabila solusi yang
dihasilkan tidak memenubhi kriteria validitas atau tidak sejalan dengan model yang
dirumuskan, maka permasalahan tersebut dianggap belum terselesaikan, sehingga
model matematika perlu dikaji dan disusun kembali (Bell, 1978).



Pemodelan matematika merupakan proses menggambarkan berbagai perilaku di
dunia nyata, khususnya fenomena alam, ke dalam bentuk matematika yang dikenal
sebagai mathematical world. Selain itu, pemodelan matematika dapat diartikan
sebagai representasi suatu objek, proses, atau fenomena tertentu agar pola yang
terbentuk dapat dikenali dan dianalisis lebih lanjut (Dym and Ivey, 1980).

2.2 Fungsi

Fungsi merupakan suatu bentuk relasi yang menghubungkan satu variabel dengan
satu atau lebih variabel lainnya. Cara penulisan fungsi ditentukan oleh jumlah
variabel yang terlibat di dalamnya. Jika fungsi hanya melibatkan dua variabel,
yaitu satu variabel bebas dan satu variabel terikat, maka dituliskan dalam bentuk
y = f(z). Apabila fungsi melibatkan tiga variabel, yakni dua variabel bebas dan satu
variabel terikat, penulisannya menjadi y = f(z1, z5). Sementara itu, untuk fungsi
yang melibatkan lebih dari dua variabel bebas, penulisannya dinyatakan sebagai
y = f(x1,29,...,x,). Dalam kajian fungsi terdapat tiga komponen utama yang

perlu diperhatikan, yaitu variabel, bilangan konstan, dan koefisien (Sukirman, 2004).

Suatu fungsi dari himpunan = ke himpunan y didefinisikan sebagai suatu aturan
yang memasangkan setiap elemen pada himpunan = dengan tepat satu elemen pada
himpunan y. Hubungan tersebut dinyatakan dalam bentuk y = f(z), di mana y

berperan sebagai variabel terikat, sedangkan x merupakan variabel bebas.

(A) (B)

Daerah asal (Df) Daerah hasil (Rf)

Gambar 2.1 Pemetaan Fungsi



2.3 Beda Hingga

Metode beda hingga merupakan pendekatan numerik yang umum dimanfaatkan
dalam penyelesaian berbagai permasalahan matematika dan teknik yang berkaitan
dengan gejala fisika (Hasan, 2016). Metode ini cenderung efektif diterapkan pada
kasus-kasus dengan bentuk geometri yang sederhana dan teratur. Contohnya, pada
permasalahan satu dimensi digunakan domain berupa interval, pada dua dimensi
berbentuk bidang persegi, sedangkan pada tiga dimensi berbentuk ruang kubus (Li,
2010).

Metode beda hingga bekerja dengan cara mengaproksimasi turunan dalam persamaan
diferensial menjadi bentuk diskrit yang diturunkan dari pengembangan deret Taylor.
Secara fisis, pendekatan ini memanfaatkan nilai suatu besaran pada titik-titik di
sekitar lokasi dan waktu yang ditinjau, dengan asumsi bahwa jarak antar titik tersebut

sangat kecil sehingga perubahan nilai dapat direpresentasikan secara mendekati.

Andaikan f dan turunannya f’, f”, f”,... di dalam selang [a, b]. Misalkan z, €
[a, b], maka nilai z di sekitar xo dan = € [a, b], f(x) dapat dinyatakan dalam bentuk
pengembangan deret Taylor;

(x — o)™

F@) = flao)+ =20 prrag) 4

T 5 f/,($0)+' Cot — f(m)($0)+. ..
(2.3.1)
Jika x — xy = h, maka persamaan tersebut dapat ditulis menjadi:
h h? ., ™ )
(@) = f(xo) + 13/ (wo) + 5 " (wo) oo 4 — [ (wo) + -+ (232)

Menurut Sinopa dkk. (2020), jika diberikan suhu u(x, t) dengan variabel ruang x dan
waktu ¢, maka ruang tersebut dibagi menjadi bagian-bagian berhingga (disebut grid
atau mesh). Dalam metode beda hingga, proses ini dinamakan diskritisasi. Misalkan
ruang x pada interval 0 < x < 7 dibagi menjadi sejumlah titik dengan jarak sama
Az. Nilai titiknya adalah;

10=0, 11 =Ax, 20 =2Ax, ..., x,p =7
Secara umum, dapat ditulis:

rj=jAz, j=0,1,2,....M



Jika N adalah jumlah total selang waktu At pada langkah waktu yang membagi
0 <t < T, diperoleh:

At = —
N

Diskritisasi suhu u(x,t) sepanjang interval ruang x dan waktu ¢ dapat ditunjukkan
pada Gambar 2.2.

W

Ax Ax Ax Ax Ax

Gambar 2.2 Deskritasi selang ruang dan waktu

T

T,
T, *® T

Ty

Gambar 2.3 Metode beda hingga pada geometri

Az
O
Wy W2 W3
w w w
‘4 1 . 4 § 6 . AZ
Wy Wg Wy
.
Ay

Gambar 2.4 Ilustrasi laju T,



Titik tengah garis yang dinyatakan dengan m dan didapatkan persamaan yakni:

Ay _y2—u

~ Az oh

Ay =1ys — 1

dengan m adalah gradien.

Ty

Gambar 2.5 Koordinat T,

Berdasarkan Gambar 2.5, diambil garis horizontal yang terdiri dari sisi kanan dan
sisi kiri, serta garis vertikal yang terdiri dari sisi atas dan sisi bawah. Proses tersebut

menghasilkan garis koordinat 7. sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.5.

Tabel 2.1 Rumus dan nilai laju 7,

Nilai Laju
T —T: T —T:
Horizontal | t. = ! 5 2 ot, = ! 5 2
T5 — T, T5 — 1T,
Vertikal | t, = — 5 1 ot, = =2 5 1

Persamaan simultan untuk menentukan nilai 7, adalah

T

_T1+T2+T3+T4
— 1 .

Setelah nilai 7. diperoleh, selanjutnya dibentuk garis persamaan simultan sebagai
berikut:
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Gambar 2.6 Garis persamaan simultan

Berdasarkan Gambar 2.6, diperoleh persamaan simultan sebagai berikut:

a+b+c+d
4

ATy =a+b+c+d

Tcl =

a+b+c+d—4T01:O

Gambar 2.7 menunjukkan grafik aproksimasi metode beda hingga yang terdiri atas

tiga jenis turunan parsial, yaitu beda maju, beda mundur, dan beda pusat.

Ay

Gambar 2.7 Grafik aproksimasi metode beda hingga

Menurut Maulidi (2018), terdapat beberapa formula metode beda hingga yang akan
ditunjukkan pada Tabel 2.2.

Tabel 2.2 Formula metode beda hingga

Turlauzljan Parsial Aproksir{rjlgsi Be&ifll Hingga Tipe
% = Zx W BBzdalleMaj:
gﬁ x - A_inn_l eda Mundur
s =U, — onL Beda Pusat
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Membentuk suatu sistem persamaan linear simultan dengan sembilan variabel yaitu
sebagai berikut

T\:B+T+S+U—4T, =0
Ty:Ty+T+S8S+U—4T, =0
Ts:B+Ti+S+U—4Ty =0
Ty:B+T+T +U—4T, =0
Ty :B+T+S+T —4T5 =0
To:Ta+T+To+U —4T5 =0
Ty :Ts+T+S+T)—A4T; =0
Ty:B+Ts+S+Ty— 4Ty =0
To:B+Ty+Ts+ U — 4Ty =0

Metode beda hingga dapat digambarkan ke dalam grafik yang lebih sederhana:

1. Horizontal

T>10B
T
h h
B ') T
Gambar 2.8 Garis Horizontal
e Nilai 7}
T+ B
Tl =
2h
 Laju perubahan 73
T—-B
07Tl = ———
2h

2. Vertikal
U>S



-]

Gambar 2.9 Garis Vertikal

e Nilai 7}
U+ S
Tl = ——
2h
 Laju perubahan 73
U-S
0Tl = ——
2h
3. Horizontal dan Vertikal
v
h
h T h
B s}
h

5

Gambar 2.10 Garis Horizontal dan Vertikal

12
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* Nilai 7}

T+ T, BE+%Y BT+ S+U

2 2 4

T1

* Laju perubahan 7}

Tin+6Tw Z5-+%2 B-T)+U-9)

0Tl = = =
2 2 4

2.4 Metode Titik Tengah

Metode titik tengah (Midpoint Method) merupakan metode numerik dalam kategori
Runge—Kutta orde dua yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial
biasa. Metode ini meningkatkan akurasi dibandingkan metode Euler dengan
memanfaatkan kemiringan pada titik tengah interval untuk memperkirakan nilai
solusi berikutnya. Prosedur metode ini meliputi perhitungan kemiringan awal,
estimasi titik tengah, perhitungan kemiringan pada titik tengah, serta pembaruan

nilai solusi menggunakan kemiringan tersebut.

Metode titik tengah (Midpoint Method) tidak secara langsung digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial parsial (PDP), karena metode ini pada dasarnya
dirancang untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa (PDB) yang hanya
melibatkan turunan terhadap satu variabel independen. Namun demikian, dalam
beberapa kasus metode ini dapat digunakan sebagai bagian dari suatu skema numerik
untuk menyelesaikan PDP, misalnya melalui pendekatan metode garis (method of
lines). Pada pendekatan ini, PDP didiskretisasi terhadap salah satu variabel (misalnya
variabel ruang), sehingga diperoleh suatu sistem PDB. Sistem tersebut kemudian
dapat diselesaikan menggunakan metode titik tengah atau metode Runge—Kutta
lainnya sebagai integrator waktu. Untuk kasus PDP yang lebih kompleks, metode
beda hingga sering digunakan sebagai teknik diskretisasi ruang sebelum diterapkan
metode integrasi waktu yang sesuai.

2.5 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang melibatkan suatu fungsi tak

diketahui beserta satu atau lebih turunannya. Misalnya, fungsi w = w(t) dapat
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. . . . _ dw
dikaitkan dengan turunannya melalui berbagai bentuk notasi, seperti w’, o dan

w. Notasi titik () umumnya digunakan dalam bidang fisika dan teknik, sedangkan
d
notasi d_w lebih sering digunakan dalam analisis matematika. Persamaan diferensial

dapat melibatkan turunan hingga orde ke-n, yang dinyatakan dalam bentuk ™.

Berikut diberikan contohnya :
10"+ /9sinf =0
2. Lq" + Rq+ £5q = sin(wt)

3. PP=rP(1-%) (Logan,2006)]

2.6 Persamaan Differensial Biasa

Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah persamaan yang melibatkan turunan biasa
dari satu atau beberapa variabel terikat terhadap satu variabel bebas, misalnya
w = w(t) (Ross, 1984).

Berikut diberikan contohnya :

dy
1. == 10
dx T
d
2. Y 32 _6r 45
dx
dy
3. = =4e7*
dx ¢
d
4. %ze’”%—sin(x)
5. 3z%dx +2ydy =0
d
6. 12 4 5y =6
dx

Persamaan tersebut termasuk persamaan diferensial biasa (PDB) orde pertama

. o d
dan derajat satu, karena turunan tertingginya adalah turunan pertama %Y dan
x
pangkatnya satu. Orde suatu persamaan diferensial ditentukan oleh tingkat turunan
tertinggi yang terdapat dalam persamaan tersebut. Misalnya, jika diberikan fungsi

y = Asinz + B cosx, dengan A dan B sebagai konstanta bebas, turunan pertama
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y' yang muncul menunjukkan bahwa persamaan ini adalah orde satu. Jika fungsi

tersebut didiferensialkan, maka diperoleh:

d2
= Acosx — Bsinx, dan d_yz = —Asinx — Bcosx
x

dy
dx

Yang hasilnya sama dengan bentuk semula, namun dengan tanda yang berlawanan

yaitu
Py _
dz2 = Y
Sehingga menjadi
d*y
-7 -0
dx? Ty

Persamaan tersebut termasuk persamaan diferensial orde 2.

Persamaan diferensial parsial merupakan persamaan diferensial yang
melibatkanlebih dari satu variabel bebas. Dengan demikian, perbedaan mendasar
antarapersamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial terletak

padabanyaknya variabel bebas yang digunakan dalam persamaan tersebut.

Berikut diberikan contohnya :

dy
1. == 5
I T+
(y peubah tak bebas, x peubah bebas dan persamaan diferensial biasa)
d’y | ,dy
2. —+3—+2y=0
dz? + dx +oy

(y peubah tak bebas, x peubah bebas dan persamaan diferensial biasa)

3.xy+y=3
(y peubah tak bebas, x peubah bebas dan persamaan diferensial biasa)

d*>y 0%z
4, —2 4+ = =32
12 + 02 ¥ty

(z peubah tak bebas, x dan y peubah bebas dan persamaan diferensial parsial)

d_u+d_u—o
ds dt

(u peubah tak bebas, s dan t peubah bebas dan persamaan diferensial parsial)

Apabila suatu persamaan hanya melibatkan satu variabel bebas, sebagaimana

pada contoh 1 sampai 3, maka turunan yang digunakan adalah turunan biasa dan
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persamaan tersebut diklasifikasikan sebagai persamaan diferensial biasa (ordinary
differential equation). Sebaliknya, jika persamaan memuat dua atau lebih variabel
bebas, seperti pada contoh 4 dan 5, maka digunakan turunan parsial dan persamaan

tersebut termasuk dalam persamaan diferensial parsial (partial differential equation).

2.7 Persamaan Diferensial Parsial

Dalam persamaan diferensial parsial (PDP), suatu fungsi tak bebas dinyatakan

melalui turunan parsialnya terhadap satu atau beberapa variabel bebas. (Ross,1984).

Persamaan diferensial parsial memiliki peranan penting dalam pemodelan fenomena
fisis karena besaran-besaran yang terlibat di dalamnya bergantung pada perubahan
ruang dan waktu. Berbeda dengan persamaan diferensial biasa yang hanya
melibatkan satu variabel bebas, persamaan diferensial parsial memuat lebih dari
satu variabel bebas. Tingkat orde suatu persamaan ditentukan oleh turunan tertinggi
yang muncul, baik pada persamaan diferensial biasa maupun persamaan diferensial
parsial, dan keduanya dapat diklasifikasikan sebagai persamaan linier ataupun tak

linier.

Suatu persamaan diferensial diklasifikasikan sebagai linier apabila peubah tak bebas
serta seluruh turunannya muncul secara linear, yaitu berpangkat satu dan tidak
saling dikalikan. Apabila kondisi tersebut tidak terpenuhi, maka persamaan tersebut
dikategorikan sebagai persamaan diferensial tak linier. Selanjutnya, persamaan
diferensial disebut homogen apabila setiap suku penyusunnya mengandung peubah
tak bebas atau salah satu turunannya. Sebaliknya, jika dalam persamaan terdapat
suku yang tidak memuat peubah tak bebas maupun turunannya, maka persamaan
tersebut digolongkan sebagai persamaan diferensial tak homogen. Adapun bentuk

umum dari persamaan diferensial parsial dapat dinyatakan sebagai berikut:

n

“Of of
AL B.—L D =
; Z&E?Jr; ’axi+0f+ 0

Orde suatu persamaan diferensial parsial ditentukan oleh turunan dengan tingkat
tertinggi yang terdapat dalam persamaan diferensial parsial tersebut.
dc

1. Persamaan diferensial orde 1 yaitu AN 0
ox dy
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02 0
2. Persamaan diferensial orde 2 yaitu 8—6 +D ac =0
Y
?u\®  Pu 0
3. Persamaan diferensial orde 3 yaitu (a—;;) ~ o gy + @—Z =0

Selanjutnya, persamaan diferensial parsial dapat diklasifikasikan ke dalam tiga
jenis utama, yaitu persamaan diferensial eliptik, parabolik, dan hiperbolik. Sebagai
ilustrasi, dipertimbangkan suatu persamaan diferensial parsial orde dua yang

melibatkan variabel ruang dan variabel waktu .

0%u J%u 0%u ou Ou
A8x2+Bax8t+Cat2 —I—D(m,t,u 5 8t) =0

Di mana A, B, dan C' merupakan fungsi dari variabel = dan ¢, sedangkan D
Ou
ot
variabel = dan ¢. Perbedaan utama ketiga kelas persamaan diferensial parsial tersebut

ditentukan oleh nilai diskriminan B2 — 4AC.

merupakan fungsi dari peubah tak bebas u, turunan pertama g—;‘ dan serta

1. Persamaan diferensial parsial diklasifikasikan sebagai hiperbolik apabila nilai
diskriminan memenuhi B? —4ac > 0. Salah satu contoh persamaan hiperbolik
02 0*u
adalah pada persamaan gelombang yaitu U2l ),
ot? O0x?
2. Persamaan diferensial parsial diklasifikasikan sebagai persamaan parabolik
jika memenuhi kondisi B> — 4ac = 0. Salah satu contoh persamaan parabolik
0 0?
adalah persamaan difusi g2 = 0.

ot 0x?

3. Persamaan diferensial parsial diklasifikasikan sebagai persamaan eliptik jika
memenuhi kondisi B? —4ac < 0. Salah satu contoh adalah persamaan Laplace
ok 0?u
yaitu 55 + 55 57 =0 (Farlow, 1982)

2.8 Metode Beda Hingga pada Persamaan Diffrensial

Penyelesaian persamaan diferensial parsial (PDP) secara numerik umumnya
dilakukan menggunakan metode beda hingga (finite difference method). Metode beda
hingga didasarkan pada pendekatan turunan persamaan diferensial menggunakan

formulasi beda hingga yang diturunkan dari ekspansi deret Taylor. Dalam metode ini,
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wilayah variabel independen dibagi menjadi sejumlah titik diskrit atau grid (mesh),
sehingga nilai variabel dapat diaproksimasi pada titik-titik tersebut (Awanda dkk,
2019).

Ada tiga jenis hampiran dalam metode beda hingga, yaitu beda maju (forward
difference), beda mundur (backward difference), dan beda tengah (central
difference) (Sasongko, |2010) :

* Beda Maju (forward difference )

Gambar 2.11 Grafik Beda Maju

* Beda Mundur (backward difference )

dan
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Gambar 2.13 Grafik Beda Tengah

Berdasarkan definisi di atas, maka diperoleh definisi dari turunan parsial sebagai
berikut:

1. Beda maju

9r h Gy T h
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2. Beda mundur

or  am n dan 7 = lim h

3. Beda tengah

8f f(ZL‘—f-h,y)—f(l’—h,y)

— = lim dan — = lim

Jxr  h—0 2h dy  h—0 2h

Prinsip dasar metode beda hingga adalah menggantikan turunan pada persamaan
diferensial dengan aproksimasi diskrit yang diperoleh melalui ekspansi deret
Taylor. Dengan pendekatan ini turunan suatu fungsi kontinu dapat diaproksimasi
oleh nilai-nilai fungsi pada titik-titik diskrit di sekitar titik tinjauan. Secara fisis
penggunaan deret Taylor dalam metode beda hingga dapat diartikan sebagai upaya
untuk meninjau perubahan suatu besaran dalam ruang dan waktu secara mendekati
kondisi sebenarnya melalui grid atau mesh yang dibentuk dari koordinat ruang dan
waktu.(Awanda dkk, |2019).

Berdasarkan ekspansi Taylor di atas, terdapat tiga skema beda hingga yang biasa

digunakan, yaitu skema maju, skema mundur, dan skema tengah.

1. Skema maju
ou  u(z;+ h) — u(x;)
or h

Dalam skema maju, nilai pada titik hitung 7 dihubungkan dengan titik hitung
¢ + lyang berada di depan titik tersebut.

I i I.!'"_Jl g+l

IJL[ --—--bv

Fa
St

J.H

.._‘
Tt
=

o
¥

ey

Gambar 2.14 Metode beda hingga skema maju



2. Skema mundur
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ou  u(z;) —ulz; — h)

dx

h

Dalam skema mundur, nilai pada titik hitung ¢ dihubungkan dengan titik hitung

1 — 1 yaitu titik yang terletak pada posisi sebelumnya.

H"j_j E-\'

>

L
- "

i-1

i i+l

Gambar 2.15 Metode beda hingga skema mundur

3. Skema tengah

ou  u(x;+h)—u(x; —h)

P

2h

Pada skema tengah, nilai pada titik hitung ¢ dihubungkan dengan titik hitung

t—1 yang berada di belakangnya dan titik hitung 741 yang berada di depannya.

P ”":j.f

un:-i' (

Gambar 2.16 Metode beda hingga skema tengah
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2.9 Pembangkit Listrik Tenaga Air (PLTA)

Pembangkit Listrik Tenaga Air (PLTA) adalah sistem pembangkitan energi listrik
yang memanfaatkan energi potensial dan kinetik air sebagai penggerak utama.
Air yang berasal dari bendungan atau air terjun menggerakkan turbin sehingga
menghasilkan energi mekanik, yang kemudian diubah menjadi energi listrik melalui
generator. Energi listrik yang dihasilkan didistribusikan ke pengguna melalui
jaringan transmisi dan distribusi yang tersedia.

Bagian-bagian pada PLTA meliputi:

1. Bendungan, berperan sebagai tempat penampungan air dalam jumlah besar
yang bertujuan untuk mengatur debit dan ketinggian air sebelum dialirkan ke
turbin.

2. Turbin, mengubah aliran air menjadi energi mekanik. Air yang mengalir
dan jatuh akan mendorong sudu-sudu turbin sehingga menyebabkan turbin
berputar. Perputaran turbin selanjutnya dihubungkan pada generator. Kinerja
turbin pada PLTA dipengaruhi oleh “head” atau tinggi jatuh air terhadap
turbin serta debit atau volume air di lokasi pembangkit. Faktor lain yang tutut

mempengaruhi adalah efisiensi dan biaya.

3. Generator, tersambung dengan turbin melalui sistem roda gigi sehingga ketika
sudu-sudu turbin berputar, generator juga berputar. Selanjutnya, generato

generator berfungsi mengonversi energi mekanik menjadi energi listrik.

4. Jalur transmisi, berperan mengalirkan energy listrik dari PLT ke rumah-rumah
dan pusat industri  (Anonymous, 2013).

Ketingglan h
Turbin air

Laju air g

Bendungan

Genarator

Transformator Jaringan transmisi

Gambar 2.17 Pusat pembangkit listrik tenaga air
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2.10 Fluida Dinamis

Fluida dinamis merujuk pada fluida, baik cairan maupun gas, yang berada dalam
keadaan mengalir. Dalam analisis ini, fluida diasumsikan memiliki kecepatan aliran
yang konstan terhadap waktu, bersifat tak termampatkan, mengalir tanpa viskositas,
serta menunjukkan pola aliran laminar tanpa adanya turbulensi. Karakteristik aliran
fluida umumnya dinyatakan melalui debit, yaitu besarnya volume fluida yang
melewati suatu penampang per satuan waktu.

Av

O=%

Dengan keterangan sebagai berikut:

@ = debit aliran air (m?*/s)
v = volume air (m?)

t = selang waktu (s)

(Setiawan, 2015).

2.11 Pemrograman Python

Python merupakan bahasa pemrograman tingkat tinggi yang diciptakan oleh Guido
van Rossum pada tahun 1991. Bahasa python dirancang dengan sintaks yang
sederhana dan mudah dibaca, sehingga memudahkan pengguna dalam menulis
serta memahami kode program (Van Rossum dan Drake, 2009). Python termasuk
bahasa pemrograman multi-paradigma, yang mendukung paradigma pemrograman

berorientasi objek, prosedural, dan fungsional.

Python memiliki pustaka (library) yang sangat luas, mencakup berbagai bidang
seperti komputasi numerik, sains data, rekayasa, dan kecerdasan buatan. Beberapa
pustaka populer yang sering digunakan dalam analisis numerik dan ilmiah antara
lain NumPy, SciPy, Matplotlib, dan Pandas (Harris dkk, | 2020). Kombinasi
pustaka-pustaka tersebut menjadikan Python sebagai salah satu bahasa yang banyak
digunakan untuk penelitian ilmiah dan pemodelan matematis.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung yang beralamatkan
di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa,
Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini berupa data debit aliran air yang diperoleh
pada 4 titik sungai pada Bendungan Batutegi. Data diperoleh dari situs resmi Global
Solar Atlas (World Bank Group) dan website https://open-meteo.com/.

3.3 Metode Penelitian

Penelitian dilakukan melalui studi pustaka dengan cara mempelajari berbagai buku

dan jurnal yang menunjang proses penelitian.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Dilakukan Studi pustaka dengan memahami buku-buku teks yang tersedia
di perpustakaan Jurusan Matematika serta jurnal-jurnal yang relevan untuk
mendukung proses penelitian.

2. Menyusun definisi serta teorema yang relevan dengan topik penelitian.
3. Melakukan pengambilan data yang diperlukan.

4. Menganalisis data dan menentukan persamaan nilai air dengan menggunakan

metode beda hingga.
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. Menentukan laju pada setiap titik kecepatan melalui penerapan metode beda
hingga.

. Menentukan nilai berdasarkan persamaan yang telah dibentuk dengan bantuan
perangkat lunak Python sehingga diperoleh nilai air pada setiap titik yang
telah ditetapkan.

. Mendapatkan hasil.

. Menarik kesimpulan berdasarkan analisis perhitungan yang telah dihitung.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan mengenai perhitungan nilai pada
nilai debit air menggunakan metode beda hingga didapatkan hasil sebagai
berikut:

1. Model persamaan simultan nilai debit air di 9 titik yaitu

Dy + Dy + Dy — ATy = —90,748
Dy + Dy + Ty — AT, = —16,33
Dy + Dy + Ty — ATy = —10,898
Do+ D3+ T, — AT, = —90,748
Do+ Dy + Ty — ATs = —3,628
Do+ Ty + Ty — ATy = —96,179
Dy + Ty + Ty — ATy = —10,899
Ds+ Ty + Ty — 4Ty = —3,629

Dy +T5+ Ty — 4Ty = —3,629

2. Nilai Debit Air di 9 titik Sungai pada Bendungan yang diperoleh
berdasarkan perhitungan manual adalah 7,; = 30,402, T, = 35,270,
Tz = 33,920, Ty = 37,095, Tis = 15,315, T = 44,863, 17 =
43,166, T.s = 17,638, dan T, = 21,386.
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3. Nilai Debit Air di 9 titik Sungai pada Bendungan yang diperoleh
berdasarkan perhitungan Software Python adalah 1., = 30,402, T\, =
35,270, T.s = 33,920, T., = 37,095, T, = 15,315, T4 = 44,863,
T.7 = 43,166, T.s = 17,638, dan 1.9 = 21,386.

5.2 Saran

Penelitian  selanjutnya disarankan untuk mengembangkan atau
membandingkan penggunaan metode beda hingga tengah dengan metode
numerik lainnya, seperti metode-metode interpolasi numerik atau metode
numerik berbasis elemen hingga, guna memperoleh hasil estimasi debit air
yang lebih akurat dan komprehensif.
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