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ABSTRACT

(α, β)-DERIVATION ON POLYNOMIAL MODULE

By

Rafael Billy Glen Dachi

A mapping δ on R is called a derivation if δ(ab) = δ(a)b + aδ(b), for every
a, b ∈ R. If δ is a derivation on the ring R, M and N are right modules over
ring R, and α is a ring homomorphism and β is a module homomorphism, then
the mapping d : M → N is called a derivation (α, β) on the module over ring
if it satisfies d(xa) = d(x)α(a) + β(x)δ(a), for every x ∈ M and a ∈ R. This
study aims to analyze the properties of derivations (α, β) on modules over rings and
polynomial modules M [x] over polynomial rings R[x], construct concrete examples
of derivations (α, β), and examine the relationship between derivations (α, β) on
modules over rings and polynomial modules M [x] over polynomial rings R[x].

Keywords: ring, module, polynomial ring, polynomial module, (α, β)-derivations.



ABSTRAK

DERIVASI-(α, β) PADA MODUL POLINOMIAL

Oleh

Rafael Billy Glen Dachi

Suatu pemetaan δ pada R disebut derivasi jika δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b), untuk setiap
a, b ∈ R. Jika δ adalah derivasi pada ring R, M dan N merupakan modul kanan atas
ring R dan α adalah homomorfisma ring serta β adalah homomorfisma modul, maka
pemetaan d :M → N disebut derivasi (α, β) pada modul atas ring jika memenuhi
d(xa) = d(x)α(a) + β(x)δ(a), untuk setiap x ∈ M dan a ∈ R. Penelitian ini
bertujuan untuk menganalisis sifat-sifat derivasi−(α, β) pada modul atas ring dan
modul polinomial M [x] atas ring polinomial R[x], mengontruksi contoh konkret
derivasi-(α, β) serta mengkaji hubungan antara derivasi-(α, β) pada modul atas ring
dan modul polinomial M [x] atas ring polinomial R[x].

Kata-kata kunci: ring, modul, ring polinomial, modul polinomial, derivasi-(α, β).
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep diferensial pertama kali diperkenalkan pada pertengahan abad ke-17,
diawali oleh Newton dengan konsep fluks pada tahun 1670-an, tidak lama setelah itu
pada tahun 1680-an konsep diferensial diperkenalkan oleh Leibniz (Archibald dkk.,
2005). Konsep ini terus berkembang dan diterapkan pada bidang ilmu lain salah
satunya aljabar. Pengembangan konsep diferensial pada aljabar disebut derivasi.
Konsep derivasi diperluas ke dalam struktur aljabar abstrak melalui derivasi pada
ring. Derivasi pada ring pertama kali diperkenalkan untuk menggambarkan operasi
diferensial dalam konteks aljabar. Dalam hal ini, derivasi didefinisikan sebagai
operator linear d pada suatu ring yang memenuhi dua sifat utama, yaitu linearitas
dan hasil kali Leibniz (Ashraf dkk., 2006). Konsep derivasi bisa diperluas lagi ke
dalam struktur aljabar yang lebih abstrak melalui derivasi pada modul atas ring.
Dengan menggunakan konsep yang sama, derivasi pada modul polinomial M [x] atas
ring polinomial R[x] diterapkan untuk menggambarkan bagaimana elemen-elemen
dalam modul saling berinteraksi melalui operasi diferensial.

Derivasi adalah konsep pada aljabar yang sudah dipelajari sejak lama. Konsep
derivasi pada ring dalam aljabar abstrak pertama kali dipelajari secara formal oleh
Posner (1957), penelitian yang dilakukan menjadi landasan penting untuk studi
derivasi dalam teori ring. Kemudian Herstein (1978) mengembangkan konsep ini
lebih lanjut, ia membahas sifat-sifat derivasi pada ring dan ring prima. Herstein
juga memperkenalkan generalisasi derivasi, seperti derivasi-(α, β) yang menjadi
dasar penelitian lanjutan dalam teori ring. Konsep ini terus berkembang dan banyak
peneliti yang mempelajarinya.
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Beberapa penelitian lanjutan tentang derivasi pada ring antara lain, Kuzucuoğlu &
Sayin (2017) membahas struktur derivasi pada kelas khusus ring matriks yang terdiri
dari gabungan matriks niltriangular dan matriks atas suatu ideal, Khalaf dkk. (2018)
membahas struktur dan sifat-sifat derivasi pada ring prima, yaitu ring asosiatif
yang dilengkapi dengan suatu derivasi dan memenuhi sifat prima dalam konteks
diferensial, Al-Omary & Nauman (2021) mempelajari generalisasi derivasi pada
ring prima yang memenuhi identitas tertentu, De Filippis dkk. (2023) membahas
generalisasi derivasi-g pada ring prima dan Ali dkk. (2024) membahas secara
komprehensif berbagai tipe derivasi pada ring dalam aljabar abstrak, penelitian ini
mengulas perkembangan, definisi, sifat-sifat, dan hasil-hasil terkini terkait berbagai
generalisasi derivasi pada ring.

Perkembangan konsep derivasi pada bahasan ini mengarah pada pengenalan
derivasi-(α, β). Konsep ini dimulai oleh Argac dkk. (1987) dengan mengembangkan
konsep derivasi dalam konteks endomorfisma ring yang menjadi ide utama
terbentuknya derivasi-(α, β). Lebih lanjut Aydin (1997) mengkaji sifat-sifat
derivasi-(α, β) pada ring prima dan ring semiprima, kemudian Garg & Sharma
(2016) melakukan penelitian dengan mengembangkan konsep derivasi klasik
dan generalisasi derivasi-(α, β) dengan fokus pada sifat multiplikatif. Hongan
(2017) membahas generalisasi derivasi-(α, β) pada ring semiprima, Muthana &
Alkhamisi (2020) mengkaji generalisasi derivasi-(α, β) yang bersifat multiplikatif
dan centrally extended pada ring semiprima, serta Waluyo dkk. (2025) yang
mengkaji derivasi-(σ, τ) pada ring grup, yaitu generalisasi derivasi pada ring dengan
melibatkan dua endomorfisma.

Pada konteks modul dan aljabar, derivasi pada modul mulai dibahas oleh beberapa
peneliti antara lain, Grønbæk (1989) meneliti struktur dan sifat derivasi pada modul
Banach atas aljabar Banach komutatif, Hejazian & Niknam (1996) memberikan
gambaran bagaimana derivasi dapat digunakan untuk mengungkapkan struktur
aljabar, dan Abbaspour dkk. (2005) yang memformalkan konsep derivasi pada
modul serta membahas sifat-sifat derivasi pada modul. Penelitian derivasi pada
modul terus berlanjut dengan Teymouri dkk. (2020) yang meneliti sifat dan struktur
derivasi pada struktur aljabar Banach yang diperluas dengan modul, Chiu & Macarro
(2023) yang mempelajari konsep derivasi tingkat tinggi pada modul.
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Penelitian terbaru yang membahas derivasi pada modul yaitu Fitriani dkk. (2025)
yang mengkaji tentang derivasi-f pada modul polinomial M [x] atas ring polinomial
R[x], dan membahas hubungan derivasi-f pada ring dan modul, serta memberikan
dasar untuk studi lebih lanjut dalam teori ring dan modul polinomial. Penerapan
derivasi-(α, β) pada modul polinomial memberikan peluang untuk memahami
struktur aljabar melalui operator yang lebih luas dan bersifat general, yang dapat
menggambarkan interaksi lebih kompleks antar elemen-elemen dalam modul
tersebut.

Berdasarkan pengembangan penelitian yang telah dilakukan sebelumnya, belum
ada peneliti yang membahas tentang derivasi-(α, β) pada modul polinomial M [x]

atas ring polinomial R[x]. Oleh karena itu, penelitian ini akan membahas mengenai
hubungan antara derivasi-(α, β) pada modul atas ring dan derivasi-(α, β) pada modul
polinomial M [x] atas ring polinomial R[x]. Selain itu, dalam penelitian ini juga akan
diselidiki sifat-sifat derivasi-(α, β), baik pada modul secara umum maupun pada
modul polinomial.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) pada modul atas ring dan modul
polinomial M [x] atas ring polinomial R[x];

2. mengkonstruksi contoh-contoh derivasi-(α, β) pada modul atas ring dan modul
polinomial M [x] atas ring polinomial R[x];

3. menyelidiki hubungan antara derivasi-(α, β) pada modul atas ring dengan
derivasi-(α, β) pada modul polinomial M [x] atas ring polinomial R[x].

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. mengetahui sifat-sifat derivasi-(α, β) pada modul atas ring dan modul
polinomial M [x] atas ring polinomial R[x];
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2. mengetahui hubungan antara derivasi-(α, β) pada modul atas ring dengan
derivasi-(α, β) pada modul polinomial M [x] atas ring polinomial R[x];

3. menambah referensi penelitian selanjutnya mengenai derivasi-(α, β) pada
modul atas ring dan modul polinomial M [x] atas ring polinomial R[x].



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini, akan diuraikan konsep dasar yang menjadi landasan teori untuk
mendukung pembahasan pada bagian selanjutnya. Konsep-konsep tersebut akan
membentuk kerangka berpikir yang menjelaskan definisi serta contoh-contohnya.

2.1 Grup

Salah satu langkah penting untuk mendalami konsep-konsep yang lebih kompleks
dalam teori aljabar adalah memahami struktur dasar dalam aljabar abstrak, yaitu
grup. Sebelum membahas pengertian grup dan sifat-sifatnya, berikut ini dibahas
pengertian operasi biner.

Definisi 2.1.1 Diberikan himpunan tak kosong S. Operasi biner ∗ pada himpunan
S merupakan fungsi dari S × S ke S. Untuk setiap (a, b) ∈ S × S, ∗(a, b) di S
dinotasikan dengan a ∗ b (Fitriani & Faisol, 2022).

Berdasarkan Definisi 2.1.1, operasi biner pada himpunan S memetakan pasangan
berurutan (a, b) ∈ S × S ke ∗(a, b) di S yang dinotasikan dengan a ∗ b yang
merupakan elemen dari S. Sebagai ilustrasi jika dipilih S = Z, dan ∗ adalah operasi
penjumlahan bilangan bulat, maka + merupakan operasi biner pada Z karena +(a, b)

yang dinotasikan dengan a+ b merupakan bilangan bulat.

Berikut diberikan contoh operasi biner.

Contoh 2.1.2 Diberikan himpunan

G =

{[
a b

c d

]
| a, b, c, d ∈ R

}
.
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Akan ditunjukkan operasi perkalian matriks (·) merupakan operasi biner pada G.

Diberikan sebarang dua matriks

[
a b

c d

]
,

[
e f

g h

]
∈ G, sehingga diperoleh:

[
a b

c d

]
·

[
e f

g h

]
=

[
a · e+ b · g a · f + b · h
c · e+ d · g c · f + d · h

]
∈ G.

Jadi, operasi perkalian matriks (·) merupakan operasi biner pada G.

Setelah memahami definisi dan contoh dari operasi biner, berikut diberikan definisi
himpunan tertutup.

Definisi 2.1.3 Diberikan operasi biner ∗ dan himpunan bagian tak kosong H di S.
Himpunan H dikatakan tertutup terhadap operasi biner ∗ jika untuk setiap a, b ∈ H ,
berlaku a ∗ b ∈ H(Fitriani & Faisol, 2022).

Berikut diberikan contoh himpunan tertutup.

Contoh 2.1.4 Diberikan himpunan bilangan bulat Z berserta operasi penjumlahan
(+) bilangan pada Z.

Telah diketahui bahwa operasi penjumlahan bilangan (+) merupakan operasi biner
pada Z. Untuk setiap dua elemen di 3Z = {3z | z ∈ Z} merupakan himpunan
bagian dari Z. Untuk setiap dua elemen di 3Z, hasil penjumlahan kedua bilangan
tersebut berada di dalam himpunan 3Z. Akibatnya, himpunan 3Z tertutup terhadap
operasi penjumlahan bilangan.

Struktur aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan
satu operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu dinamakan grup.

Definisi 2.1.5 Suatu grup ⟨G, ∗⟩ terdiri dari himpunan tak kosong G bersama operasi
biner ∗ yang didefinisikan pada G dan memenuhi aksioma berikut:

(i) operasi biner ∗ bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c ∈ G berlaku (a ∗
b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);

(ii) terdapat elemen identitas e, yaitu untuk setiap a ∈ G berlaku a∗e = e∗a = a;

(iii) untuk setiap a ∈ G, terdapat elemen invers a′ ∈ G sehingga berlaku a ∗ a′ =
a′ ∗ a = e,

(Fitriani & Faisol, 2022).
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Setelah memahami operasi biner dan himpunan tertutup, berikut diberikan contoh
grup.

Contoh 2.1.6 Diberikan himpunan Z dengan operasi penjumlahan. Akan
ditunjukkan ⟨Z,+⟩ merupakan grup.

(i) Operasi + bersifat asosiatif di Z, yaitu (a+ b) + c = a+ (b+ c), untuk setiap
a, b, c ∈ Z.

(i) Terdapat elemen identitas di Z terhadap operasi +, yaitu 0, sehingga 0 + a =

a+ 0 = a, untuk setiap a ∈ Z.

(iii) Untuk setiap a ∈ Z memiliki invers terhadap operasi +, yaitu −a ∈ Z,
sehingga a+ (−a) = (−a) + a = 0.

Jadi, ⟨Z,+⟩ merupakan grup.

Berikut diberikan contoh sistem matematika yang bukan grup.

Contoh 2.1.7 Diberikan himpunan bilangan Z+ dengan operasi perkalian (·).
Struktur aljabar ⟨Z+, ·⟩ bukan grup karena setiap elemen di Z+ selain 1 tidak
memiliki invers terhadap operasi (·).

Selanjutnya akan dijelaskan tentang grup komutatif. Berdasarkan sifat komutatif dari
operasi biner dalam suatu grup, dapat dinyatakan bahwa jika grup tersebut komutatif,
hasil operasi antara dua elemen akan tetap sama meskipun urutan elemen dibalik.
Berikut diberikan definisi dari grup komutatif.

Definisi 2.1.8 Grup ⟨G, ∗⟩ disebut grup Abel atau grup komutatif jika pada operasi
biner ∗ berlaku:

a ∗ b = b ∗ a,

untuk setiap a, b ∈ G (Fitriani & Faisol, 2022).

Berikut diberikan contoh grup komutatif.

Contoh 2.1.9 HimpunanMm×n(R) menyatakan himpunan semua matriks berukuran
m× n yang entri entrinya bilangan real merupakan grup komutatif terhadap operasi
penjumlahan matriks. Hal ini dikarenakan untuk setiap X, Y ∈Mm×n(R), berlaku
X + Y = Y +X .
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Setelah memahami grup dan aksioma-aksioma yang harus terpenuhi, selanjutnya
akan dijelaskan tentang subgrup. Subgrup adalah salah satu konsep dasar dalam
teori grup yang memiliki peran penting dalam memahami struktur dan sifat-sifat
grup secara lebih mendalam. Secara umum, subgrup adalah himpunan bagian dari
suatu grup yang juga memenuhi aksioma-aksioma grup terhadap operasi yang sama.

Berikut diberikan definisi dari subgrup.

Definisi 2.1.10 Diberikan himpunan bagian H dari grup G yang tertutup terhadap
operasi biner pada G. Himpunan H dikatakan subgrup G jika terhadap operasi
biner yang sama pada G, H merupakan grup. Selanjutnya H subgrup G dinotasikan
dengan H ≤ G atau H < G yang berarti H subgrup G, tetapi H ̸= G (Fitriani &
Faisol, 2022).

Berikut diberikan contoh subgrup dari suatu grup.

Contoh 2.1.11 Himpunan ⟨Z,+⟩ merupakan subgrup ⟨Q,+⟩, karena memenuhi
semua syarat subgrup.

Setelah membahas subgrup, berikut akan dijelaskan tentang homomorfisma grup.
Secara umum homomorfisma grup adalah sebuah pemetaan antara dua grup yang
mempertahankan operasi biner.

Definisi 2.1.12 Diberikan grup ⟨G, ∗⟩ dan ⟨H, ∗⟩. Pemetaan f : G→ H dikatakan
homomorfisma jika memenuhi:

f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y),

untuk setiap x, y ∈ G (Suryanti, 2017).

Berikut diberikan contoh homomorfisma grup.

Contoh 2.1.13 Diberikan grup G yang terdiri dari semua fungsi kontinu dengan
domain [0, 2] terhadap operasi penjumlahan fungsi dan R adalah grup dari semua
bilangan real terhadap operasi pemjumlahan bilangan. Didefinisikan σ : G → R,
dengan

σ(g) =

∫ 2

0

g(x) dx, untuk setiap g ∈ G.
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Akan ditunjukkan bahwa σ merupakan homomorfisma grup dari G ke R. Diberikan
sebarang g, h ∈ G berlaku:

σ(g + h) =

∫ 2

0

(g + h)(x) dx

=

∫ 2

0

(g(x) + h(x)) dx

=

∫ 2

0

g(x) dx+

∫ 2

0

h(x) dx

= σ(g) + σ(h).

Jadi, terbukti bahwa σ merupakan homomorfisma grup.

Sebuah pemetaan antara dua grup yang sama dengan mempertahankan operasi biner
disebut endomorfisma grup.

Definisi 2.1.14 Diberikan ⟨G, ∗⟩ dan ⟨H, ∗⟩ merupakan grup, pemetaan f : G→ H

adalah homomorfisma grup. Jika G = H , maka f disebut endomorfisma grup
(Suryanti, 2017).

Berikut diberikan contoh endomorfisma grup.

Contoh 2.1.15 Diberikan Z dengan operasi penjumlahan, dan pemetaan f : Z → Z.
Didefinisikan f(x) = 3x, untuk setiap x ∈ Z.

Akan ditunjukkan bahwa f merupakan endomorfisma grup dari Z ke Z. Diberikan
sebarang x ∈ Z. Berlaku:

f(x+ y) = 3(x+ y)

= 3x+ 3y

= f(x) + f(y).

Karena f(x+ y) = f(x) + f(y), terbukti f merupakan homomorfisma. Selanjutnya
karena domain dan kodomain dari f merupakan grup Z yang sama, terbukti f
merupakan endomorfisma grup.
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2.2 Ring

Setelah memahami konsep operasi biner dan grup Abel yang menjadi dasar
terbentuknya suatu grup. Selanjutnya, akan dijelaskan mengenai ring. Secara umum
ring adalah konsep dalam struktur aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong
yang dilengkapi dengan dua operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu.

Berikut diberikan definisi ring.

Definisi 2.2.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan dua
operasi yang dinotasikan dengan + dan ·, yang disebut operasi penjumlahan dan
perkalian. Himpunan R disebut ring terhadap operasi + dan · jika memenuhi sifat:

(i) ⟨R,+⟩ merupakan grup komutatif artinya:

(1) untuk setiap a, b, c ∈ R berlaku, (a+ b) + c = a+ (b+ c),

(2) terdapat 0 ∈ R, sedemikian sehingga a+ 0 = 0+ a, untuk setiap a ∈ R,
0 adalah elemen identitas di R,

(3) untuk setiap a ∈ R, terdapat elemen invers yaitu −a ∈ R, sehingga
a+ (−a) = (−a) + a = 0,

(4) untuk setiap a, b ∈ R, berlaku a+ b = b+ a;

(ii) operasi perkalian di R bersifat asosiatif, yaitu:

(a · b) · c = a · (b · c),

untuk setiap a, b, c ∈ R;

(iii) operasi penjumlahan dan perkalian di R bersifat:

(a) distributif kiri:
a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)

(b) distributif kanan:

(a+ b) · c = (a · c) + (b · c),

untuk setiap a, b, c ∈ R

(Wahyuni dkk., 2021).
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Berikut diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.2 Diberikan A yang merupakan himpunan semua fungsi f : R → R.
Untuk setiap f, g ∈ A dan x ∈ R, didefinisikan:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) dan (fg)(x) = f(x)g(x).

Akan ditunjukkan ⟨A,+, ·⟩ merupakan ring.

(i) ⟨A,+⟩ merupakan grup Abel.

(ii) Untuk setiap f, g, h ∈ A dan x ∈ R, berlaku:

((fg)h)(x) = (fg)(x)h(x)

= f(x)g(x)h(x)

= f(x)(gh)(x)

= (f(gh))(x).

Jadi ((fg)h)(x) = (f(gh))(x) untuk setiap f, g, h ∈ A dan x ∈ R. Artinya
operasi · bersifat asosiatif.

(iii) Untuk setiap f, g, h ∈ A dan x ∈ R, berlaku:

(f(g + h))(x) = f(x)(g + h)(x)

= f(x)(g(x) + h(x))

= f(x)g(x) + f(x)h(x)

= (fg)(x) + (fh)(x)

= (fg + fh)(x).

dan

((f + g)h)(x) = (f + g)(x)h(x)

= (f(x) + g(x))h(x)

= f(x)h(x) + g(x)h(x)

= (fh)(x) + (gh)(x)

= (fh+ gh)(x).

Jadi berlaku hukum distributif kiri dan kanan pada A.
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Berdasarkan pernyataan (i), (ii), dan (iii), terbukti bahwa ⟨A,+, ·⟩ merupakan ring.

Setelah memahami ring dan aksioma-aksioma yang harus terpenuhi, berikut akan
dibahas tentang ring komutatif.

Definisi 2.2.3 Suatu ring ⟨R,+, ·⟩ dikatakan ring komutatif jika R komutatif
terhadap perkalian yaitu berlaku a · b = b · a untuk setiap a, b ∈ R (Wahyuni
dkk., 2021).

Berikut diberikan contoh pada ring komutatif.

Contoh 2.2.4 Ring ⟨Z,+, ·⟩, ⟨Q,+, ·⟩, dan ⟨R,+, ·⟩, masing masing merupakan
ring komutatif dengan elemen satuan.

Dalam teori aljabar, ideal dari suatu ring R adalah himpunan bagian I dari R yang
memenuhi dua aksioma. Ideal ring dibedakan menjadi dua yaitu ideal kiri dan ideal
kanan.

Berikut akan diberikan definisi dari ideal kiri.

Definisi 2.2.5 Diberikan ring R dan I ⊂ R dengan I ̸= R. I disebut ideal kiri jika:

(i) untuk setiap a, b ∈ I , berlaku a− b ∈ I ,

(ii) untuk setiap a ∈ I, r ∈ R, berlaku ra ∈ I ,

(Rasiman dkk., 2018).

Berikut diberikan definisi ideal kanan.

Definisi 2.2.6 Diberikan ring R dan I ⊂ R dengan I ̸= R. I disebut ideal kanan
jika:

(i) untuk setiap a, b ∈ I , berlaku a− b ∈ I ,

(ii) untuk setiap a ∈ I, r ∈ R, berlaku ar ∈ I ,

(Rasiman dkk., 2018).

Jika himpunan bagian I dari R merupakan ideal kiri sekaligus ideal kanan maka I
disebut ideal atau ideal dua sisi dari ring. Berikut diberikan definisi ideal.
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Definisi 2.2.7 Diberikan ring R dan I ⊂ R dengan I ̸= R. I disebut ideal atau ideal
dua sisi dari ring jika:

(i) untuk setiap a, b ∈ I , berlaku a− b ∈ I ,

(ii) untuk setiap a ∈ I, r ∈ R, berlaku ra ∈ I dan ar ∈ I ,

(Rasiman dkk., 2018).

Berikut diberikan contoh ideal.

Contoh 2.2.8 Diberikan ring bilangan bulat Z dan himpunan bagian tak kosong 3Z
yang merupakan himpunan semua bilangan bulat kelipatan dari 3, yaitu:

3Z = {3k | k ∈ Z} .

Akan dibuktikan bahwa 3Z adalah ideal dalam Z.

(i) Diberikan sebarang a = 3k dan b = 3m dengan k,m ∈ Z, berlaku:

a− b = 3k − 3m = 3(k −m) ∈ 3Z.

(ii) Diberikan sebarang x ∈ Z dan a = 3k ∈ 3Z, berlaku:

x · a = x · 3k = 3(x · k) ∈ 3Z.

a · x = 3k · x = 3(k · x) ∈ 3Z.

Berdasarkan (i) dan (ii), terbukti bahwa 3Z merupakan ideal dari Z.

Selanjutnya akan dijelaskan tentang homomorfisma ring. Secara umum konsep
homomorfisma yaitu suatu pemetaan yang memepertahankan dua operasi biner.

Berikut diberikan definisi homomorfisma ring.

Definisi 2.2.9 Diberikan ring R dan R′. Suatu pemetaan f : R → R′ disebut
homomorfisma ring jika memenuhi:

1. f(a+ b) = f(a) + f(b),

2. f(a · b) = f(a) · f(b),

untuk setiap a, b ∈ R (Alwi, 2021).
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Suatu homomorfisma dari suatu ring ke dalam dirinya sendiri dinamakan
endomorfisma ring (Alwi, 2021).

Berikut diberikan contoh homomorfisma ring yang sekaligus endomorfisma ring.

Contoh 2.2.10 Diberikan ring M2(Z) dan suatu pemetaan γ : M2(Z) → M2(Z).

Didefinisikan γ

([
a b

c d

])
=

[
a b

c d

]
, untuk setiap

[
a b

c d

]
∈M2(Z).

Akan ditunjukkan γ merupakan endomorfisma ring. Diberikan sebarang A =[
a1 b2

c1 d1

]
, B =

[
a2 b2

c2 d2

]
∈M2(Z). Berlaku:

γ(A+B) = γ

([
a1 b1

c1 d1

]
+

[
a2 b2

c2 d2

])

= γ

([
a1 + a2 b1 + b2

c1 + c2 d1 + d2

])

=

[
a1 + a2 b1 + b2

c1 + c2 d1 + d2

]

=

[
a1 b1

c1 d1

]
+

[
a2 b2

c2 d2

]
= γ(A) + γ(B).

Selain itu,

γ(A ·B) = γ

([
a1 b1

c1 d1

]
·

[
a2 b2

c2 d2

])

= γ

([
a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2

a2c1 + c2d1 b2c1 + d1d2

])

=

[
a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2

a2c1 + c2d1 b2c1 + d1d2

]

=

[
a1 b1

c1 d1

]
·

[
a2 b2

c2 d2

]
= γ(A) · γ(B).

Karena γ(A+B) = γ(A)+γ(B) dan γ(A ·B) = γ(A) ·γ(B), terbukti γ merupakan
homomorfisma ring. Selanjutnya, karena domain dan kodomain dari γ merupakan
ring M2(Z) yang sama, terbukti γ merupakan endomorfisma ring.
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2.3 Ring Polinomial R[x]

Ring polinomial adalah salah satu struktur aljabar yang terdiri dari semua fungsi
f(x), dengan f(x) disebut polinomial jika dapat dituliskan sebagai f(x) =

a0 + a1x + a2x
2 + ... + anx

n, dengan n merupakan bilangan bulat positif dan
a0, a1, a2, ..., an merupakan koefisien fungsi f(x), yaitu elemen dari suatu ring R,
dan variabel x.

Berikut diberikan definisi ring polinomial.

Definisi 2.3.1 Diberikan ring R. Himpunan R[x], dinotasikan sebagai semua
himpunan barisan tak hingga (a0, a1, a2, ...), dengan ai ∈ R, untuk setiap i =

1, 2, 3, ... dan terdapat n ∈ Z+, sehingga untuk k ≥ n berlaku ak = 0.
Elemen-elemen R[x] disebut polinomial atas ring.
Operasi penjumlahan dan perkalian pada R[x] didefinisikan sebagai berikut:

+ : R[x]×R[x] → R[x]

(a0, a1, a2, ...) + (b0, b1, b2, ...) = (a0 + b0, a1 + b1, ...)

· : R[x]×R[x] → R[x]

(a0, a1, a2, ...) · (b0, b1, b2, ...) = (c0, c1, c2, ...),

dengan cj =
∑j

i=0 aibj−i untuk j = 0, 1, 2, ....
Dengan dua operasi tersebut, R[x] memenuhi aksioma ring dan selanjutnya disebut
ring polinomial (Dummit & Foote, 2004).

Jika R adalah ring komutatif, maka R[x] juga komutatif. Hal ini disebabkan oleh
operasi perkalian dalam R[x] didasarkan pada komutativitas dari koefisien-koefisien
dalam R. Jika R memiliki elemen identitas 1R, maka R[x] juga memeliki elemen
identitas, yang merupakan polinomial dengan koefisien konstanta 1R dan suku-suku
lainnya bernilai nol, karena elemen tersebut memenuhi sifat identitas dalam operasi
perkalian di R[x].

Berikut diberikan contoh ring polinomial.

Contoh 2.3.2 Diberikan ring polinomial R[x], yang merupakan himpunan semua
polinomial dengan koefisien dari bilangan real dan variabel x. Akan ditunjukkan
⟨R[x],+, ·⟩ adalah ring polinomial.
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(i) Akan ditunjukkan bahwa ⟨R[x],+⟩ merupakan grup komutatif. Diberikan
sebarang p(x), q(x), r(x) ∈ R[x], yaitu:

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m,

r(x) = c0 + c1x+ · · ·+ ckx
k.

1) Akan ditunjukkan R[x] tertutup terhadap operasi penjumlahan. Diberikan
sebarang p(x), q(x) ∈ R[x]. Berlaku:

p(x) + q(x) = (a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) + (b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m)

= (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · · ∈ R[x].

Karena penjumlahan sebarang dua polinomial di R[x] menghasilkan
polinomial di R[x], terbukti bahwa R[x] tertutup terhadap operasi
penjumlahan.

2) Akan ditunjukkan operasi penjumlahan + bersifat asosiatif di Z[x].
Diberikan sebarang p(x), q(x), r(x) ∈ R[x]. Berlaku:

(p(x) + q(x)) + r(x) = ((a0 + b0)x
0 + (a1 + b1)x

1 + ··) + c0x
0 + c1x

1 + ··
= ((a0 + b0) + c0)x

0 + ((a1 + b0) + c1)x
1 + · · ·

= (a0 + (b0 + c0))x
0 + (a1 + (b1 + c1))x

1 + · · ·
= a0x

0 + a1x
1 + · · · ((b0 + c0)x

0 + (b1 + c1)x
1 + · · · )

= p(x) + (q(x) + r(x)).

Karena (p(x) + q(x)) + r(x) = p(x) + (q(x) + r(x)), terbukti bahwa +
bersifat assosiatif di R[x].

3) Terdapat elemen identitas yaitu, π(x) = 0x0 + 0x1 + · · · ,∀x ∈ R,
sehingga untuk setiap p(x) ∈ R[x]. Berlaku:

π(x) + p(x) = p(x) + π(x) = p(x).

Jadi, π(x) merupakan elemen identitas terhadap + di R[x].

4) Untuk setiap p(x) ∈ R[x] dan x ∈ R, terdapat −p(x) ∈ R[x], yaitu
−p(x) = −a0 − a1x− · · · − anx

n. Berlaku:
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p(x) + (−p(x)) = −p(x) + p(x) = 0 = π(x).

Jadi, setiap p(x) ∈ R[x] memiliki invers terhadap + di R[x].

5) Akan ditunjukkan operasi penjumlahan + bersifat komutatif di R[x].
Diberikan sebarang p(x), q(x) ∈ R[x]. Berlaku:

p(x) + q(x) = (a0 + b0)x
0 + (a1 + b1)x

1 + · · ·
= (b0 + a0)x

0 + (b1 + a1)x
1 + · · ·

= q(x) + p(x).

Terbukti bahwa + bersifat komutatif di R[x].

Berdasarkan 1) sampai dengan 5) dapat disimpulkan bahwa ⟨R[x],+⟩
merupakan grup komutatif.

(ii) Akan ditunjukkan operasi perkalian bersifat assosiatif di R[x]. Diberikan
sebarang p(x)q(x) ∈ R[x]. Berlaku:

(p(x) · q(x)) · r(x) = p(x) · (q(x) · r(x)).

Jadi · bersifat assosiatif di R[x].

(iii) Akan ditunjukkan operasi penjumlahan dan perkalian bersifat distributif kiri
dan distributif kanan di R[x]. Diberikan sebarang p(x), q(x), r(x) ∈ R[x].
Berlaku:

p(x) · (q(x) + r(x)) = (p(x) · q(x)) + (p(x) + r(x)).

Selain itu,

(p(x) + q(x)) · r(x) = (p(x) + r(x)) + (q(x) + r(x)).

Terbukti bahwa ⟨R[x],+, ·⟩ merupakan ring.

(iv) Selanjutnya karena R[x] tertutup terhadap operasi penjumlahan, dan operasi
perkalian dua elemen di R[x] diberikan sebagai berikut. Diberikan sebarang
p(x)q(x) ∈ R[x]. Berlaku:
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p(x) · q(x) = (a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) · (b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m)

= (c0 + c1x+ · · ·+ cn+mx
n+m) ∈ R[x].

Dengan cj =
∑j

i=0 aibj−i, karena perkalian sebarang dua polinomial di
R[x] menghasilkan polinomial di R[x], terbukti bahwa R[x] tertutup terhadap
operasi perkalian.

Jadi, terbukti bahwa ⟨R[x],+, ·⟩ merupakan ring polinomial.

2.4 Modul

Teori modul merupakan perluasan dari konsep ruang vektor. Konsep ini menjadi
bagian penting dalam aljabar abstrak karena memungkinkan analisis struktur yang
lebih umum dan kompleks.

Berikut diberikan pengertian modul kiri dan kanan. Terlebih dahulu akan dijelaskan
mengenai modul kiri atas ring.

Definisi 2.4.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong M dan suatu ring R. M disebut
modul kiri atas ring R atau M : R−modul kiri jika memenuhi aksioma berikut:

(i) ⟨M,+⟩ merupakan grup komutatif,

(ii) didefinisikan pemetaan

· : R×M →M

·(r,m) 7→ ·(r,m) = r ·m, ∀ r ∈ R, m ∈M

dan memenuhi:

a) r · (m1 +m2) = r ·m1 + r ·m2,

b) (r1 + r2) ·m = r1 ·m+ r2 ·m,

c) (r1r2) ·m = r1 · (r2m),

d) 1R ·m = m,

untuk setiap r, r1, r2 ∈ R, dan m,m1,m2 ∈M (Andari, 2015).
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Berikut diberikan contoh modul kiri.

Contoh 2.4.2 Diberikan Z himpunan bilangan bulat. Diberikan Z[x] ring polinomial
dengan koefisien bilangan bulat. Akan ditunjukkan Z[x] modul kiri atas ring Z.
Pertama akan ditunjukkan bahwa ⟨Z[x],+⟩ merupakan grup komutatif. Diberikan
sebarang f(x), g(x), h(x) ∈ Z[x], yaitu:

f(x) = a0x
0 + a1x

1 + a2x
2 + · · · =

n∑
i=0

aix
i,

g(x) = b0x
0 + b1x

1 + b2x
2 + · · · =

n∑
j=0

bjx
j,

h(x) = c0x
0 + c1x

1 + c2x
2 + · · · =

n∑
k=0

akx
k.

(i) Akan ditunjukkan Z[x] tertutup terhadap operasi penjumlahan. Diberikan
sebarang f(x), g(x) ∈ Z[x]. Berlaku:

f(x) + g(x) = (a0 + b0)x
0 + (a1 + b1)x

1 + · · · ∈ Z[x].

Karena penjumlahan sebarang dua polinomial di Z[x] menghasilkan
polinomial di Z[x], terbukti bahwa Z[x] tertutup terhadap operasi penjumlahan.

(ii) Akan ditunjukkan operasi penjumlahan + bersifat assosiatif di Z[x]. Diberikan
sebarang f(x), g(x), h(x) ∈ Z[x]. Berlaku:

(f(x) + g(x)) + h(x) = ((a0 + b0)x
0 + (a1 + b1)x

1 + ··) + c0x
0 + c1x

1 + ··
= ((a0 + b0) + c0)x

0 + ((a1 + b0) + c1)x
1 + · · ·

= (a0 + (b0 + c0))x
0 + (a1 + (b1 + c1))x

1 + · · ·
= a0x

0 + a1x
1 + · · · ((b0 + c0)x

0 + (b1 + c1)x
1 + · · · )

= f(x)+)g(x) + h(x)).

Karena [f(x) + g(x)] + h(x) = f(x) + [g(x) + h(x)], terbukti bahwa operasi
penjumlahan + bersifat assosiatif di Z[x].

(iii) Terdapat elemen identitas yaitu, θ(x) = 0x0 + 0x1 + 0x2 + · · · , ∀x ∈ Z,
sehingga untuk setiap f(x) ∈ Z[x]. Berlaku:

θ(x) + f(x) = f(x) + θ(x) = f(x).
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Jadi, θ(x) merupakan elemen identitas terhadap + di Z[x].

(iv) Untuk setiap f(x) ∈ Z[x] dan x ∈ Z, terdapat −f(x) ∈ Z[x], yaitu −f(x) =
−a0 − a1x− · · · − anx

n. Berlaku:

f(x) + (−f(x)) = −f(x) + f(x) = 0 = θ(x).

Jadi, setiap f(x) ∈ Z[x] memiliki invers terhadap + di Z[x].

(v) Akan ditunjukkan + bersifat komutatif di Z[x]. Diberikan sebarang
f(x), g(x) ∈ Z[x]. Berlaku:

f(x) + g(x) = (a0 + b0)x
0 + (a1 + b1)x

1 + · · ·
= (b0 + a0)x

0 + (b1 + a1)x
1 + · · ·

= g(x) + f(x).

Terbukti bahwa + bersifat komutatif di Z[x].

Berdasarkan (i) sampai dengan (v) dapat disimpulkan bahwa ⟨Z[x],+⟩ merupakan
grup komutatif.
Selanjutnya didefinisikan pemetaan

· : Z× Z[x] → Z[x]

·(r, f(x)) 7→ r · f(x), ∀r ∈ Z, f(x) ∈ Z[x].

(i) Diberikan sebarang r ∈ Z dan f(x), g(x) ∈ Z[x]. Berlaku:

r · (f(x) + g(x)) = r · ((a0 + b0)x
0 + (a1 + b1)x

1 + · · · )
= r · (a0 + b0) + r · (a1 + b1)x

1 + · · ·
= r · a0 + r · b0 + r · a1x1 + r · b1x1 + · · ·
= (r · a0 + r · a1x1 + · · · ) + (r · b0 + r · b1x1 + · · · )
= r · (a0 + a1x

1 + · · · ) + r · (b0 + b1x
1 + · · · )

= r · f(x) + r · g(x).

(ii) Diberikan sebarang r1, r2 ∈ Z dan f(x) ∈ Z[x]. Berlaku

(r1 + r2) · f(x) = (r1 + r2) · (a0x0 + a1x
1 + · · · )................................

= (r1 + r2) · a0x0 + (r1 + r2) · a1x1 + · · ·
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iiiiiiiiiiiiiiiiiiii. = (r1 · a0x0 + r2 · a0x0) + (r1 · a1x1 + r2 · a1x1) + · · ·
= (r1 · a0x0 + r1 · a1x1 + · · · ) + (r2 · a0x0 + r2 · a1x1 + · · · )
= r1 · (a0x0 + a1x

1 + · · · ) + r2 · (a0x0 + a1x1 + · · · )
= r1 · f(x) + r2 · f(x).

(iii) Diberikan sebarang r1, r2 ∈ Z dan f(x) ∈ Z[x]. Berlaku:

(r1r2) · f(x) = (r1r2) · (a0x0 + a1x
1 + · · · )

= (r1r2) · a0x0 + (r1r2) · a1x1 + · · ·
= r1 · (r2 · a0x0) + r1 · (r2 · a1x1) + · · ·
= r1 · (r2 · (a0x0) + r2 · (a1x1) + · · · )
= r1 · (r2 · (a0x0 + a1x

1 + · · · ))
= r1 · (r2 · f(x)).

(iv) Pilih 1 ∈ Z dan f(x) ∈ Z[x]. Berlaku:

1 · f(x) = 1 · (a0x0 + a1x
1 + · · · )

= (a0x
0 + a1x

1 + · · · )
= f(x).

Terbukti bahwa Z[x] modul kiri atas ring Z.

Berikut diberikan definisi modul kanan.

Definisi 2.4.3 Diberikan suatu himpunan tak kosong M dan suatu ring R. M disebut
modul kanan atas ring R, atau M : R−modul kanan jika memenuhi aksioma berikut:

(i) ⟨M,+⟩ merupakan grup komutatif,

(ii) didefinisikan pemetaan

· :M ×R →M

·(m, r) 7→ ·(m, r) = m · r, ∀ m ∈M, r ∈ R

dan memenuhi:
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a) (m1 +m2) · r = m1 · r +m2 · r,

b) m · (r1 + r2) = m · r1 +m · r2,

c) m · (r1 · r2) = (m · r1) · r2,

d) m · 1R = m,

untuk setiap r, r1, r2 ∈ R, dan m,m1,m2 ∈M (Andari, 2015).

Berikut diberikan contoh modul kanan.

Contoh 2.4.4 Diberikan himpunan matriks berukuran 2 × 2 dengan entri-entri
bilangan bulat M2(Z) dan ring Z. Akan ditunjukkan M2(Z) merupakan modul
kanan atas ring Z.
Pertama akan ditunjukkan ⟨M2(Z),+⟩ merupakan grup komutatif. Diberikan
sebarang A,B,C ∈M2(Z), yaitu:

A =

[
a b

c d

]
, B =

[
e f

g h

]
, C =

[
p q

r s

]
, ∀a, b, c, d, e, f, g, h, p, q, r, s ∈ Z.

(i) Akan ditunjukkan M2(Z) tertutup terhadap operasi penjumlahan. Diberikan
sebarang A,B ∈M2(Z). Berlaku:

A+B =

[
a b

c d

]
+

[
e f

g h

]
=

[
a+ e b+ f

c+ g d+ h

]
∈M2(Z).

Karena penjumlahan sebarang dua matriks berukuran 2 × 2 dengan
entri-entri bilangan bulat menghasilkan matriks berukuran 2 × 2 dengan
entri-entri bilangan bulat juga maka terbukti M2(Z) tertutup terhadap operasi
penjumlahan.

(ii) Akan ditunjukkan operasi penjumlahan + bersifat assosiatif di M2(Z).
Diberikan sebarang A,B,C ∈M2(Z). Berlaku:

(A+B) + C =

([
a b

c d

]
+

[
e f

g h

])
+

[
p q

r s

]

=

[
a+ e b+ f

c+ g d+ h

]
+

[
r q

r s

]

=

[
(a+ e) + p (b+ f) + q

(c+ g) + r (d+ h) + s

]
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(A+B) + C =

[
a+ (e+ p) b+ (f + q)

c+ (g + r) d+ (h+ s)

]

=

[
a b

c d

]
+

[
e+ p f + q

g + r h+ s

]

=

[
a b

c d

]
+

([
e f

g h

]
+

[
p q

r s

])
= A+ (B + C).

Karena (A+B) + C = A+ (B + C), terbukti bahwa operasi penjumlahan
+ bersifat assosiatif di M2(Z).

(iii) Terdapat elemen identitas yaitu, O =

[
0 0

0 0

]
, sehingga untuk setiap A ∈

M2(Z). Berlaku:

A+O =

[
a b

c d

]
+

[
0 0

0 0

]
=

[
0 0

0 0

]
+

[
a b

c d

]
=

[
a b

c d

]
= A.

Jadi, O merupakan elemen identitas terhadap operasi penjumlahan + di
M2(Z).

(iv) Untuk setiap A =

[
a b

c d

]
∈M2(Z), terdapat −A =

[
−a −b
−c −d

]
. Berlaku:

A+ (−A) =

[
a b

c d

]
+

[
−a −b
−c −d

]

=

[
0 0

0 0

]
.

Jadi, untuk setiap A ∈M2(Z) memiliki invers terhadap operasi penjumlahan
+ di M2(Z).

(v) Akan ditunjukkan operasi penjumlahan + bersifat komutatif di M2(Z).
Diberikan sebarang A,B ∈M2(Z). Berlaku:

A+B =

[
a b

c d

]
+

[
e f

g h

]
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A+B =

[
a+ e b+ f

c+ g d+ h

]

=

[
e+ a f + b

g + c h+ d

]

=

[
e f

g h

]
+

[
a b

c d

]
= B + A.

Terbukti bahwa operasi penjumlahan + bersifat komutatif di M2(Z).

Berdasarkan (i) sampai (v) dapat disimpulkan bahwa ⟨M2(Z),+⟩ merupakan grup
komutatif.
Selanjutnya didefinisikan pemetaan

· :M2(Z)× Z →M2(Z)

·(A, r) 7→ A · r, ∀A ∈M2(Z), r ∈ Z.

(i) Diberikan sebarang r ∈ Z dan A,B ∈M2(Z). Berlaku:

(A+B) · r =

([
a b

c d

]
+

[
e f

g h

])
· r

=

[
a+ e b+ f

c+ g d+ h

]
· r

=

[
(a+ e) · r (b+ f) · r
(c+ g) · r (d+ h) · r

]

=

[
(a · r + e · r) (b · r + f · r)
(c · r + g · r) (d · r + h · r)

]

=

[
a b

c d

]
· r +

[
e f

g h

]
· r

= A · r +B · r.

(ii) Diberikan sebarang r, s ∈ Z dan A ∈M2(Z). Berlaku:

A · (r + s) =

[
a b

c d

]
· (r + s)
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iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii =

[
a b

c d

]
· r +

[
a b

c d

]
· s

= A · r + A · s.

(iii) Diberikan sebarang r, s ∈ Z dan A ∈M2(Z). Berlaku:

A · (r · s) =

[
a b

c d

]
· (r · s)

=

[
a · r · s b · r · s
c · r · s d · r · s

]

=

[
a · r b · r
c · r d · r

]
· s

=

([
a b

c d

]
· r

)
· s

= (A · r) · s.

(iv) Pilih 1 ∈ Z dan A ∈M2(Z). Berlaku:

A · 1 =

[
a b

c d

]
· 1 =

[
a b

c d

]
= A.

Oleh karena itu, terbukti bahwa M2(Z) modul kanan atas ring Z.

Berikut diberikan contoh lain dari modul kanan.

Contoh 2.4.5 Diberikan M =

{[
a 0

c 0

]
| a, c ∈ Z

}
. Akan ditunjukkan M

merupakan modul atas dirinya sendiri.
Pertama akan ditunjukkan ⟨M,+⟩ merupakan grup komutatif. Diberikan sebarang
A,B,C ∈M , yaitu:

A =

[
a1 0

c1 0

]
, B =

[
a2 0

c2 0

]
, C =

[
a3 0

c3 0

]
, ∀ a1, a2, a3, c1, c2, c3 ∈ Z.

(i) Akan ditunjukkan M tertutup terhadap operasi penjumlahan +. Diberikan
sebarang A,B ∈M . Berlaku:
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A+B =

[
a1 0

c1 0

]
+

[
a2 0

c2 0

]
=

[
a1 + a2 0

c1 + c2 0

]
∈ Z.

Karena penjumlahan sebarang dua matriks dengan entri-entri bilangan bulat
menghasilkan matriks M dengan entri-entri bilangan bulat juga, sehingga
terbukti M tertutup terhadap operasi penjumlahan +.

(ii) Akan ditunjukkan operasi penjumlahan + bersifat asosiatif di M . Diberikan
sebarang A,B,C ∈M . Berlaku:

(A+B) + C =

([
a1 0

c1 0

]
+

[
a2 0

c2 0

])
+

[
a3 0

c3 0

]

=

([
a1 + a2 0

c1 + c2 0

])
+

[
a3 0

c3 0

]

=

[
a1 + a2 + a3 0

c1 + c2 + c3 0

]

=

[
a1 0

c1 0

]
+

([
a2 + a3 0

c2 + c3 0

])

=

[
a1 0

c1 0

]
+

([
a2 0

c2 0

]
+

[
a3 0

c3 0

])
= A+ (B + C).

Karena (A+B) + C = A+ (B + C), terbukti bahwa operasi penjumlahan
+ bersifat asosiatif di M .

(iii) Terdapat elemen identitas yaitu, O =

[
0 0

0 0

]
, sehingga untuk setiap A ∈M .

Berlaku:

A+O =

[
a1 0

c1 0

]
+

[
0 0

0 0

]
=

[
a1 0

c1 0

]
= A.

Jadi, O merupakan elemen identitas terhadap operasi penjumlahan + di M .

(iv) Untuk setiap A =

[
a1 0

c1 0

]
∈M terdapat −A =

[
−a1 0

−c1 0

]
. Berlaku:

A+ (−A) =

[
a1 0

c1 0

]
+

[
−a1 0

−c1 0

]
=

[
0 0

0 0

]
.
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Jadi, untuk setiap A ∈M memiliki invers terhadap operasi penjumlahan + di
M .

(v) Akan ditunjukkan operasi penjumlahan + bersifat komutatif di M . Diberikan
sebarang A,B ∈M . Berlaku:

A+B =

[
a1 0

c1 0

]
+

[
a2 0

c2 0

]

=

[
a1 + a2 0

c1 + c2 0

]

=

[
a2 + a1 0

c2 + c1 0

]

=

[
a2 0

c2 0

]
+

[
a1 0

c1 0

]
= B + A.

Jadi, terbukti bahwa operasi penjumlahan + bersifat komutatif di M .

Berdasarkan (i) sampai (v) dapat disimpulkan bahwa ⟨M,+⟩ merupakan grup
komutatif.
Selanjutnya didefinisikan pemetaan

· :M ×M →M

·(A,B) 7→ A ·B, ∀ A,B ∈M.

(i) Diberikan sebarang A,B,C ∈M . Berlaku:

(A+B) · C =

([
a1 0

c1 0

]
+

[
a2 0

c2 0

])
·

[
a3 0

c3 0

]

=

([
a1 + a2 0

c1 + c2 0

])
+

[
a3 0

c3 0

]

=

[
(a1 + a2) · a3 0

(c1 + c2) · a3 0

]
.
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Di sisi lain,

A · C +B · C =

[
a1 0

c1 0

]
·

[
a3 0

c3 0

]
+

[
a2 0

c2 0

]
·

[
a3 0

c3 0

]

=

[
a1a3 0

c1a3 0

]
+

[
a2a3 0

c2a3 0

]

=

[
a1a3 + a2a3 0

c1a3 + c2a3 0

]

=

[
(a1 + a2) · a3 0

(c1 + c2) · a3 0

]
.

Terbukti (A+B) · C = A · C +B · C.

(ii) Diberikan sebarang A,B,C ∈M . Berlaku:

A · (B + C) =

[
a1 0

c1 0

]
·

([
a2 0

c2 0

]
+

[
a3 0

c3 0

])

=

[
a1 0

c1 0

]
·

([
a2 + a3 0

c2 + c3 0

])

=

[
a1 · (a2 + a3) 0

c1 · (a2 + a3) 0

]
.

Di sisi lain,

A ·B + A · C =

[
a1 0

c1 0

]
·

[
a2 0

c2 0

]
+

[
a1 0

c1 0

]
·

[
a3 0

c3 0

]

=

[
a1 · a2 0

c1 · a2 0

]
+

[
a1 · a3 0

c1 · a3 0

]

=

[
a1 · a2 + a1 · a3 0

c1 · a2 + c1 · a3 0

]
iiii

=

[
a1 · (a2 + a3) 0

c1 · (a2 + a3) 0

]
.

Terbukti A · (B + C) = A ·B + A · C.
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(iii) Diberikan sebarang A,B,C ∈M . Berlaku:

A · (B · C) =

[
a1 0

c1 0

]
·

([
a2 0

c2 0

]
·

[
a3 0

c3 0

])

=

[
a1 0

c1 0

]
·

[
a2 · a3 0

c2 · a3 0

]

=

[
a1 · a2 · a3 0

c1 · a2 · a3 0

]
.

Di sisi lain,

(A ·B) · C =

([
a1 0

c1 0

]
·

[
a2 0

c2 0

])
·

[
a3 0

c3 0

]

=

[
a1a2 0

c1a2 0

]
·

[
a3 0

c3 0

]

=

[
a1 · a2 · a3 0

c1 · a2 · a3 0

]
.

Terbukti A · (B · C) = (A ·B) · C.

(iv) Pilih

[
1 0

1 0

]
∈M dan A ∈M . Berlaku:

A ·

[
1 0

1 0

]
=

[
a1 0

c1 0

]
·

[
1 0

1 0

]
=

[
a1 0

c1 0

]
= A.

Terbukti A · 1R = A.

Oleh karena itu, terbukti bahwa M merupakan modul kanan atas M itu sendiri.

Setelah membahas modul kiri dan modul kanan atas ring, serta aksioma-aksioma
yang harus terpenuhi, berikut akan dijelaskan tentang homomorfisma modul.
Secara umum homomorfisma modul menggunakan konsep yang sama dengan
homomorfisma grup dan ring, namun pada modul ada pemetaan elemen ring yang
kalikan dengan elemen modul, yang membedakan homomorfisma modul dengan
homomorfisma grup dan ring yang sudah dijelaskan sebelumnya.
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Definisi 2.4.6 Diberikan M,N modul atas ring R. Pemetaan f : M → N disebut
homomorfisma modul atas ring R jika memenuhi:

(1) f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2), ∀m1,m2 ∈M,

(2) f(am) = af(m), ∀a ∈ R dan m ∈M,

(Adkins & Weintraub, 2012).

Jika M = N , maka pemetaan f disebut endomorfisma modul.

Berikut diberikan contoh homomorfisma modul yang sekaligus endomorfisma
modul.

Contoh 2.4.7 DiberikanR[x] modul atas ringR. Didefinisikan pemetaan ψ : R[x] →
R[x] dengan ψ(f(x)) = f ′(x).
Akan ditunjukkan ψ merupakan homomorfisma modul. Diberikan sebarang
f(x), g(x) ∈ R[x] dan r ∈ R. Berlaku:

1. ψ(f(x) + g(x)) = (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x) = ψ(f(x)) + ψ(g(x)),

2. ψ(r · f(x)) = (rf(x))′ = rf ′(x) = rψ(f(x)).

Jadi terbukti ψ merupakan homomorfisma modul. Selanjutnya, karena domain dan
kodomain ψ merupakan modul R[x] yang sama, terbukti bahwa ψ merupakan
endomorfisma modul.

Berikut akan dibahas mengenai annihilator.

Definisi 2.4.8 Diberikan modul M atas ring R dengan elemen satuan.

(i) r ∈ R disebut pengenol dari m ∈M jika rm = 0m.

(ii) r ∈ R disebut pengenol dari himpunan tak kosong X ⊆ M jika rx = 0m,
untuk setiap x ∈ X .

Selanjutnya, himpunan semua pengenol dari X ⊆M disebut annihilator dari X dan
dinotasikan dengan

AnnR{X} = {r ∈ R| rx = 0m, ∀x ∈ X}.
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Sedangkan himpunan semua pengenol dari m ∈M dinotasikan dengan

AnnR(m) = {r ∈ R| rm = 0m},

(Adkins & Weintraub, 2012).

Berikut diberikan contoh annihilator.

Contoh 2.4.9 Diberikan modul Z/8Z atas Z. Modul Z/8Z merupakan modul faktor
dari Z. Annihilator X = {2 + 8Z, 6 + 8Z} ⊆ Z/8Z adalah...

AnnZ(X) = {r ∈ Z| r(2 + 8Z) = 0 + 8Z dan r(6 + 8Z) = 0 + 8Z}
= {r ∈ Z| 2r + 8Z = 0 + 8Z dan 6r + 8Z = 0 + 8Z}
= {r ∈ Z| 2r ∈ 8Z dan 6r ∈ 8Z}
= {r ∈ Z| 2r = 8k dan 6r = 8l, untuk k, l ∈ Z}
= {r ∈ Z| r = 4k, k ∈ Z}
= 4Z.

Kemudian akan dijelaskan tentang direct sum.

Definisi 2.4.10 Misalkan R1, R2, ..., Rn adalah kumpulan ring dan R adalah hasil
kali kartesian pada himpunan Ri, dan didefinisikan operasi pada R ”secara
komponen”, yaitu:

(i) (r1, r2, ..., rn) + (s1, s2, ..., sn) = (r1 + s1, r2 + s2, ..., rn + sn).

(ii) −(r1, r2, ..., rn) = (−r1,−r2, ...,−rn).

(iii) (r1, r2, ..., rn)(s1, s2, ..., sn) = (r1s1, r2s2, ..., rnsn).

Dengan (0, 0, ..., 0) sebagai elemen nol atau identitas. R disebut jumlahan langsung
eksternal dari R1, Rn, ..., Rn dan dinotasikan sebagai:

n⊕
i=1

Ri = R1

⊕
R2

⊕
...
⊕

Rn,

(Side, 2021).
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2.5 Modul Polinomial M [x]

Modul polinomial adalah salah satu struktur aljabar yang terdiri dari semua
fungsi m(x), dengan m(x) disebut polinomial jika dapat dituliskan sebagai m(x) =

a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n, dengan n merupakan bilangan bulat positif dan
a0, a1, a2, ..., an merupakan koefisien fungsi m(x), yaitu elemen-elemen dari suatu
modul M , dan variabel x.

Berikut diberikan definisi modul polinomial.

Definisi 2.5.1 DiberikanM modul kanan atas ringR. DiberikanR[x] ring polinomial
dan didefinisikan

M [x] =

{
l∑

j=0

mjx
i | l ∈ Z+,mj ∈M

}
.

Kemudian untuk
∑k

i=0 rix
i ∈ R[x] dan

∑l
j=0mjx

j ∈ M [x] perkalian skalar
didefinisikan sebagai berikut:(

l∑
j=0

mjx
j

)(
k∑
i=0

rix
i

)
=

(
k+l∑
µ=0

cµx
µ

)
,

dengan cµ =
∑

i+j=µmjri. Dengan operasi ini, M [x] disebut modul polinomial atas
ring polinomial R[x] (Fitriani dkk., 2025).

Berikut diberikan contoh modul polinomial atas ring polinomial.

Contoh 2.5.2 Diberikan Z[x] ring polinomial dengan koefisien bilangan bulat.
Akan ditunjukkan Z[x] modul polinomial atas ring polinomial Z[x]. Pertama
akan ditunjukkan bahwa ⟨Z[x],+⟩ merupakan grup komutatif. Diberikan sebarang
f(x), g(x), h(x) ∈ Z[x], yaitu

f(x) = a0x
0 + a1x

1 + a2x
2 + · · · =

n∑
i=0

aix
i,

g(x) = b0x
0 + b1x

1 + b2x
2 + · · · =

n∑
j=0

bjx
j,

h(x) = c0x
0 + c1x

1 + c2x
2 + · · · =

n∑
k=0

akx
k.
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berdasarkan Contoh 2.4.2 terbukti bahwa ⟨Z[x],+⟩ merupakan grup komutatif.
Selanjutnya diberikan pemetaan

· : Z[x]× Z[x] → Z[x]

·(f(x), g(x)) 7→ f(x)g(x), ∀ f(x), g(x) ∈ Z[x],

yang memenuhi:

1. f(x) · (g(x) + h(x)) = f(x) · g(x) + f(x) · h(x),

2. (f(x) + g(x)) · h(x) = f(x) · h(x) + g(x) · h(x),

3. (f(x) · g(x)) · h(x) = f(x) · (g(x) · h(x)),

4. 1 · f(x) = f(x).

Terbukti bahwa Z[x] modul polinomial atas ring polinomial Z[x].

2.6 Derivasi

Derivasi merupakan generalisasi dari konsep turunan dalam kalkulus ke dalam
konteks aljabar abstrak. Dalam teori ring, derivasi adalah suatu pemetaan yang
menggambarkan perubahan elemen-elemen dalam ring, yang mengikuti sifat-sifat
tertentu seperti linearitas dan aturan Leibniz.

Berikut diberikan definisi derivasi.

Definisi 2.6.1 Diberikan ring R. Pemetaan d : R → R disebut derivasi jika
memenuhi sifat berikut:

(i) d(x+ y) = d(x) + d(y), untuk setiap x, y ∈ R;

(ii) d(xy) = d(x)y + xd(y), untuk setiap x, y ∈ R,

(Ali dkk., 2024).

Berikut diberikan contoh derivasi pada suatu ring.

Contoh 2.6.2 Diberikan ring M2(Z). Akan ditunjukkan fungsi d merupakan derivasi
dan didefinisikan sebagai:

d

[
a b

c d

]
=

[
0 −b
c 0

]
.
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Diberikan sebarang A =

[
a b

c d

]
, B =

[
e f

g h

]
∈M2(Z). Berlaku:

d(A+B) = d

([
a+ e b+ f

c+ g d+ h

])

=

[
0 −(b+ f)

c+ g 0

]

=

[
0 −b
c 0

]
+

[
0 −f
g 0

]
= d(A) + d(B).

Jadi, d(A+B) = d(A) + d(B), untuk setiap A,B ∈M2(Z).

d(AB) = d

([
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

])

=

[
0 −(af + bh)

ce+ dg 0

]
.

Di sisi lain,

d(A)B + Ad(B) =

[
0 −b
c 0

][
e f

g h

]
+

[
a b

c d

][
0 −f
g 0

]

=

[
−bg −bh
ce cf

]
+

[
bg −af
dg −cf

]

=

[
0 −(bh+ af)

ce+ dg 0

]

=

[
0 −(af + bh)

ce+ dg 0

]
.

Jadi, d(AB) = d(A)B + ad(B), untuk setiap A,B ∈M2(Z).
Dengan demikian, terbukti bahwa d derivasi di ring M2(Z).
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2.7 Derivasi-(α, β)

Derivasi-(α, β) adalah konsep dalam aljabar abstrak yang memperluas ide derivasi
biasa dengan menerapkan aturan endomorfisma.

Berikut diberikan definisi dari derivasi-(α, β).

Definisi 2.7.1 Diberikan ring R. Didefinisikan suatu pemetaan d : R → R dan dua
endomorfisma (α, β) : R → R, disebut derivasi-(α, β) jika memenuhi:

d(xy) = d(x)α(y) + β(x)d(y),

untuk setiap x, y ∈ R (Ali dkk., 2024).

Berikut diberikan contoh derivasi-(α, β).

Contoh 2.7.2 Diberikan ring R =

{[
a b

0 0

]
| a, b ∈ Z

}
. Didefinisikan suatu

pemetaan d

([
a b

0 0

])
=

[
0 −a
0 0

]
dan dua endomorfisma α

([
a b

0 0

])
=[

0 −a
0 0

]
, β

([
a b

0 0

])
=

[
a 0

0 0

]
. Diberikan sebarang A =

[
a1 b1

0 0

]
, B =[

a2 b2

0 0

]
dengan a1, a2, b1, b2 ∈ Z.

Akan ditunjukkan d merupakan derivasi-(α, β).

Selanjutnya akan ditunjukkan : d(AB) = d(A)α(B) + β(A)d(B)

d(AB) = d

([
a1 b1

0 0

]
·

[
a2 b2

0 0

])

= d

([
a1a2 a1b2

0 0

])

=

[
0 −a1a2
0 0

]
.
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Di sisi lain,

d(A)α(B) + β(A)d(B) = d

([
a1 b1

0 0

])
α

([
a2 b2

0 0

])

+ β

([
a1 b1

0 0

])
d

([
a2 b2

0 0

])

=

[
0 −a
0 0

][
0 −a2
0 0

]
+

[
a1 0

0 0

][
0 −a2
0 0

]

=

[
0 0

0 0

]
+

[
0 −a1a2
0 0

]

=

[
0 −a1a2
0 0

]
.

Karena d(AB) = d(A)α(B) + β(A)d(B), maka d merupakan derivasi-(α, β).

Berikut diberikan contoh lain dari derivasi-(α, β).

Contoh 2.7.3 Diberikan ring Z× Z. Didefinisikan suatu pemetaan d(x, y) = (0, x)

dan dua endomorfisma α(x, y) = (x, 0), β(x, y) = (y, x). Akan ditunjukkan d

merupakan derivasi-(α, β) dengan (x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2, y1y2).
Selanjutnya akan ditunjukkan,

d((x1, y1)(x2, y2)) = d(x1, y1)α(x2, y2) + β(x1, y1)d(x2, y2)

d((x1, y1)(x2, y2)) = d(x1x2, y1y2)

= (0, x1x2).

Di sisi lain,

d(x1, y1)α(x2, y2) + β(x1, y1)d(x2, y2) = (0, x1)(x2, 0) + (y1, x1)(0, x2)

= (0, 0) + (0, x1x2)

= (0, x1x2).

Karena d((x1, y1)(x2, y2)) = d(x1, y1)α(x2, y2) + β(x1, y1)d(x2, y2), maka d

merupakan derivasi-(α, β).
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2.8 Derivasi pada Modul M atas Ring R

Derivasi pada modul merupakan perluasan dari konsep derivasi pada ring. Secara
umum, derivasi pada modul M atas ring R bertujuan untuk mempelajari bagaimana
operator diferensial dapat diterapkan pada struktur modul yang memiliki aksi skalar
dari ring. Meskipun pembahasan formal mengenai derivasi pada modul masih
terbatas, beberapa penelitian sebelumnya telah mengembangkan konsep ini, salah
satunya yaitu derivasi-f pada modul polinomial yang mengkaji bagaimana sifat-sifat
derivasi dapat berinteraksi dengan struktur modul.

Berikut diberikan definisi derivasi-f .

Definisi 2.8.1 Diberikan modul kanan M,N atas ring R.

(i) Pemetaan aditif δ : R → R disebut derivasi pada jika memenuhi δ(ab) =

δ(a)b+ aδ(b) untuk setiap a, b ∈ R.

(ii) Jika δ derivasi pada R dan f : M → N pemetaan yang linear terhadap aksi
skalar dari ring R, maka pemetaan linear d :M → N disebut derivasi-f jika
memenuhi d(xa) = d(x)a+ f(x)δ(a) untuk setiap x ∈M dan a ∈ R.

(Fitriani dkk., 2025).

Berikut diberikan contoh derivasi-f .

Contoh 2.8.2 Diberikan Z modul atas Z. Diberikan δ derivasi pada ring dengan
pemetaan δ : Z → Z dan δ(r) = 0 untuk setiap r ∈ Z. Didefinisikan suatu pemetaan
d : Z → Z dengan d(m) = m untuk setiap m ∈ Z. Serta endomorfisma f : Z → Z
dengan f(m) = 2m untuk setiap m ∈ Z.

Akan ditunjukkan d merupakan derivasi-f . Diberikan sebarang m, r ∈ Z.

Selanjutnya akan ditunjukkan: d(mr) = d(m)r + f(m)δ(r). Berlaku:

d(mr) = mr.

Di sisi lain,

d(m)r + f(m)δ(r) = (m)r + (2m)(0)

= mr.

Karena d(mr) = d(m)r + f(m)δ(r), maka d merupakan derivasi-f .



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamat di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,
Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan penulis adalah studi literatur, yang diperoleh dari
mengumpulkan dan mengolah bahan penelitian berdasarkan referensi terkait seperti
jurnal, buku, dan artikel yang berkaitan dengan penelitian ini serta mengkaji definisi
dan teorema yang berhubungan dengan permasalahan penelitian ini. Secara umum
langkah-langkah penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Mempelajari materi terkait derivasi pada modul polinomial M [x] atas ring
polinomial R[x].

2. Mengkonstruksi derivasi-(α, β) pada modul polinomial M [x] atas ring
polinomial R[x].

3. Menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) pada modul polinomial M [x] atas ring
polinomial R[x].

4. Memberikan contoh ilustrasi dari sifat-sifat derivasi-(α, β) pada modul
polinomial M [x] atas ring polinomial R[x].
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Adapun langkah-langkah yang dilakukan di dalam penelitian ini dapat dilihat pada
Gambar 3.1.

Mengkaji teori aljabar abstrak yaitu grup (Fitriani & Faisol, 2022),
ring, dan ideal (Wahyuni dkk., 2021), modul (Andari, 2015), derivasi

dan derivasi-(α, β) pada ring (Ali dkk., 2024), serta derivasi pada
modul polinomial M [x] atas ring polinomial R[x] Fitriani dkk. (2025).

Tahap 1 Mengkonstruksi derivasi-(α, β) pada
modul polinomial M [x] atas ring polinomial R[x].

Tahap 2 Mengkonstruksi contoh-contoh derivasi-(α, β) pada
pada modul polinomial M [x] atas ring polinomial R[x].

Tahap 3 Menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) pada
modul polinomial M [x] atas ring polinomial R[x].

Gambar 3.1 Langkah-langkah Penelitian



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Dari pembahasan yang telah diperoleh, dapat disimpulkan bahwa untuk setiap
derivasi-(α, β) pada modul M atas ring R dengan α endomorfisma di R dan β

endomorfisma di M , terdapat derivasi-(α̂, β̂) pada modul polinomial M [x] atas ring
polinomial R[x] dengan α̂ endomorfisma di R[x] dan β̂ endomorfisma di M [x].
Dari penelitian ini juga dapat ditunjukkan bahwa derivasi merupakan kasus khusus
dari derivasi-(α, β) dengan α dan β pemetaan identitas.

Penelitian ini juga mengkaji sifat-sifat derivasi-(α, β) pada modul atas ring,
khususnya berkaitan dengan operasi aljabar seperti, kombinasi linier, penjumlahan,
dan penjumlahan langsung (direct sum). Kombinasi linier dan penjumlahan
menunjukkan bahwa jika d1 dan d2 merupakan derivasi-(α, β) pada modul atas
ring yang sama, maka kombinasi linier dan penjumlahan dari keduanya juga tetap
merupakan derivasi-(α, β). Hal serupa yang terjadi pada operasi penjumlahan
langsung, dimana untuk setiap komponen yang dipetakan secara komponen-wise
melalui direct sum merupakan derivasi-(α, β) pada modul atas ring. Dari penelitian
ini dapat disimpulkan bahwa derivasi-(α, β) tetap mempertahankan struktur aljabar
seperti pada kombinasi linier, penjumlahan, dan penjumlahan langsung (direct sum).

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian ini, belum dilakukan pengkajian sifat komposisi pada
derivasi-(α, β) pada modul atas ring. Oleh karena itu, disarankan untuk mengkaji
sifat komposisi dan sifat-sifat aljabar yang lain sehingga tetap memenuhi syarat
sebagai derivasi-(α, β).
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