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ABSTRACT

HOMODERIVATION ON SEMIGROUP RINGS
By

Thomas Juliansyah

Given a ring R . An additive mapping 0 : R — R is called a homoderivation
if 0 satisfies d(ab) = d(a)b + ad(b) + d(a)o(b), for every a,b € R. In this
study, homoderivations on R are applied to the semigroup ring R|[S] to investigate
their properties. This research begins by constructing homoderivations on the
semigroup ring R[S], investigating the connection between homoderivations on
R and homoderivations on R[S], and is followed by an investigate of their
specific properties within the algebraic structure. Additionally, illustrative examples
are presented to support the theories and theorems obtained. The concept of
homoderivations expands our understanding of algebraic structures through its
application to semigroup rings.

Keywords: semigroup rings, derivation, homoderivation.



ABSTRAK

HOMODERIVASI PADA RING SEMIGRUP

Oleh

Thomas Juliansyah

Diberikan ring R. Suatu pemetaan aditif 6 : R — R disebut homoderivasi jika 0
memenuhi 6 (ab) = d(a)b+ad(b)+d(a)d(b), untuk setiap a, b € R. Dalam penelitian
ini, homoderivasi pada R diterapkan pada ring semigrup R[S]| untuk menyelidiki
sifat-sifatnya. Penelitian ini dimulai dengan mengkonstruksi homoderivasi pada ring
semigrup R[S], menyelidiki kaitan antara homoderivasi pada R dan homoderivasi
pada R[S] serta diikuti dengan menyelidiki sifat-sifat khususnya dalam struktur
aljabar. Selain itu, diberikan contoh ilustrasi untuk mendukung teori dan teorema
yang diperoleh. Konsep homoderivasi memperluas pemahaman tentang struktur
aljabar melalui penerapannya pada ring semigrup.

Kata-kata kunci: ring semigrup, derivasi, homoderivasi
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep derivasi dalam kalkulus memiliki peranan penting dalam perkembangan
matematika sampai di era modern saat ini. Konsep derivasi dalam kalkulus pertama
kali diperkenalkan pada abad ke-17 oleh Isaac Newton yang mempelajari tentang
gerak dan perubahan yang disebut sebagai fluxion dan menulis tentang turunan
sebagai kecepatan perubahan. Sementara Gottfried Wilhelm Leibniz memunculkan
notasi g—g sebagai notasi turunan atau diferensial yang sering digunakan sampai
saat ini. Lalu pada abad ke 18-19 Leonhard Euler dan Joseph-Louis Lagrange
memperluas aplikasi turunan pada mekanika dan analisis, tidak hanya itu
Augustin-Louis Cauchy memperkenalkan definisi limit sebagai turunan kemudian
dikembangkan oleh Karl Weierstrass sebagai penyempurnaan definisi limit yang
ketat yang mengubah cara pandang dari metode intuitif menjadi ilmu yang tepat,
ketat dan logis.

Selanjutnya pada abad ke-20 konsep derivasi diperluas dalam berbagai arah, salah
satunya pada aljabar abstrak khususnya pada struktur aljabar yang didalamnya
terdapat ring. Ring adalah suatu himpunan yang dilengkapi dengan operasi
penjumlahan dan operasi perkalian. Dalam struktur aljabar, derivasi didefinisikan
sebagai suatu pemetaan yang berlaku pada elemen-elemen dari ring dengan aturan
yang mirip dengan aturan turunan dalam kalkulus. Sejalan dari itu, Jacobson (1956)
menyatakan bahwa derivasi pada ring IR adalah suatu fungsi d : R — R yang
memenuhi dua sifat utama yaitu aturan linearitas dan aturan leibniz. Lebih lanjut
Felzenszwalb dan Lanski (1983) menyatakan bahwa d adalah derivasi dari ring R
jika bersifat aditif dan memenuhi aturan Leibniz.

Berbagai penelitian yang mengkaji konsep derivasi pada ring diantaranya Jensen
(1995) yang membahas tentang derivasi nilpoten dalam sebuah ring prima
tanpa batasan karakteristik dan menggeneralisasikan secara umum, Chung dan

Kobayashi (1985) membahas sifat-sifat khusus dari derivasi nil dan bagaimana



pengaruhnya terhadap struktur ideal dalam ring prima, Chuang dan Lee (2005)
menganalisis secara terperinci tentang derivasi nilpoten dari ring-ring semiprima dan
hasilnya dapat digeneralisisasi. Ernanto (2018]) mengkaji sifat-sifat ring faktor yang
dilengkapi dengan derivasi, Ashraf dkk.(2006) mengeksplolasi derivasi pada ring
dan aplikasinya, Kaygorodov dan Popov (2014) membahas tentang aljabar alternatif
yang mengizinkan derivasi dengan nilai yang invertible dan derivasi yang invertible.
Selain itu, Filippis (2021)) menjelaskan struktur dari ring prima R dengan derivasi
g yang memenuhi identitas aljabar tertentu, Fitriani dkk. (2023)) yang membahas
derivasi- f pada modul polinomial dan mengaplikasikannnya pada ring semigrup.
Selanjutnya, penelitian yang terbaru oleh Ali dkk.(2024) yang memberikan tinjauan
yang komprehensif tentang berbagai jenis derivasi dalam ring.

Selanjutnya, berikut adalah penelitian yang mengkaji jenis derivasi pada suatu
ring. Sayin dan Kuzucuoglu (2019) membahas derivasi Jordan dari subring khusus
ring matriks, Leerawat dan Khun-in (2021) mengkaji karakterisasi trace dari
simetris Bi-derivations pada ring, Kayiz dan Ozbal (2016) memperkenalkan konsep
Bi-derivasi simetris dua arah dari sebuah aljabar-B dan menyelidiki sifat-sifatnya,
Kuzucuoglu (2011) membahas tentang derivasi Jordan pada ring matriks segitiga,
Ghosseiri (2007)) yang membahas derivasi Jordan dari beberapa kelas ring matriks,
Asahraf dkk. (2010) mengkaji tentang ideal Lie dan derivasi Jordan umum (6, ¢)
dalam ring, Hvala (2007) yang mendefinisikan dan membuktikan derivasi Lie pada
ring prima, Bergen dan Grzeszczuk (2012|) menyelidiki kapan akar nol dan akar
prima dari suatu aljabar tetap stabil terhadap derivasi Skew, Melaibari dkk. (2016])
membahas mengenai homoderivasi pada ring dan hasil-hasil yang berkaitan dengan
komutativitas ring dengan kondisi tertentu, Engin dan Aydin (2023) membahas
homoderivasi pada ring prima. Lebih lanjut, penelitian yang terbaru Waluyo dkk.

(2025) (o, 7)- derivasi pada ring grup dan menelusuri sifat-sifatnya.

Salah satu jenis derivasi yang akan menjadi fokus dalam penelitian ini adalah
homoderivasi. Pada tahun 2000, El Sofy memberikan konsep menarik mengenai
penggabungan konsep homomorfisma dan derivasi yang diberi nama homoderivasi.
Pada pemetaan homoderivasi, aturan Leibniz dikombinasikan dengan sifat perkalian
pada homomorfisma pada ring didefinisikan sebagai h(ab) = h(a)b + ah(b) +
h(a)h(b) untuk setiap a,b € R (Ali dkk., |2024). Dalam konteks ring salah
satu contoh ring yang sudah terkenal adalah ring polinomial R[X] (Hungerford,
1980). Selanjutnya, Gilmer (1984) memperluas ring polinomial R[X] dengan
menggeneralisasi semigrup N U {0} menjadi sebarang ring semigrup S. Ring ini

selanjutnya disebut ring semigrup dan dinotasikan sebagai R[S].



Penelitian ini mengkaji homoderivasi pada ring semigrup R[S] sebagai upaya
untuk memperluas konsep homoderivasi yang telah dikenal pada ring R. Kajian
ini menarik karena menggabungkan dua bentuk generalisasi dalam teori aljabar,
yaitu generalisasi derivasi melalui homoderivasi dan perluasan struktur ring melalui
semigrup. Penelitian ini bertujuan untuk menyelidiki hubungan antara homoderivasi
pada R dan R[S], serta memahami bagaimana sifat-sifat homoderivasi pada R
dapat diperluas ke dalam ring semigrup R|[S]. Hasil penelitian diharapkan dapat
memperkaya teori ring dalam konteks generalisasi derivasi dan memberikan landasan
bagi penerapan struktur aljabar non-komutatif pada bidang lain seperti teori kode,

kriptografi, dan sistem dinamik berbasis aljabar.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. mengkonstruksi homoderivasi pada ring semigrup R[S];
2. menyelidiki kaitan homoderivasi pada ring R dan ring semigrup R[S].,

3. menyelidiki sifat-sifat homoderivasi pada ring semigrup R|[S].

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. mengembangkan dan memperdalam pengetahuan ilmu matematika khususnya

mengenai homoderivasi pada ring semigrup;
2. mengembangkan sifat-sifat homoderivasi pada ring semigrup;

3. menjadi referensi bagi penelitian lanjutan di bidang teori modul dan ring pada

aljabar yang melibatkan homoderivasi.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Grup dan Semigrup

Sebelum membahas definisi grup, terlebih dahulu akan diperkenalkan konsep operasi

biner sebagai komponen utama dalam pembentukan struktur grup.

Definisi 2.1.1 Suatu operasi biner * yang didefinisikan pada himpunan S adalah
fungsi dari S x S ke S. Untuk setiap (j,1) € S x S, *(j,1) di S dinotasikan dengan
7 * [ (Fitriani dan Faisol, 2022).
Dengan kata lain, operasi * pada himpunan S dikatakan operasi biner jika untuk
setiap j,[ € S berlaku j %[ € S.

Berikut ini akan diberikan contoh operasi biner pada suatu himpunan.

Contoh 2.1.2 Diberikan himpunan bilangan real R dan operasi + adalah operasi
biner pada R dapat dinyatakan sebagai suatu fungsi dari R x R — R yaitu untuk
setiap (a,b) € R x R maka a+ b € R. Hal ini karena penjumlahan dari dua bilangan
real menghasilkan bilangan real pula. Dengan kata lain, operasi + adalah operasi
biner pada R.

Selanjutnya diberikan definisi dan contoh semigrup sebagai berikut.

Definisi 2.1.3 Diberikan himpunan bilangan tak kosong S dan operasi biner

*x:9x 85 =8

yang memasangkan setiap elemen (x,y) € S x S dengan tepat satu kawan *(x, y) €
S. Pasangan S dan * dinotasikan dengan (S, *) disebut grupoid. Jika relasi biner
* bersifat asosiatif, yaitu *(x, *(y, z)) = *(x(z,y), z) untuk sebarang z,y,z € S
maka grupoid (S, *) disebut semigrup (Surodjo dan Susanti, 2023).



Contoh 2.1.4 Diberikan himpunan bilangan bulat Z yang didefinisikan sebagai
operasi biner p-q = p+ ¢ — pq. Akan ditunjukkan bahwa (Z, -) merupakan semigrup.

1. Diberikan sebarang p,q € Zmakap-q=p+q—pq € Z.

ii. Diberikan sebarang p, ¢, r € Z. Berlaku:

(p-q)-r=@+q—pqg)-r
=(p+q—pg)+r—(p+q—pgr
=p+q—pg+r—(pr—+qr—pqr)
=p+q—pg+r—pr—qr+pgr
=p+4+q+1r—p9—pr —qr+ pqr.

Di sisi lain,

p-(g-r)=p-(g+r—qr)
=p+(g+r—qr)—plg+r—qr)
=p+q+r—qr—(pg+pr—pqr)
=p+q+r—qr—pg—pr+pgr
=p+4+q+1r—pq—pr—qr -+ pqr.

Oleh karena sifat asosiatif terpenuhi yaitu (p-q) -7 =p- (¢-r) untuk setiap p, ¢, € Z

maka (Z, -) merupakan semigrup.

Setelah memahami definisi dan contoh semigrup. Berikut ini dijelaskan definisi
grup.

Definisi 2.1.5 Sistem matematika (G, *) adalah grup jika memenuhi

aksioma-aksioma berikut.

i. Operasi biner * bersifat assosiatif yaitu (7 % s) x ¢ = r % (s * t) untuk setiap
r,s,t €.

ii. Terdapat unsur identitas e € G untuk operasi biner * sehingga untuk setiap

reGberlakuexr =r*xe=r.

iii. Untuk semua r € G terdapat elemen invers dari r di (G, dinotasikan dengan

r~lsehinggar lxr=rxr"l=e

(Fitrian1 dan Faisol, 2022).



Untuk memahami Definisi [2.1.5]berikut merupakan contoh dari suatu grup.

Contoh 2.1.6 Diberikan suatu himpunan bilangan bulat Z dengan operasi biner
rAs =1+ s— 1 untuk setiap r, s € Z. Akan ditunjukkan bahwa (Z, /\) merupakan

grup.
1. Untuk setiap 7, s,t € Z, berlaku:

rA(sAt) = rAsAt
=rA(s+t—1)
—r+(s+t—1)—1
=(r+s—1)+t—1
=(rAs)+t—1
= (rAs)At.
Karena rA(sAt) = (rAs)At, operasi A\ pada 7Z bersifat asosiatif.

ii. Terdapat e = 1 € Z sehingga untuk setiap r € Z berlaku:
rde=r+e—1=r+1-1=r
dan
eAr=e+r—1=1+r—1=r.
Jadi (Z, A) memiliki identitas yaitu 1.
iii. Diberikan r € Z. Terdapat r—! = 2 — r € Z sehingga berlaku:

rANr Tt =47t -1
=r+2-r)—1
=1

= €.



dan

riAr=rt4r—1
=2-r)+r—1
=1

= €.

Karena aksioma-aksioma grup terpenuhi maka terbukti (Z, /A) merupakan grup.

Selanjutnya, diberikan definisi grup komutatif.

Definisi 2.1.7 Grup G dikatakan grup komutatif jika operasi biner * pada suatu grup
GG memenuhi hukum komutatif yaitu = * y = y * x, untuk setiap x,y € G
(Noor, [2017).

Untuk memahami Definisi berikut ini diberikan contoh grup komutatif.

Contoh 2.1.8 Berdasarkan Contoh akan ditunjukkan bahwa (Z, /) merupakan
grup komutatif.
Diberikan sebarang =,y € Z

tAy=z+y—1
=y+z-—1
=yAux.

Jadi zAy = yAux untuk setiap x,y € 7Z. Karena operasi /A memenuhi hukum
komutatif, (Z, A) merupakan grup komutatif.

Homomorfisma merupakan pemetaan antara dua struktur aljabar yang
mempertahankan operasi yang didefinisikan pada struktur tersebut. Berikut

ini diberikan definisi dan contoh homomorfisma.

Definisi 2.1.9 Diberikan grup G dan G’. Pemetaan ¢ : G — G’ dinamakan
homomorfisma jika ¢(vw) = ¢(v)¢(w), untuk setiap v, w € G (Fitriani dan Faisol,
2022).



Contoh 2.1.10 Diberikan grup F' yang terdiri dari semua fungsi kontinu dengan
domain [0, 1] terhadap operasi penjumlahan fungsi dan R adalah grup dari semua
bilangan real terhadap operasi penjumlahan bilangan. Didefinisikan ¢ : F© — R

dengan

untuk setiap » € F. Akan ditunjukkan bahwa o merupakan homomorfisma grup
dari /' ke R.
Diberikan sebarang h,[ € F' berlaku:

dh+0_[xh+0@)
:AM@+MWx

:A%@M+AWMM
=o(h)+o(l).

Karena o(h + 1) = o(h) + o(l), untuk setiap h,l € F sehingga o merupakan

homomorfisma grup.

Selanjutnya diberikan sifat-sfat homomorfisma grup.

Teorema 2.1.11 Diberikan grup GG, G’ dan homomorfisma grup ¢ : G — G’.

i. Jika e € G adalah elemen identitas, maka berlaku ¢(e) adalah elemen identitas
di G’ sehingga ¢(e) = €.

ii. Jikau € G, maka ¢(u~') = (¢p(u))™?
(Fitrian1 dan Faisol, 2022)).

Bukti:

i. Karena ¢ : G — G’ adalah homomorfisma grup, maka berlaku:

¢(u) = d(ue) = d(u)g(e).



1l

1.

2.

3.

Dengan mengoperasikan kedua ruas dengan ¢(u) ! dari kiri diperoleh

(6(u) " $(u) = (¢(u) " d(w)(e)
20
ole).

/

(&
/

e

Jadi, ¢(e) adalah elemen identitas ¢’ di G'.

Perhatikan bahwa

Hasil ini menunjukkan bahwa invers dari ¢(u) adalah (¢(u))~!. Secara singkat

Su") = (o(u))~".

2.2 Ring

Pada subbab ini dibahas tentang konsep struktur aljabar dengan dua operasi biner

yang disebut ring, berikut diberikan definisi dan contohnya.

Definisi 2.2.1 Diberikan 2 adalah himpunan tak kosong dengan operasi biner +
(penjumlahan) dan - (perkalian). Himpunan R disebut ring jika terhadap kedua
operasi tersebut memenuhi sifat-sifat berikut:

(R, +) adalah grup komutatif;

Operasi - pada R memenubhi asosiatif yaitu:
(k-l)-m=k-(l-m)

untuk setiap k,[,m € R;
Operasi penjumlahan dan perkalian pada R memenuhi sifat-sifat berikut:

a. Distributif kiri, yaitu:
E-(l+m)=(k-1)+ (k-m),

untuk setiap k,l,m € R;
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b. Distributif kanan, yaitu:
(k1) -m=(k-m)+ (I -m),
untuk setiap k, 1, m € R. (Wahyuni dkk., 2021

Untuk memahami Definisi [2.2. 1| berikut ini diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.2 Misalkan 7'(R, R) adalah himpunan semua fungsi dari R ke R. Pada
himpunan ini didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian. Untuk setiap v, w €
T(R,R) dan r € R didefinisikan:

(v 4+ w)(r) =v(r) + w(r)

dan
(v-w)(r) =v(r) w(r).

Akan ditunjukkan bahwa (T'(R,R), +,-) merupakan ring. Untuk menunjukkan
bahwa 7'(R, R) merupakan ring, maka 7'(R, R) harus memenuhi aksioma-aksioma
ring.

1 Akan ditunjukkan (T(R,R), +) grup komutatif.

a. Diberikan sebarang v, w € T'(R,R) dengan r € R maka

(v 4+ w)(r) = v(r) + w(r).

Karena v(r)+w(r) € R maka T'(R, R) bersifat tertutup terhadap operasi

penjumlahan.

b. Diberikan sebarang v, w,t € T(R,R) dengan r € R. Berlaku:

Jadi, operasi penjumlahan pada 7'(R, R) bersifat asosiatif.
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c. Diberikan sebarang v, w,t € T(R,R) dan r € R. Berlaku:

Jadi, operasi penjumlahan pada 7'(R, R) bersifat komutatif.

d. Diberikan r € R didefinisikan fungsi 0(r) = Og. Jelas 0 merupakan
fungsi dari R ke R yang berati 0 € R ke R karena operasi penjumlahan
bersifat komutatif maka v + 0 = 0 4 v untuk sebarang v € T'(R, R).
Selanjutnya untuk setiap r € R, berlaku:

(v+0)(r) =v(r) +0(r)

Jadi, terdapat 0 € T'(R,R) sehingga v + 0 = 0 + v = v untuk setiap
veTR,R).

e. Untuk setiap » € R dan v € T(R,R) didefinisikan fungsi (—v)(r)
—u(r). Karena —v merupakan fungsi dari R ke R maka —v € T'(R, R

~—

+

Karena operasi penjumlahan bersifat komutatif maka v+ (—v) = (—v

v. Selanjutnya untuk setiap » € R maka:

(v 4 (=))(r) = v(r) + (=v)(r)

Jadi untuk setiap v € T'(R, R) terdapat fungsi —v € T'(R,R) sehingga
v+ (—v) = (—v) +v=0.

Oleh karena (a) sampai dengan (e) terpenuhi maka (T'(R,R), +, x) grup
komutatif.
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2. Akan ditunjukkan operasi - di T'(R, R) bersifat asosiatif.
Diberikan sebarang v, w,t € T'(R,R) dan r € R. Berlaku:

karena (v.w).t = v.(w.t) jadi operasi - di (R, R) bersifat asosiatif.

3. Akan ditunjukkan operasi penjumlahan dan perkalian di 7'(R, R) bersifat
distributif kiri dan distributif kanan.

a. Diberikan sebarang v, w,t € T(R,R). Berlaku:

(v.(w+1))(r)

v(r)(w+1)(r)
v(r)-fw(r) +1(r)]

v(r)aw(r) +v(r).t(r)
= (v.w)(r) + (v.1)(r)
((v.w) + (v.w))(r).

Karena v.(w + t) = (v.w) + (v.t) untuk setiap v, w,t € T'(R,R) jadi
operasi penjumlahan dan perkalian di 7'(R, R) bersifat distributif kiri.

b. Diberikan sebarang v, w,t € T(R, R). Berlaku:

(v +w).0))(r) = (v +w)(r).(t)(r)
t

Karena (v + w).t = (v.w) + (w.t) untuk setiap v, w,t € T(R,R) jadi
operasi penjumlahan dan perkalian di 7'(R, R) bersifat distributif kanan.

Berdasarkan 1-3 terbukti (T'(R, R), +, -) merupakan ring.
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2.3 Homomorfisma Ring

Homomorfisma ring merupakan suatu pemetaan dari suatu ring R, ke R, yang
bersifat mengawetkan kedua operasi biner yaitu operasi (+, -) dari ring tersebut.

Berikut ini disajikan definisi dan contoh homomorfisma ring.
Definisi 2.3.1 Diberikan suatu ring ( Ry, +1, -1) dan (Ry, +2, o) serta suatu pemetaan
w : Ry — Ry. Pemetaan w disebut homomorfisma ring jika

w(r +1y) = w(@) +2w(y) danw(z 1 y) = w(@) -2 W(y)

untuk setiap x,y € Ry (Wahyuni dkk., [2021).

Ada beberapa jenis homomorfisma terkait dengan sifat pemetaannya. Suatu

homomorfisma w dari ring 1?2, ke ring R, disebut:

1) monomorfisma jika w merupakan pemetaan injektif;
1) epimorfisma jika w merupakan pemetaan surjektif; dan

ii1) isomorfisma jika w merupakan pemetaan bijektif.

Berikut akan diberikan contoh homomorfisma ring dan memenuhi sifat-sifat

homomorfisma ring.

t
Contoh 2.3.2 Diberikan R = Tt | ,t € R 3. Himpunan R merupakan ring
r

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks dan pemetaan ¢ dari ring C ke
ring R. Didefinisikan:

o(r+ti) = [T t],

—t r

untuk setiap r + t2 € C. Akan ditunjukkan pemetaan ¢ merupakan homomorfisma

ring dan apakah ¢ merupakan isomorfisma ring atau bukan.

Akan ditunjukkan pemetaan ¢ merupakan homomorfisma ring.
Diberikan sebarang x = r + t2,y = p + ¢qi € C dengan r, ¢, p, ¢ € R maka

iLoo(x+y) =o((r+ti)+ (p+ qi))
= o(r+p+ (t+q)i)
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ii. p(z.y) =((r+ti)(p + qi))
= o(rp + rqi + pti + tqi*)
= @(rp — tq + (rq + pt)i)

rp — tq rq + pt
|—(rq+pt) rp—tq

[ r ot P q
—t r{|—q p
= p(2)e(y)-
Berdasarkan (i) dan (i1) maka ¢ merupakan homomorfisma ring.

Selanjutnya akan diselidiki apakah ¢ merupakan isomorfisma ring atau bukan.

1. Akan diselidiki apakah ¢ merupakan pemetaan injektif.
Diberikan sebarang + = r + ti,y = p + q¢ € C dengan r,t,p,q € R
sedemikian sehingga ¢(r + ti) = o(p + q1)
T t] _|p q
—t r| —q pl|
Karena ¢(z) = ¢(y) berakibat = p dan ¢t = ¢ maka ¢ bersifat injektif.

ii. Akan diselidiki apakah ¢ merupakan pemetaan surjektif.
Diberikan sebarang A = s € R yang berarti , s € R. Misalkan
-5 T
z = r + si maka jelas z € C. Perhatikan bahwa ¢(z) = ¢(r + si) = A. Oleh

karena itu, ¢ bersifat surjektif.

ii1. Akan diselidiki apakah ¢ merupakan pemetaan bijektif.
Kerena ¢ merupakan homomorfisma ring yang bersifat injektif dan surjektif
maka ¢ merupakan homomorfisma ring yang bersifat bijektif atau dengan kata

lain ¢ isomorfisma.
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2.4 Pemetaan Ortogonal

Dalam kajian struktur aljabar, khususnya pada teori ring dan pemetaan aditif,
sering digunakan asumsi tambahan untuk mengatur bagaimana suatu pemetaan
berinteraksi dengan operasi perkalian. Salah satu konsep yang digunakan adalah
pemetaan ortogonal, yaitu pemetaan yang memiliki sifat bahwa hasil kali dari citra
elemen-elemen tertentu bernilai nol.

Diberikan ring R. Dua pemetaan aditif f, f, : R — R disebut pemetaan ortogonal
(orthogonal maps) apabila untuk setiap =,y € R memenuhi:

fi(@) faly) + fo(x) f1(y) =0

(Bresar, |2004). Untuk memperjelas konsep pemetaan ortogonal, berikut diberikan
contohnya.

0
Contoh 2.4.1 Diberikan ring 7" = { [ 73] | m,neR } Didefinisikan pemetaan
n

aditif fy, fo : T'— T dengan:

()bl
(o)=L

0 ma

ny

dan

0 ma

danY = € T berlaku :

0 0
0 0|

Untuk setiap X = [

ny

H(X) L)+ LX) AY) =

Diperoleh f; dan f; pemetaan ortogonal.

2.5 Ring Polinomial

Pada struktur aljabar, polinomial digeneralisasikan menjadi ring polinomial. Berikut

ini disajikan definisi dan contoh dari ring polinomal.



16

Definisi 2.5.1 Diberikan ring R. Himpunan R[z| dinotasikan sebagai himpunan
semua barisan tak hingga (7o, 71,79, ...) denganr; € R,i =0, 1,2, ..., dan terdapat
bilangan bulat non negatif n sehingga untuk setiap £ > n, r;, = 0. Elemen-elemen
dari R[z| disebut polinomial atas R. Selanjutnya, didefinisikan operasi penjumlahan
dan perkalian pada R|x] sebagai berikut:

Untuk setiap (rq, 71,72, ...), (to, t1, t2, ...) € R[x].

i. Penjumlahan
(7”0,7"1,7’2, ) + (to,tl,tg, ) = (7“0 + to,?”l + t1,7’2 + tg, )

ii. Perkalian

(7"077“1,7”27 ) . (t[),thtg, ) = (U,O,UhUQ, )
k
dengan uy = > rity_;dank =0,1,2, ...
=0

Dapat disimpulkan bahwa (R[x],+,:) merupakan ring dengan elemen netral
terhadap operasi + adalah (0, 0, ...) dan invers terhadap + dari (rg, 71, 72, ...) adalah
(—ro, =71, —T2,...). Ring R[z] disebut ring polinomial (Wahyuni dkk., 2021).

Selanjutnya, jika didefinisikan notasi yang lebih ringkas dan lebih dikenal sebagai
berikut:

(r,0,0,0...) dinotasikan r = 7 X°

(0,7,0,0, ...) dinotasikan rX = r X!
(0,0,7,0,...) dinotastikan rX?

Berdasarkan definisi operasi penjumlahan suku banyak, untuk sebarang suku banyak
(70,71, ., T, 0,0, ...) € R[z] dapat ditulis

(10,71, -+, n, 0,0) = (r,0,0,...) + (0,71,0,...) + ... + (0, ..., 0, 7,0, ...)
=179 —|—7’1X —+ 7"2X2 + ... +7”an

Simbol x disebut indeterminate atas R dan elemen-elemen rg, 11,79, ..., r, disebut
koefisien dari 79 + 1 X + 79 X% + ... + 7, X"
Jika diberikan ring R, ring polinomial dapat dituliskan sebagai himpunan::

R[X] = {irixﬂp e NU{0},r; € R}

=0
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Dengan operasi penjumlahan dan perkalian R[X] dapat didefinsikan:

n n n
Z it + Z tix' = Z(m + ;)2
i=0 i=0 i=0
p+q

O ra) (3 tia) = (3 s,

untuk setiap r;, ¢, € Rdans, = > ;.
itj=p
Polinomial 7 + 7 X + ro X2 + ... + 7, X™ dapat dipandang sebagai fungsi

f:ZZO—>R

yang dapat dinotasikan dengan f(x).
Selanjutnya Z=° dapat dinotasikan N U {0} sehingga ring polinomial dapat ditulis:

RIX]={f: NU{0} = R[f(n) # 0}
dengan penjumlahan dan perkalian didefinisikan dalam R[X] yaitu:
(f +9)(n) = f(n) +g(n)

(fo)(n) = Y flu)g(v)

u+v=n

dengan (u,v) € R.

Contoh 2.5.2 Diberikan R = (Zs, +, -) ring bilangan modulo 5 maka diperoleh ring

polinomial

Zs[X] = {Zaixi\n e NU{0},a; € Z5,i = 0,1, 2, ,n}

1=0

yang beranggotakan semua polinomial dengan koefisien di Zs.
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2.6 Ring Semigrup

Perumuman dari ring polinomial R[X] dikenal sebagai ring semigrup R[S] dengan
R adalah ring dan S adalah semigrup. Jika S = N U {0} maka ring semigrup R|[S]
merupakan ring polinomial R[X] (Gilmer, |1984). Definisi dan contoh ring semigrup

disajikan sebagai berikut.

Definisi 2.6.1 Diberikan ring R dan semigrup S terhadap operasi penjumlahan
sehingga dapat dikonstruksi ring semigrup R[S] yaitu himpunan

R[S|={f:S — R|supp (f) berhingga}

dengan supp (f) = {s € S | f(s) # 0} yang dilengkapi dengan operasi
penjumlahan fungsi:

(f+9)(s) = f(s) +g(s)

dan operasi konvolusi

(f9)(s) = D> flx)g(y)

T+Yy=s

untuk setiap s € S, f, g € R[S] (Gilmer, 1984).

Contoh 2.6.2 Diberikan ring Zg dan Zs serta semigrup Zs dan Zsterhadap operasi
penjumlahan sehingga dapat dikontruksi ring semigrup Zg|Zs| dan Zs|Z,|, yaitu
himpunan

Zg|Zs) = {f : Zs — Z | supp(f) berhingga}

dan
Z5|Zs] = {cv: Zy — Zs | supp(«) berhingga}.

2.7 Derivasi

Di awal pembelajaran kalkulus, konsep turunan, aturan-aturannya, serta berbagai
aplikasinya yang luas mulai diperkenalkan. Tidak hanya dalam bidang matematika,
turunan juga memiliki peran penting dalam ilmu lain seperti fisika, teknik, dan

ekonomi, yang membuktikan kegunaannya yang sangat luas.
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Definisi 2.7.1 Sifat-sifat fungsi turunan, terutama aturan Leibniz yang didefinisikan

sebagai berikut:
d d

19 = (g + 1)

untuk setiap dua fungsi yang berbeda f dan g (Ali dkk., 2024).

Selama bertahun-tahun, ide aturan Leibniz telah banyak digunakan namun dengan
notasi yang berbeda, namun idenya tetap sama. Seperti notasi yang digunakan oleh
Issac Newton adalah

(fg) = fg+fq
dan oleh Lagrange,
(f9)' =fg+fg

Untuk lebih memahami tentang derivasi. Berikut diberikan beberapa contoh derivasi.

Contoh 2.7.2 Turunan dari polinomial f(z) = 2® + 222 + 3z + 1 adalah f'(z) =
32° + 4z + 3.

Contoh 2.7.3 Diberikan fungsi f(x) = 2 + 3z + 1 dan h(x) = z + 5. Turunan dari
(f - h)(x) adalah

(f-h)'(x) = [ (@)h(x) + fx)h'(2)
= (32 4+ 3)(z +5) + (2° + 3z + 1)(1)
=32 + 150 +3r +15+2° + 3z + 1
= 423 + 152% + 62 + 16.

2.7.1 Derivasi pada Ring

Gagasan derivasi tidak hanya pada kalkulus dan lainnya. Namun, konsep derivasi
juga berlaku pada struktur aljabar seperti ring. Berikut ini diberikan definisi dan

contoh derivasi pada ring.

Definisi 2.7.4 Diberikan ring R. Pemetaan d : R — R disebut derivasi pada R jika
memenuhi:

i. d(a+0b)=d(a)+ d(b)

ii. d(ab) = d(a)b+ ad(b) untuk semua a,b € R,
dengan peta d disebut sebagai derivasi pada R (Ali dkk., [2024).
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Berdasarkan Definisi jelas bahwa pemetaan nol merupakan derivasi yang
selanjutnya disebut derivasi nol. Definisi dan contoh derivasi pada ring diberikan

sebagai berikut.

Contoh 2.7.5 Diberikan ring

R:M2X2(Z):{[Z 5] |’r,5,t,u€Z}.
u

Didefinisikan d : R — R dengan

0 —
d o) = ° , untuk setiap " e R.
t u t 0 t u
Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivasi pada ring R.
i. Diberikan sebarang [T 8] , [m " € R.
t u o p
Berlaku:
PN O L B Y B R r+m s+mn)
t u o p t+o0 u+p
B [ 0 —(s+n)
t+o 0
B [0 —s—n
Clt4o 0
0 —s] [0 —n
= +
t 0 o 0

ii. Diberikan sebarang [Z 8], [m "




21

Berlaku:

Di sisi lain,

(D)

tm + uo 0

Jadi,

t ul|o p t u o p t u o p
Oleh karena 1) dan ii) terpenuhi maka d merupakan derivasi pada ring R. Selanjutnya

diberikan contoh yang bukan derivasi.

Contoh 2.7.6 Misalkan R = Z yaitu ring bilangan bulat dan didefinisikan fungsi
h : 7 — 7 sebagai:

h(z) = 22° untuk setiap = € Z.

Akan ditunjukkan bahwa fungsi h bukan derivasi.
Pilih z = 1 dan y = 2 diperoleh:

h(1+2) = h(3) =2(3)* = 2(27) = 54

h(1) + h(2) = 2(1)* +2(2)* = 2(1) +2(8) =2+ 16 = 18
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Karena 54 # 18 maka h(x + y) # h(x) + h(y). Karena tidak memenuhi salah satu
aksioma yaitu aditif, fungsi h(x) = 223 untuk setiap x € Z bukan derivasi.

2.7.2 Homoderivasi pada Ring

Pada tahun 2000, El Sofy memberikan konsep menarik mengenai penggabungan
konsep homomorfisma dan derivasi yang diberi nama homoderivasi. la menunjukkan

bahwa pemetaan tersebut bukanlah homomorfisma maupun derivasi.

Definisi 2.7.7 Diberikan ring . Pemetaan aditif / dari sebuah ring R ke dirinya

sendiri yang memenuhi kondisi:
h(ab) = h(a)b+ ah(b) + h(a)h(b),Va,b € R
disebut sebagai homoderivasi pada R (Al1 dkk., 2024).

Contoh 2.7.8 Diberikan ring

0 00
R=<¢|z 0 y||z,y,2€R
z 00
Didefinisikan h : R — R dengan
0 0O 0 0 00
hllxz 0 vy =—|x 0 Of,untuksetiap |[x 0 y| € R.
z 00 0 z 00

Akan ditunjukkan bahwa h merupakan homoderivasi pada ring R.
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€ R. Berlaku:

o O
o O O

(el S TS

oS > O
o O O

S K8 W

i. Diberikan sebarang {

S DO
o O O

S 8 W

o o O

o O O

o O O

o O
o O O

(el S TS

(IS =)
o O O

S K8 W

ii. Diberikan sebarang {

Berlaku:

o O O

(RS =)
oS o O

e
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Di sisi lain,

o O O

(RS =)
o o O

S 8 W

Y
o o O
o o O
o «
_
N—
S DO
c oo oo o
S 8 W o O O
|_| [eo RN ST
oS T O | .
o o O —
© as T oo
T o o S©°°
000_0|IZ_
o 8w, _
_ +

o O O

o O O

o O O

o O O

o O O

oS o O

o O O

Jadi,

(IS )

o o O

[enIEES N )
o o O

O 8 W

il

o oo o oo
o oo oo o

_O & T..O & T_

Oleh karena 1) dan ii) terpenuhi maka / merupakan homoderivasi pada ring R.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,

Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur dan analisis
teoretis, melalui pengumpulan referensi berupa jurnal, artikel ilmiah, buku,
dan sumber-sumber lain yang berkaitan dengan penelitian ini. Secara umum

langkah-langkah penelitian ini sebagai berikut:

1. mempelajari materi terkait teori semigrup, grup, ring, ring semigrup, derivasi dan

homoderivasi;
2. mengkonstruksi homoderivasi pada ring semigrup;
3. memberikan contoh ilustrasi homoderivasi pada ring semigrup;
4. menyelidiki kaitan homoderivasi pada ring R dan ring semigrup R[S].
5. menyelidiki sifat-sifat homoderivasi pada ring semigrup;

6. memberikan contoh ilustasi dari sifat-sifat homoderivasi pada ring semigrup yang
sudah diperoleh.
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Selanjutnya, langkah-langkah penelitian dapat dilihat pada diagram berikut:

Mempelajari teori semigrup, grup, ring, homomorfisma
ring, ring polinomial, ring semigrup, derivasi,

derivasi pada ring dan homoderivasi pada ring

Tahap 1 Mengkonstruksi homoderivasi pada ring semigrup;

Tahap 2 Memberikan contoh ilustrasi homoderivasi pada ring semigrup;

Tahap 3 Menyelidiki kaitan homoderivasi

pada ring R dan ring semigrup R[S];

Tahap 4 Menyelidiki sifat-sifat homoderivasi pada ring semigrup;

Tahap 5 Memberikan contoh ilustrasi dari sifat-sifat

homoderivasi pada ring semigrup yang sudah diperoleh.

Gambar 3.1 Diagram tahapan penelitian



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, homoderivasi pada ring semigrup merupakan
perluasan dari homoderivasi pada ring biasa. Penelitian ini menunjukkan bahwa
konsep homoderivasi dapat dikonstruksikan dengan baik pada ring semigrup sebagai
pengembangan dari homoderivasi pada ring. Selanjutnya telah ditunjukkan beberapa
sifat homoderivasi pada ring semigrup. Di antaranya, himpunan konstanta dari
suatu homoderivasi pada ring semigrup membentuk struktur R[S] modul sehingga

memiliki sifat aljabar yang teratur dan konsisten.

Selanjutnya, dalam kajian terhadap operasi antar homoderivasi diperoleh bahwa
jumlah langsung antara pemetaan-pemetaan homoderivasi pada ring semigrup
masing-masing membentuk suatu pemetaan homoderivasi. Selain itu, penjumlahan
dua pemetaan homoderivasi pada ring semigrup juga menghasilkan pemetaan
homoderivasi pada ring semigrup dengan syarat kedua pemetaan homoderivasi saling
ortogonal. Dalam penelitian ini juga menunjukkan adanya struktur aljabar yang
terbentuk dari himpunan pemetaan-pemetaan homoderivasi yang saling ortogonal

yaitu monoid.

5.2 Saran

Penelitian selanjutnya disarankan untuk memperluas kajian mengenai homoderivasi
pada kelas semigrup tertentu serta meneliti keterkaitan dengan pemetaan aljabar
lainnya, sehingga diperoleh pemahaman yang lebih mendalam mengenai struktur

dan sifat homoderivasi.
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