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ABSTRACT

JORDAN DERIVATION ON THE SEMIGROUP RING

By

Aprial Wahyudi Pratama

Given a ring R. An additif mapping d : R → R is called a Jordan derivation if d
satisfies d(a2) = d(a)a + ad(a), for every a ∈ R. In this study, Jordan derivation
are applied to the semigroup ring R[S] to investigate its properties. The study
begins by constructing a Jordan derivation on the semigroup ring R[S], followed
by an exploration of its specific properties within the algebraic structure, as well as
the relationship between Jordan derivation on R and those on R[S]. Additionally,
illustrative axamples are provided to support the theories and theorems obtained.
The concept of Jordan derivation broadens the understanding of algebraic structures
through its application to semigroup rings.

Keywords: Semigroup ring, derivation, Jordan derivation.



ABSTRAK

DERIVASI JORDAN PADA RING SEMIGRUP

Oleh

Aprial Wahyudi Pratama

Diberikan ring R. Suatu Pemetaan aditif d : R → R disebut derivasi Jordan jika
d memenuhi d(a2) = d(a)a + ad(a), untuk setiap a ∈ R. Dalam penelitian ini,
derivasi Jordan diterapkan pada ring semigrup R[S] untuk menyelidiki sifat-sifatnya.
Penelitian ini dimulai dengan mengonstruksikan derivasi Jordan pada ring semigrup
R[S], dilanjutkan dengan menyelidiki sifat-sifat khususnya dalam struktur aljabar
serta hubungan antara derivasi Jordan pada R dan derivasi Jordan pada R[S]. Selain
itu, diberikan contoh ilustrasi yang mendukung teori dan teorema yang diperoleh.
Konsep derivasi Jordan memperluas pemahaman tentang struktur aljabar melalui
penerapan pada ring semigrup.

Kata kunci: Ring semigrup, derivasi, derivasi Jordan.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep umum derivasi pertama kali diperkenalkan oleh Newton dan Leibniz
pada abad ke-17 sebagai dasar fundamental dalam analisis matematika. Seiring
perkembangan ilmu pengetahuan, konsep derivasi mulai dikembangkan pada struktur
aljabar yang lebih kompleks, khususnya melalui kajian derivasi pada ring dan
aljabar. Derivasi dipandang sebagai suatu pemetaan aditif yang memenuhi aturan
Leibniz, yaitu d(xy) = d(x)y + xd(y), dan merupakan generalisasi langsung dari
konsep turunuan dalam kalkulus (Herstein, 1968). Pada ring semigrup, derivasi ini
diterapkan untuk melihat bagaimana elemen-elemen dalam ring berubah dibawah
suatu transformsi melalui operasi diferensial.

Salah satu pengembangan teori derivasi meliputi pengenalan derivasi Jordan
yang pertama kali dikenalkan pada tahun 1934 oleh Pascual Jordan sebagai
struktur non-asosiatif untuk memodelkan besaran fisika dalam mekanika kuantum
(Jordan dkk., 1934). Derivasi Jordan adalah generalisasi dari turunan biasa
yang didefinisikan melalui syarat khusus pada elemen kuadrat, yaitu d(a2) =

d(a)a + ad(a). Pada tahun 1957, Herstein mengenalkan konsep derivasi Jordan
melalui pengembangan aljabar Jordan yang bertujuan untuk melihat sifat-sifat
struktural baru pada ring non-komutatif dengan menggeneralisasi konsep derivasi
klasik (Herstein, 1957). Di periode yang sama, Posner mengkaji sifat-sifat derivasi
pada ring semiprima dan berhasil membuktikan bahwa hasil selisih antara dua
derivasi yang diterapkan secara berurutan juga membentuk suatu derivasi (Posner,
1957). Lebih lanjut, pada tahun 1969, Martindale memperluas hasil Posner ke ring
semiprima. Pada penelitiannya, ia menunjukkan bahwa terdapat hasil mengenai
derivasi pada ring prima yang diterapkan pada struktur semiprima yang lebih umum
melalui metode yang diperluas dan lebih teliti (Martindale, 1969). Brešar pada
tahun 1988 menunjukkan bahwa derivasi Jordan pada banyak kelas ring otomatis
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akan menjadi derivasi biasa (Brešar, 1988).

Konsep derivasi Jordan berkembang pesat terutama dalam teori ring dan aljabar.
Pada tahun 2016, Vishki dkk. mengkaji mengenai sifat derivasi Jordan tingkat tinggi
pada aljabar ekstensi trivial serta memberikan konstruksi eksplisit dan contoh kontra
untuk derivasi Jordan tingkat tinggi (Vishki dkk., 2016). Alkenani dkk. pada tahun
2017 membahas tentang aljabar segitiga serta jenis pemetaan tertentu yang disebut
turunan Jordan yang diperumum dan multiplikatif untuk menunjukkan bahwa setiap
pemetaan tertentu pada dasarnya merupakan turunan yang diperumum dan adatif
(Alkenani dkk., 2017). Do Kim membahas mengenai derivasi Jordan pada ring
semiprima serta komponen fundmentalnya di dalam aljabar Banach (Do Kim, 2018).
Kim pada tahun 2019 mengkaji mengenai sifat-sifat khusus derivasi Jordan pada dua
jenis struktur matematika, yaitu ring semiprima dan aljabar Banach (Kim, 2019).
Ferreira dkk. pada tahun 2020 secara spesifik membuktikan bahwa derivasi Jordan
yang diperumum pada ring semiprima dengan kondisi tertentu sebenarnya memiliki
cakupan yang lebih luas dari definisinya (Ferreira dkk., 2020).

Pada tahun 2021, Liang mengkaji derivasi Jordan n-generalisasi dengan unsur satuan
dan unsur idempoten yang tidak trivial memiliki sifat yang lebih kuat dari definisi
awalnya (Liang, 2021). Di sisi lain, Bhushan dkk. mengkaji derivasi Jordan yang
diperluas secara sentral dan diaplikasikan pada ring prima non-komutatif serta
membuktikan bahwa ring tersebut merupakan aljabar sederhana sentral (Bhushan
dkk., 2022), sedangkan Ghosh dan Prakash membahas karakteristik derivasi Jordan
pada aljabar matriks dan aljabar matriks segitiga atas (Ghosh & Prakash, 2023).
Selain itu, Zivari-Kazempour dalam penelitiannya mendefinisikan derivasi Jordan
sebagai pemetaan linear yang memenuhi aturan khusus untuk kuadrat elemen
(Zivari-Kazempour, 2024). Penelitian dilanjutkan oleh Leerawat dan Toka yang
menemukan kondisi-kondisi pada ring prima atau ring semiprima yang hanya
memenuhi pemetaan nol sebagai satu-satunya derivasi Jordan (Leerawat & Toka,
2024).

Pada penelitian terbaru, Yanti dan Wijayanti menggeneralisasi konsep derivasi dan
derivasi Jordan pada sebuah struktur aljabar yaitu modul (Yanti & Wijayanti,
2025). Sitompul dkk. secara umum membahas derivasi Jordan pada ring polinomial
R[x] selalu merupakan derivasi biasa sehingga dalam struktur ring polinomial tidak
terdapat derivasi Jordan yang berbeda dari derivasi klasik (Sitompul dkk., 2025).
Melalui pengembangan ini, penerapan derivasi Jordan pada ring semigrup membuka
peluang untuk mengkaji struktur aljabar melalui bentuk pemetaan yang lebih luas,
sehingga mampu mempresentasikan interaksi yang kompleks antar elemen dalam
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ring.

Berdasarkan berbagai pengembangan mengenai derivasi Jordan yang telah dilakukan
sebelumnya, belum ada penelitian mengenai derivasi Jordan pada ring semigrup.
Oleh karena itu, dalam penelitian ini akan mengkaji mengenai hubungan derivasi
Jordan pada ring dan derivasi Jordan pada ring semigrup. Selain itu, akan diselidiki
sifat-sifat derivasi Jordan pada ring semigrup pada penelitian ini.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. menyelidiki sifat-sifat derivasi Jordan pada ring semigrup;

2. mengonstruksi contoh-contoh derivasi Jordan pada ring semigrup;

3. menyelidiki hubungan antara derivasi Jordan pada ring R dengan derivasi
Jordan pada ring semigrup.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah:

1. mengetahui sifat-sifat derivasi Jordan pada ring semigrup;

2. mengetahui hubungan antara derivasi Jordan pada ring R dengan derivasi
Jordan pada ring semigrup;

3. menambah referensi penelitian selanjutnya mengenai derivasi Jordan pada
ring semigrup.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dibahas berbagai definisi dan konsep dasar yang berperan sebagai
landasan teori serta menjadi acuan dalam proses analisis dan penyelesaian penelitian
ini.

2.1 Grup dan Semigrup

Pada hakikatnya, grup adalah suatu himpunan yang memiliki struktur tertentu, yang
dibangun melalui keberadaan sebuah operasi biner. Dengan demikian, sebelum
mendalami definisi grup, perlu terlebih dahulu dipahami konsep dasar mengenai
operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi biner ∗ pada himpunan S merupakan fungsi dari S × S ke
S. Untuk setiap (a, b) ∈ S × S, ∗(a, b) di S dinotasikan dengan a ∗ b (Fitriani dan
Faisol, 2022).

Berikut diberikan contoh operasi biner.

Contoh 2.1.1 Diberikan himpunan

H =

{[
a b

0 c

] ∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

}
.

Akan ditunjukkan bahwa perkalian matriks merupakan operasi biner pada H .

Diberikan sebarang dua matriks[
a b

0 c

]
,

[
d e

0 f

]
∈ H.
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Diperoleh: [
a b

0 c

][
d e

0 f

]
=

[
ad ae+ bf

0 cf

]
.

Karena ad, ae+ bf, cf ∈ R, maka[
ad ae+ bf

0 cf

]
∈ H.

Jadi, perkalian matriks merupakan operasi biner pada H .

Berdasarkan konsep operasi biner yang telah dijelaskan sebelumnya, dapat dibentuk
suatu struktur aljabar dengan menetapkan aksioma-aksioma tertentu pada operasi
tersebut. Struktur yang memenuhi sifat-sifat tersebut disebut grup.

Definisi 2.1.2 Suatu himpunan tak kosong G dikatakan grup terhadap operasi biner
∗, jika operasi tersebut memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. himpunan G tertutup terhadap operasi biner ∗, yaitu untuk setiap a, b ∈ G,
berlaku a ∗ b ∈ G;

2. operasi biner ∗ bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c ∈ G, berlaku
(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);

3. terdapat elemen identitas e di G yang memenuhi a ∗ e = e ∗ a = a, untuk
setiap a ∈ G;

4. untuk setiap a ∈ G, terdapat a−1 ∈ G sehingga berlaku a ∗a−1 = a−1 ∗a = e,
dengan a−1 disebut invers dari a.

(Dummit & Foote, 2004).

Berikut diberikan contoh grup.

Contoh 2.1.2 Diberikan himpunan bilangan real tak nol R∗ dan operasi perkalian
bilangan · yang merupakan operasi biner pada R∗. Berikut akan ditunjukkan ⟨R∗, ·⟩
merupakan grup.

1. Untuk setiap a, b ∈ R∗, berlaku a · b ∈ R∗. Oleh karena itu, R∗ tertutup
terhadap operasi ·.
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2. Untuk setiap a, b ∈ R∗, berlaku (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c). Oleh karena itu, R∗

bersifat asosiatif terhadap operasi ·.

3. Terdapat e = 1, sehingga untuk setiap a ∈ R∗ berlaku a · e = a · 1 = a =

1 · a = e · a. Oleh karena itu, 1 adalah elemen identitas terhadap operasi · di
R∗.

4. Untuk setiap a ∈ R∗, terdapat a−1 = 1
a
∈ R∗, sehingga a · a−1 = a · 1

a
= 1 =

1
a
· a = a−1 · a. Oleh karena itu, setiap elemen a memiliki invers terhadap

operasi ×.

Karena ⟨R∗, ·⟩ memenuhi semua aksioma grup, maka ⟨R∗, ·⟩ merupakan grup.

Jika pada grup setiap elemen memiliki invers dan terdapat elemen identitas, maka
pada struktur yang lebih sederhana hal tersebut tidak selalu berlaku. Struktur yang
hanya menekankan sifat asosiatif dari operasi binernya disebut semigrup.

Definisi 2.1.3 Suatu himpunan tak kosong S terhadap operasi biner ∗ disebut
semigrup jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. operasi ∗ bersifat tertutup di S, untuk setiap a, b ∈ S berlaku a ∗ b ∈ S;

2. operasi biner ∗ bersifat asosiatif, untuk setiap a, b, c ∈ S berlaku (a ∗ b) ∗ c =
a ∗ (b ∗ c).

(Whitelaw, 1978).

Berikut diberikan contoh semigrup.

Contoh 2.1.3 Diberikan suatu himpunan bilangan asli N dan operasi penjumlahan
bilangan +. Berikut akan ditunjukkan ⟨N,+⟩ merupakan semigrup.

1. Untuk setiap a, b ∈ N berlaku a + b ∈ N. Oleh karena itu, N tertutup pada
operasi +.

2. Untuk setiap a, b, c ∈ N berlaku (a+ b) + c = a+ (b+ c). Oleh karena itu, N
bersifat asosiatif pada operasi +.

Karena ⟨N,+⟩ memenuhi semua aksioma semigrup, maka ⟨N,+⟩ merupakan
semigrup.
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Setelah memahami definisi semigrup, berikut diberikan definisi semigrup idempoten
dan semigrup reguler.

Definisi 2.1.4 Diberikan semigrup S. Elemen x ∈ S disebut elemen idempoten jika
xx = x. Himpunan semua elemen idempoten di dalam S dinotasikan dengan E(S).
Semigrup S disebut sebagai semigrup idempoten jika setiap elemen S merupakan
elemen idempoten. Elemen x ∈ S disebut elemen reguler jika terdapat y ∈ S

sehingga xyx = x. Semigrup S disebut semigrup reguler jika setiap elemennya
merupakan elemen reguler. Himpunan semua elemen reguler di dalam S dinotasikan
dengan Reg(S) (Surodjo dan Susanti, 2023).

Berikut diberikan contoh semigrup yang memuat elemen reguler dan elemen
idempoten.

Contoh 2.1.4 Himpunan S = {a, b, c, d, e} dilengkapi dengan operasi biner ∗ yang
didefinisikan seperti tabel berikut:

Tabel 2.1 Tabel Cayley dengan operasi biner ∗

∗ a b c d e
a a b c d e
b a b c d e
c c c c c c
d c c c c c
e c c c c c

Dari Tabel 2.1, elemen a, b, c merupakan elemen idempoten karena memenuhi
a ∗ a = a, b ∗ b = b, dan c ∗ c = c. Selain itu, elemen c juga reguler dengan memilih
y = c sehingga c ∗ c ∗ c = c.

2.2 Ring Semigrup

Setelah memahami konsep semigrup sebagai struktur aljabar dengan satu operasi
biner yang bersifat asosiatif, selanjutnya diperkenalkan struktur yang memiliki dua
operasi biner sekaligus, yaitu penjumlahan dan perkalian. Struktur tersebut disebut
ring, yang menjadi dasar dalam pembahasan mengenai ring semigrup.

Definisi 2.2.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan dua
operasi yakni + (operasi penjumlahan) dan · (operasi perkalian). Struktur ⟨R,+, ·⟩
dinamakan ring , jika memenuhi aksioma:
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1. ⟨R,+⟩ grup Abelian, yaitu:

(a) untuk setiap a, b ∈ R, a+ b ∈ R,

(b) untuk setiap a, b, c ∈ R, (a+ b) + c = a+ (b+ c),

(c) terdapat elemen identitas, yakni 0 ∈ R, sehingga untuk setiap a ∈
R, a+ 0 = 0 + a = a,

(d) untuk setiap a ∈ R, terdapat −a ∈ R, sehingga a+−a = −a+ a = e

untuk selanjutnya −a dinamakan invers dari a,

(e) untuk setiap a, b ∈ R, a+ b = b+ a.

2. ⟨R, ·⟩ semigrup, yaitu:

(a) untuk setiap a, b ∈ R, a · b ∈ R,

(b) untuk setiap a, b, c ∈ R, (a · b) · c = a · (b · c).

3. Untuk setiap a, b, c ∈ R, berlaku:

(a) a · (b+ c) = (a · b) + (a · c),

(b) (a+ b) · c) = (a · c) + (b · c).

(Rasiman, 2018).

Berikut diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.1 Diberikan A yang merupakan himpunan semua fungsi f : Z → Z.
Untuk setiap f, g ∈ A dan n ∈ Z, didefinisikan:

(f + g)(n) = f(n) + g(n)

dan
(fg)(n) = f(n)g(n).

Akan ditunjukkan bahwa ⟨A,+, ·⟩ merupakan ring.

1. ⟨A,+⟩ merupakan grup Abel.

2. Untuk setiap f, g ∈ A dan n ∈ Z, berlaku:

(fg)(n) = f(n)g(n) ∈ Z.

Jadi, operasi · bersifat tertutup di A.
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3. Untuk setiap f, g, h ∈ A dan n ∈ Z, berlaku:

((fg)h)(n) = (fg)(n)h(n)

= f(n)g(n))h(n)

= f(n)(g(n)h(n))

= (f(gh))(n).

Jadi, ((fg)h)(n) = (f(gh))(n) artinya operasi · bersifat asosiatif.

4. Untuk f, g, h ∈ A dan n ∈ Z berlaku:

(f(g + h))(n) = f(n)(g(n) + h(n))

= f(n)g(n) + f(n)h(n)

= ((fg) + (fh))(n).

dan

((f + g)h)(n) = (f(n) + g(n))h(n)

= f(n)h(n) + g(n)h(n)

= ((fh) + (gh))(n).

Jadi berlaku hukum distributif kiri dan distributif kanan pada A.

Berdasarkan pernyataan 1-4, terbukti bahwa ⟨A,+, ·⟩ merupakan ring.

Setelah memahami definisi ring, berikut diberikan definisi ring polinomial.

Definisi 2.2.2 Diberikan ring R dan R[x] merupakan himpunan semua barisan
elemen-elemen dari R, dengan (a0, a1, . . .), (b0, b1, . . .) ∈ R[x] dan ai, bi ∈ R.
Selanjutnya, R[x] adalah ring dengan operasi penjumlahan dan perkalian yang
didefinisikan dengan (a0, a1, . . .) + (b0, b1, . . .) = (a0 + b0, a1 + b1, . . .) dan
(a0, a1, . . .) · (b0, b1, . . .) = (c0, c1, . . .), dengan cn =

∑n
i=0(an−ibi) = anb0 +

an−1b1 + . . .+ a1bn−1 + a0bn =
∑

k+j=n(akbj) (Hungerford, 1980).

Ring R[x] pada Definisi 2.2.2, disebut sebagai ring polinomial atas R. Dalam
definisi tersebut, R dapat dipandang sebagai R pemetaan di R[x], sehingga
bentuk (r, 0, 0, ...) dapat disederhanakan menjadi r, dan berlaku r(a0, a1, ...) =
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(ra0, ra1, ...). Selanjutnya, akan diperkenalkan notasi yang lebih umum untuk
menyatakan polinomial.

Definisi 2.2.3 Diberikan ring R dengan elemen satuan dan sebarang
(0, 1R, 0, 0, . . .) ∈ R[x] dinotasikan dengan x sehingga diperoleh:

1. xn = (0, 0, . . . , 0, 1R, 0, . . .), dengan 1R adalah suku ke n+ 1;

2. Jika r ∈ R maka untuk setiap n ≥ 0, berlaku rxn = xnr = (0, . . . , 0, r, 0, . . .),
dengan r adalah suku ke n+ 1;

3. Untuk setiap f(x) ∈ R[x], terdapat n ∈ N dan a0, . . . , an ∈ R sehingga
f(x) = a0x

0 + a1x
1 + . . .+ anx

n, dengan ai ∈ R.

(Hungerford, 1980).

Apabila ring R mempunyai elemen satuan, maka berlaku x0 = 1R. Selanjutnya
polinomial f(x) = a0x

0 + a1x
1 + . . . + anx

n dapat dinyatakan dalam bentuk
f(x) = a0+a1x+ . . .+anx

n. Dengan menggunakan notasi ini, operasi penjumlahan
dan perkalian di R[x] didefinisikan sebagai berikut:

n∑
i=0

aix
i +

n∑
i=0

bix
i =

n∑
i=0

(ai + bi)x
i;

(
n∑

i=0

aix
i

)
·

(
m∑
j=0

bjx
j

)
=

m+n∑
k=0

ckx
k, dengan ck =

∑
i+j=k

aibj.

Jika f(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ R[x], maka ai ∈ R adalah koefisien dari f(x) dan a0

adalah konstanta. Elemen dari R yang dapat dituliskan dengan r = (r, 0, 0, . . .) =

rx0 disebut polinomial konstan. Jika f(x) =
∑n

i=0 aix
i = a0 + a1x+ . . .+ anx

n =

anx
n + . . .+ a1x+ a0, dengan an ̸= 0, maka an disebut koefisien utama dari f(x).

Definisi 2.2.4 Diberikan ring R dan R[X1, ..., Xn] merupakan himpunan semua
fungsi f : Nn → R sehingga f(u) ̸= 0, untuk setiap u ∈ Nn. R[x1, ..., xn] adalah
ring dengan operasi penjumlahan dan perkalian yang didefinisikan dengan

(f + g)(u) = f(u) + g(u)
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dan
(f · g)(u) =

∑
v+w=u

f(v) · g(w),

untuk f, g ∈ R[x1, ..., xn] dan v, w, u ∈ Nn (Hungerford, 1980).

Suatu fungsi f(x) disebut polinomial jika dapat dituliskan sebagai f(x) = a0 +

a1x
1 + a2x

2 + . . .+ anx
n =

∑n
i=0 aix

i, dengan ai adalah koefisien dari f(x) yang
merupakan elemen-elemen dari suatu himpunan. Jika xn ̸= 0 maka derajat dari f(x)
adalah n dan jika n = 0 maka derajat f(x) adalah nol (Mas’oed, 2013).

Definisi 2.2.5 Diberikan ring R. Himpunan R[x], dinotasikan sebagai semua
himpunan barisan tak hingga (a0, a1, a2, . . .), dengan ai ∈ R, untuk setiap
i = 1, 2, 3, . . . dan terdapat n ∈ Z+, sehingga untuk k ≥ n berlaku ak = 0.
Elemen-elemen R[x] disebut polinomial atas ring.

Operasi penjumlahan dan perkalian pada R[x] didefinisikan sebagai berikut:

+ : R[x]×R[x] → R[x]

(a0, a1, a2, . . .) + (b0, b1, b2, . . .) = (a0 + b0, a1 + b1, . . .)

· : R[x]×R[x] → R[x]

(a0, a1, a2, . . .)(b0, b1, b2, . . .) = (c0, c1, c2, . . .),

dengan cj =
∑j

i=0 aibj−i untuk j = 0, 1, 2, . . .

Dengan dua operasi tersebut, R[x] merupakan ring yang disebut ring polinomial
(Dummit & Foote, 2004).

Berikut diberikan contoh ring polinomial.

Contoh 2.2.2 Diberikan ring polinomial R[x], yang merupakan himpunan semua
polinomial dengan koefisien dari bilangan real dan variabel x.
akan ditunjukan R[x] adalah ring polinomial.

1. Diberikan sebarang dua polinomial:

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

q(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b1x+ b0
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penjumlahan keduanya adalah:

p(x) + q(x) = (anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0)

+ (bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b1x+ b0)

hasil dari penjumlahan ini tetap merupakan polinomial dengan koefisien
bilangan real, sehingga R[x] tertutup terhadap penjumlahan.

2. Diberikan sebarang polinomial p(x), q(x) ∈ R[x], maka perkaliannya adalah:

p(x) · q(x) = (anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0)

· (bmxm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0)

= (cn+mx
n+m + · · ·+ c2x

2 + c1x+ c0.

Hasil kali dua polinomial juga merupakan polinomial dengan koefisien
bilangan real, sehingga R[x] tertutup terhadap perkalian.

3. Diberikan sebarang dua polinomial p(x) dan q(x), penjumlahan harus bersifat
komutatif:

p(x) + q(x) = q(x) + p(x).

Karena penjumlahan koefisien bilangan real bersifat komutatif, maka
penjumlahan polinomial di R[x] juga bersifat komutatif.
Polinomial nol, θ(x) = 0, adalam elemen identitas aditif dalam R[x]. Untuk
setiap polinomial p(x) berlaku:

p(x) + θ(x) = p(x).

Dengan demikian, θ(x) merupakan elemen identitas di R[x] terhadap operasi
+.
Setiap polinomial p(x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 memiliki invers aditif, yaitu
−p(x) = −anx

n − · · · − a1x− a0, sehingga:

p(x) + (−p(x)) = 0 = θ(x).

Invers aditif ini juga diperoleh dari sifat invers aditif di ring R.
Perkalian dalam R[x] harus bersifat asosiatif. Diberikan sebarang tiga
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polinomial p(x), q(x), r(x) ∈ R[x], berlaku:

(p(x) · q(x)) · r(x) = p(x) · (q(x) · r(x)).

Perkalian polinomial harus bersifat distributif terhadap penjumlahan, yaitu:

p(x) · (q(x) + r(x)) = p(x) · q(x) + p(x) · r(x).

Karena R[x] memenuhi semua aksioma yang membentuk suatu ring, maka
R[x] adalah ring polinomial.

Setelah memahami konsep ring polinomial yang dibangun dari suatu ring dasar
dengan memperkenalkan peubah formal, pembahasan dapat diperluas dengan
mempertimbangkan struktur yang dibentuk melalui semigrup. Konsep ini melahirkan
ring semigrup, yang merupakan generalisasi dari ring polinomial.

Definisi 2.2.6 Diberikan ring R serta semigrup S. Ring semigrup R[S] dapat
didefinisikan sebagai

R[T ] = {f : S → R | supp(f) berhingga}, (2.2.1)

dengan supp(f) = {t ∈ T | f(t) ̸= 0} yang dilengkapi operasi penjumlahan fungsi

(f + g)(t) = f(t) + g(t) (2.2.2)

dan operasi perkalian fungsi

(fg)(t) =
∑

x+y=t

f(x)g(y), (2.2.3)

untuk setiap t ∈ T, f, g ∈ R[T ] (Gilmer, 1984).

Berikut diberikan contoh ring semigrup .

Contoh 2.2.3 Diberikan ring Z6 serta semigrup Z3 terhadap operasi penjumlahan
sehingga dapat dikonstruksi ring semigrup Z6[Z3], yaitu himpunan

Z6([Z3]) = {f : Z3 → Z6 | supp(f) berhingga}
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Diberikan fungsi f : Z6 → Z3, yang didefinisikan oleh

f(x) =


2, x = a,

1, x = b,

0, untuk x ∈ Z6 \ {a, b}.

Karena hanya terdapat dua elemen pada domain Z6 yang dipetakan ke nilai tak nol,
maka support dari f yaitu

supp(f) = { x ∈ Z6 | f(x) ̸= 0 } = { a, b }.

Dengan demikian, supp(f) merupakan himpunan berhingga sehingga fungsi f
merupakan elemen dari Z6([Z3]).

2.3 Derivasi Jordan

Derivasi pada ring merupakan generalisasi dari konsep turunan dalam kalkulus ke
dalam konteks aljabar abstrak. Dalam teori ring, derivasi adalah suatu pemetaan yang
menggambarkan perubahan elemen-elemen dalam ring, yang mengikuti sifat-sifat
tertentu seperti linearitas dan aturan Leibniz. Berikut diberikan definisi dari derivasi.

Definisi 2.3.1 Diberikan ring R. Suatu fungsi d : R → R disebut derivasi jika
memenuhi sifat berikut:

1. d(a+ b) = d(a) + d(b), untuk setiap a, b ∈ R;

2. d(ab) = d(a)b+ ad(b), untuk setiap a, b ∈ R.

(Ali dkk., 2024).

Berikut diberikan contoh mengenai derivasi.

Contoh 2.3.1 Diberikan R =

{[
a b

0 0

] ∣∣∣∣∣ a, b ∈ Z

}
. Didefinisikan d : R → R

sebagai berikut:

d

([
a b

0 0

])
=

[
0 −a

0 0

]
, untuk setiap

[
a b

0 0

]
∈ R.
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Akan ditunjukan d merupakan derivasi.

Diberikan sebarang A =

[
a1 b1

0 0

]
, B =

[
a2 b2

0 0

]
∈ R, berlaku:

1. Akan ditunjukan d bersifat aditif, yaitu d(A+B) = d(A) + d(B).

d(A+B) = d

([
a1 b1

0 0

]
+

[
a2 b2

0 0

])

= d

([
a1 + a2 b1 + b2

0 0

])

=

[
0 −(a1 + a2)

0 0

]

=

[
0 −a1

0 0

]
+

[
0 −a2

0 0

]
= d(A) + d(B).

Karena d(A+B) = d(A) + d(B), terbukti d bersifat aditif.

2. Akan ditunjukan d memenuhi aturan Leibniz, yaitu d(AB) = d(A)B+Ad(B).

d(AB) = d

([
a1 b1

0 0

][
a2 b2

0 0

])

= d

([
a1a2 a1b2

0 0

])

=

[
0 −(a1a2)

0 0

]
.

Di sisi lain,

d(A)B + Ad(B) = d

([
a1 b1

0 0

])[
a2 b2

0 0

]
+

[
a1 b1

0 0

]
d

([
a2 b2

0 0

])

=

[
0 −a1

0 0

][
a2 b2

0 0

]
+

[
a1 a2

0 0

][
0 −a2

0 0

]

=

[
0 0

0 0

]
+

[
0 −(a1a2)

0 0

]
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=

[
0 −(a1a2)

0 0

]
.

Karena d(AB) = d(A)B + Ad(B), terbukti d memenuhi aturan Leibniz.

Karena kedua sifat terpenuhi, maka terbukti d merupakan derivasi pada R.

Konsep derivasi memberikan dasar penting dalam studi struktur aljabar, khususnya
dalam analisis perubahan terhadap operasi perkalian. Namun, tidak semua pemetaan
yang menyerupai derivasi harus memenuhi sifat Leibniz secara penuh. Dari gagasan
inilah muncul konsep derivasi Jordan, yang merupakan perluasan dari derivasi biasa.

Definisi 2.3.2 Diberikan ring R. Pemetaan aditif d : R → R disebut derivasi Jordan
jika memenuhi:

d(a2) = d(a)a+ ad(a), untuk setiap a ∈ R. (2.3.4)

(Herstein, 1957).

Selanjutnya, akan diberikan contoh derivasi Jordan.

Contoh 2.3.2 Diberikan ring R = Z. Didefinisikan fungsi d : Z → Z sebagai
berikut:

d(a) = 0, untuk setiap a ∈ Z.

Akan diselidiki apakah d merupakan derivasi Jordan.

Diberikan sebarang a ∈ Z, berlaku:

d(a2) = 0, karena a2 ∈ Z, untuk setiap a ∈ Z.

Di sisi lain,
d(a)a+ ad(a) = 0 · a+ a · 0

= 0 + 0

= 0.

Karena d(a2) = 0 dan d(a)a + ad(a) = 0, fungsi d yang didefinisikan sebagai
d(a) = 0, untuk setiap a ∈ Z merupakan derivasi Jordan.
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Contoh 2.3.3 Diberikan ring M2(Z). Didefinisikan fungsi d : M2 → M2 yaitu

d

([
a b

0 a

])
=

[
0 b

0 0

]
.

Akan diselidiki apakah d merupakan derivasi Jordan.

Diberikan sebarang A =

[
a b

0 a

]
∈ M2(Z).

Diperoleh A2 =

[
a b

0 a

] [
a b

0 a

]
=

[
a2 2ab

0 0

]
.

d(A2) = d

([
a2 2ab

0 0

])
=

[
0 2ab

0 0

]
.

Di sisi lain,

d(A)A+ Ad(A) =

[
0 b

0 0

][
a b

0 a

]
+

[
a b

0 a

][
a b

0 a

]

=

[
0 ba

0 0

]
+

[
0 ab

0 0

]

=

[
0 2ab

0 0

]
.

Diperoleh

d(A)A+ Ad(A) =

[
0 2ab

0 0

]
.

Jadi, d(A2) = d(A)A+ Ad(A).

Terbukti fungsi d merupakan derivasi Jordan pada ring M2(Z).

Setelah pemaparan mengenai definisi dan contoh derivasi Jordan, pembahasan
berikutnya difokuskan pada penerapan konsep tersebut dalam struktur ring R.

Definisi 2.3.3 Derivasi pada ring R adalah suatu operasi yang bersifat aditif dan
memenuhi aturan Leibniz. Derivasi ini dapat diterapkan pada elemen-elemen ring
termasuk dalam ring polinomial R[x], dengan setiap turunan polinomial mengikuti
pola yang serupa dengan turunan fungsi dalam kalkulus (Sitompul dkk., 2025).
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Teorema 2.3.4 Setiap derivasi pada suatu ring merupakan derivasi Jordan (Sitompul
dkk., 2025).

Bukti. Diberikan ring R dan d : R → R adalah suatu derivasi. Berdasarkan Definisi
2.3.1, d adalah derivasi jika memenuhi dua sifat berikut:

1. d(a+ b) = d(a) + d(b), untuk setiap a, b ∈ R;

2. d(ab) = d(a)b+ ad(b), untuk setiap a, b ∈ R.

Dari Definisi 2.3.2, diperoleh:

d(a2) = d(a · a). (2.3.5)

Karena d merupakan derivasi, berlaku d(ab) = d(a)b + ad(b). Dengan
mensubstitusikan b = a, diperoleh:

d(a2) = d(a)a+ ad(a). (2.3.6)

Karena d(a2) = d(a)a + ad(a) untuk setiap a ∈ R, maka d memenuhi definisi
derivasi Jordan. Dengan demikian, terbukti setiap derivasi pada suatu ring merupakan
derivasi Jordan. ■

Berikut diberikan contoh derivasi Jordan yang bukan merupakan derivasi.

Contoh 2.3.4 Diberikan ring R = M2(Z2). Didefinisikan fungsi d : R → R sebagai:

d(A) = AT − A,

dengan AT adalah transpos dari matriks A.

Akan dibuktikan bahwa d adalah derivasi Jordan.

Diberikan sebarang A =

[
a b

c d

]
∈ M2(Z2). Diperoleh:

A2 =

[
a b

c d

][
a b

c d

]

=

[
a2 + bc ab+ bd

ac+ dc bc+ d2

]
.
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Transpos dari A2 adalah:

(A2)T =

[
a2 + bc ac+ dc

ab+ bd bc+ d2

]
.

Diperoleh

d(A2) = (A2)T − A2

=

[
a2 + bc ac+ dc

ab+ bd bc+ d2

]
−

[
a2 + bc ab+ bd

ac+ dc bc+ d2

]

=

[
0 ac+ dc− ab− bd

ab+ bd− ac− dc 0

]
.

Di sisi lain,
d(A) = AT − A

=

[
a c

b d

]
−

[
a b

c d

]

=

[
0 c− b

b− c 0

]
.

d(A)A+ Ad(A) =

[
0 c− b

b− c 0

][
a b

c d

]
+

[
a b

c d

][
0 c− b

b− c 0

]

=

[
c2 − bc cd− bd

ab− ac b2 − bc

]
+

[
b2 − bc ac− ab

bd− cd c2 − bc

]

=

[
c2 − bc+ b2 − bc cd− bd+ ac− ab

ab− ac+ bd− cd b2 − bc+ c2 − bc

]

=

[
0 ac+ dc− ab− bd

ab+ bd− ac− dc 0

]
.

Jadi, d(A2) = d(A)A+ Ad(A). Terbukti fungsi d merupakan derivasi Jordan pada
ring M2(Z2).

Pada ring polinomial R[x], derivasi Jordan didefinisikan sebagai suatu pemetaan
yang memenuhi aturan khusus. Berbeda dengan derivasi biasa yang mengikuti aturan
Leibniz, derivasi Jordan pada ring polinomial mengikuti aturan khusus pada kuadrat



20

elemen, sebagaimana dijelaskan dalam definisi berikut.

Definisi 2.3.5 Suatu pemetaan aditif d : R[x] → R[x] dengan variabel x dan
koefisien dalam ring komutatif R, disebut sebagai derivasi Jordan jika memenuhi:

d(p(x)2 = d(p(x))p(x) + p(x)d(p(x)), (2.3.7)

untuk setiap p(x) ∈ R[x] (Sitompul dkk., 2025).

Berikut diberikan contoh derivasi Jordan pada ring polinomial R[x].

Contoh 2.3.5 Diberikan R adalah ring komutatif, dan R[x] adalah ring polinomial
dengan variabel x dan koefesien dalam R. Didefinisikan suatu pemetaan d : R[x] →
R[x] sebagai berikut:

d(f(x)) = af ′(x),

denga a ∈ R akan ditunjukkan bahwa pemetaan d memenuhi sifat derivasi Jordan.
Berdasarkan definisi d, diperoleh:

d(f(x)2) = a · d

dx
(f(x)2)

= a · (2f(x)f ′(x))

= 2af ′(x)f(x).

Dari definisi d(f(x)) = af ′(x), diperoleh:

d(f(x))f(x) = (af ′(x))f(x) = af ′(x)f(x),

f(x)d(f(x)) = f(x)(af ′(x)) = af ′(x)f(x),

d(f(x))f(x) + f(x)d(f(x)) = af ′(x)f(x) + af ′(x)f(x)

= 2af ′(x)f(x).

Karena d(f(x)2) = d(f(x))f(x) + f(x)d(f(x)), terbukti d merupakan derivasi
Jordan.

2.4 Jumlah Langsung (Direct Sum) pada Ring

Setelah membahas derivasi Jordan pada struktur ring, pada subbab ini akan
dikaji konsep jumlah langsung (direct sum) pada ring. Melalui konstruksi
jumlah langsung, dapat dibentuk suatu ring baru yang berasal dari beberapa
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ring dengan cara menggabungkan struktur aljabarnya secara teratur. Konsep ini
memberikan pendekatan untuk memahami struktur ring yang lebih kompleks melalui
komponen-komponen penyusunnya. Selain itu, konsep jumlah langsung juga sering
digunakan dalam kajian struktur ring dan modul. Oleh karena itu, pada subbab ini
akan dipaparkan definisi jumlah langsung pada ring beserta beberapa sifat dasarnya
sebagai landasan untuk pembahasan selanjutnya.

Definisi 2.4.1 Diberikan ring Ri, denga i = 1, 2, ...., n himpunan R adalah hasil kali
kartesian pada himpunan Ri dan didefinisikan operasi pada R, yaitu:

1. (r1, r2, ..., rn) + (s1, s2, ..., sn) = (r1 + s1, r2 + s2, ..., rn + sn);

2. −(r1, r2, ..., rn) = (−r1,−r2, ...,−rn);

3. (r1, r2, ..., rn)(s1, s2, ..., sn) = (r1s1, r2s2, ..., rnsn).

Elemen (0, 0, ..., 0) merupakan elemen identitas, R disebut jumlah langsung
eksternal dari R1, R2, ..., Rn dan dinotasikan sebagai R1 ⊕ R2 ⊕ ... ⊕ Rn (Side
dkk., 2021).



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,
Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dan analisis teoritis, dengan
mengumpulkan referensi seperti jurnal, artikel ilmiah, buku, dan sumber lainnya
yang terkait dengan penelitian ini. Adapun langkah-langkah penelitian ini sebagai
berikut:

1. mengonstruksi derivasi Jordan pada ring semigrup;

2. menyelidiki sifat-sifat derivasi Jordan pada ring semigrup;

3. meyelidiki keterkaitan antara derivasi Jordan pada ring R dengan derivasi
Jordan pada ring semigrup;

4. mengonstruksi contoh-contoh derivasi Jordan pada ring semigrup.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, derivasi Jordan pada ring semigrup
merupakan perluasan dari derivasi Jordan pada ring biasa. Penelitian ini
menunjukkan beberapa sifat derivasi Jordan pada ring semigrup, termasuk
bagaimana pemetaan tersebut bersifat aditif, mengikuti aturan Jordan pada kuadrat
elemen, dan bagaimana pemetaan yang awalnya terdefinisi pada ring dapat diperluas
ke seluruh ring semigrup tanpa kehilangan sifat-sifat dasarnya. Di antaranya,
setiap elemen ring semigrup dari direct sum beberapa ring dapat direpresentasikan
komponen demi komponen, sehingga penerapan derivasi Jordan pada masing-masing
komponen menghasilkan derivasi Jordan pada keseluruhan ring semigrup. Selain
itu, penjumlahan atau komposisi derivasi Jordan pada setiap komponen tetap
mempertahankan sifat aditif dan aturan Jordan.

Dengan demikian, penelitian ini menegaskan bahwa konstruksi derivasi Jordan
melalui direct sum ring memberikan cara yang sistematis untuk membangun derivasi
Jordan pada ring semigrup yang lebih kompleks.

5.2 Saran

Penelitian selanjutnya disarankan untuk memperluas kajian mengenai derivasi Jordan
pada kelas semigrup tertentu serta meneliti keterkaitan dengan pemetaan aljabar
lainnya, sehingga diperoleh pemahaman yang lebih mendalam mengenai struktur
dan sifat derivasi Jordan.
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