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ABSTRACT

7-DERIVATION ON LIE ALGEBRA
By

Hendy Hendarto

Derivation on Lie algebras are an extension of the concept of derivation on calculus or
associative algebras applied to a Lie algebra, with a particular focus on o-derivation,
which are a generalization of the concept of derivation in algebras using modified
Leibniz rules involving an endomorphism. The purpose of this research is to define
o-derivation on Lie algebras and determine their properties and examples. In addition,
it investigates how o-derivation on Lie algebras relate to derivation on Lie algebras.
The results of this research are expected to improve understanding of Lie algebras
and provide a theoretical basis for their application in other algebraic structures.

Keywords: group, ring, module, vector space, Lie algebra, derivation, inner
derivation, o-derivation.



ABSTRAK

DERIVASI-oc PADA ALJABAR LIE

Oleh

Hendy Hendarto

Derivasi pada aljabar Lie adalah perluasan konsep derivasi pada kalkulus atau
aljabar asosiatif yang diterapkan pada suatu aljabar Lie, dengan fokus khusus pada
derivasi-o yaitu suatu generalisasi dari konsep derivasi dalam aljabar menggunakan
aturan Leibniz dimodifikasi dengan melibatkan suatu endomorfisma. Tujuan
penelitian ini adalah untuk mendefinisikan derivasi-o pada aljabar Lie serta
menentukan sifat-sifat dan contohnya. Selain itu menyelidiki bagaimana hubungan
derivasi-o pada aljabar Lie dengan derivasi pada aljabar Lie. Hasil penelitian ini
diharapkan dapat meningkatkan pemahaman mengenai aljabar Lie serta memberikan
dasar teoritis bagi aplikasinya dalam struktur aljabar lainnya.

Kata kunci: grup, ring, modul, ruang vektor, aljabar Lie, derivasi, derivasi inner,
derivasi-o.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Aljabar Lie merupakan salah satu struktur fundamental dalam aljabar abstrak yang
diperkenalkan oleh Sophus Lie, seorang ahli matematika Norwegia. Pada akhir
abad ke-19, Aljabar Lie digunakan sebagai alat untuk mempelajari transformasi
kontinu dan simetri dari persamaan diferensial. Aljabar Lie telah menjadi komponen
yang sangat penting dalam berbagai bidang matematika dan fisika teoretis, termasuk
dalam teori grup, geometri diferensial, serta mekanika kuantum, dimana struktur ini
berperan dalam memahami simetri internal dari sistem fisika dan ruang geometris
(Oliveri, 2010).

Pada studi aljabar Lie, konsep derivasi merupakan sebagai salah satu alat utama
dalam menganalisis struktur dasarnya. Derivasi merupakan konsep fundamental
dalam matematika yang pertama kali dikembangkan oleh Isaac Newton pada abad
ke-17. Konsep ini menjadi landasan dalam analisis matematika. Derivasi pada
ring pertama kali diperkenalkan mempresentasikan untuk operasi diferensial dalam
konteks aljabar. Dalam hal ini, derivasi didefinisikan sebagai suatu pemetaan d yang
memenuhi sifat aditif dan aturan Leibniz, sedangkan derivasi dalam konteks aljabar
Lie merupakan pemetaan d yang menggunakan aturan Leibniz dengan bracket Lie
(Utama dkk., 2021).

Beberapa penelitian yang telah mengkaji konsep derivasi antara lain, Hvala (1998)
memperkenalkan derivasi dalam ring lalu membahas pengembangan konsep derivasi
dalam teori ring. Selanjutnya, Leger & Luks (2000) memperkenalkan derivasi
umum pada aljabar Lie lalu membahas konsep dan strukturnya. Selain itu, Ashraf
& Rehman (2002) membahas derivasi pada ring menjadi komutatif jika memenuhi
sifat khusus. Kemudian, Quandri dkk. (2003) membahas derivasi pada ring prima

lalu memaksakan ring prima menjadi komutatif. Pada tahun yang sama, Samman &



Thaheem (2003) membahas derivasi pada semiprima.

Mirzavaziri & Moslehian (2006) memperkenalkan konsep baru dalam teori derivasi
pada aljabar Banach, yaitu derivasi-o. Konsep ini menggeneralisasi derivasi biasa
dengan memperkenalkan parameter tambahan o, yang memungkinkan pemetaan
derivasi bergantung pada struktur algebra yang lebih kompleks. Selanjutnya, Hartwig
dkk. (2006) membahas pendekatan baru dalam teori deformasi aljabar Lie dengan
menggunakan konsep derivasi-o. Lebih lanjut, Hosseini dkk. (2011) membahas
generalisasikan derivasi-o pada aljabar Banach, yaitu perluasan dari derivasi biasa.
Kemudian, Golbag1 & Yazarlt (2015) menunjukkan bahwa derivasi-(7, o) pada

semigrup ideal di near-rings prima tersebut sebenarnya harus komutatif.

Ardekani & Davvaz (2015) membahas tentang derivasi (0,0) dari dua jenis
hyperring. Selanjutnya, Benkovi€ (2016) membahas struktur dan sifat dari Jordan
derivasi-o pada aljabar segitiga. Lebih lanjut, Elchinger dkk. (2016) membahas
struktur aljabar Lie yang dimodifikasi melalui konsep derivasi dan deformasi
dua parameter. Kemudian, Lee (2017) memperluas teori derivasi Jordan ke arah
derivasi-o Jordan dalam ring prima. Selain itu, Chaudhuri (2019) membahas
derivasi-(o, 7) dari grup ring. Berikutnya, Muhiuddin (2019) membahas konsep
dan sifat dari derivasi-(o, 7) pada aljabar-BCI. Selanjutnya, Jabeen dkk. (2020)

membahas derivasi-o Jordan pada generalisasi aljabar matriks.

Abramov & Silvestrov (2020) membahas konstruksi dan sifat dari aljabar 3-Hom-Lie
yang dibangun menggunakan konsep derivasi-o dan involusi pada aljabar komutatif.
Selanjutnya, Chen & Zhang (2021) membahas derivasi-(o, o) yang endomorfisma
isometrik o pada domain dan kodomain, lalu derivasi-(o, 7) bersifat inner atau
trivial. Lebih lanjut, Benkovi¢ (2022) membahas derivasi-o Lie pada aljabar
segitiga. Kemudian, Adrabi dkk. (2022) membahas Jordan dan derivasi-o Lie pada
aljabar lintasan. Selain itu, Ali dkk. (2024) membahas berbagai macam konsep
jenis-jenis derivasi dalam struktur ring. Berikutnya, Saber dkk. (2025) membahas
derivasi-L-(7, o) yang digeneralisasikan dalam ring. Terakhir, Waluyo dkk. (2025)
membahas derivasi-(c, 7) pada ring grup.

Berdasarkan tinjauan penelitian yang telah dilakukan sebelumnya, penelitian
mengenai derivasi-o telah menunjukkan perkembangan. Akan tetapi, penerapan
dalam konteks aljabar Lie masih terbatas. Oleh karena itu, penelitian ini akan

membahas derivasi-o pada aljabar Lie dengan bentuk bracket Lie yang digunakan



adalah bracket komutator [a, b] = ab — ba, serta menganalisis dan mengembangkan

pemahaman tentang derivasi-o pada aljabar Lie.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. mendefinisikan derivasi-o pada aljabar Lie;
2. menentukan sifat-sifat dan mengonstruksi contoh derivasi-o pada aljabar Lie;

3. menyelidiki bagaimana hubungan derivasi-o pada aljabar Lie dengan derivasi

pada aljabar Lie.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. memperdalam pemahaman tentang sifat-sifat dan contoh derivasi-o pada

aljabar Lie;

2. mengetahui hubungan derivasi-o pada aljabar Lie dengan derivasi pada aljabar
Lie;

3. memberikan dasar teoretis bagi aplikasi derivasi-o dalam struktur aljabar

lainnya.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini, akan diuraikan konsep dasar yang menjadi landasan teori untuk
mendukung pembahasan pada bagian selanjutnya.

2.1 Grup

Untuk dapat memahami konsep-konsep yang lebih kompleks dalam teori aljabar,
langkah awal yang penting adalah menguasai struktur dasar dalam aljabar abstrak,
yaitu grup. Sebelum membahas definisi grup secara lebih mendalam, terlebih dahulu

akan dijelaskan pengertian dari operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi biner * pada himpunan S merupakan fungsi dari S x S ke S.
Untuk setiap (a,b) € S x S, *(a,b) di S dinotasikan dengan a * b (Fitriani & Faisol,
2022).

Berikut diberikan contoh operasi biner.

Contoh 2.1.1 Diberikan himpunan S = {1, 2, 3, ...}. Didefinisikan operasi * dengan
aturan a * b = a + b untuk setiap a, b € S. Karena penjumlahan dua bilangan bulat
selalu menghasilkan bilangan bulat. Dengan demikian, operasi * merupakan operasi
biner pada S.

Contoh 2.1.2 Diberikan himpunan S = {1, 2, 3, ...}. Didefinisikan operasi * dengan
aturan a * b = a — b untuk setiap a,b € S. Misalkan a = 3 dan b = 5, diperoleh
3x5=3—5=—2¢ S.Dengan demikian, operasi * bukan merupakan operasi
biner pada S.

Struktur aljabar yang terdiri atas suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi

dengan satu operasi biner, serta memenuhi aksioma-aksioma tertentu, disebut grup.



Definisi 2.1.2 Suatu grup (G, ) terdiri dari himpunan G bersama operasi biner *

yang didefinisikan pada G dan memenuhi aksioma berikut:

1. operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ € G berlaku (a *

b)xc=ax(bxc);
2. terdapat elemen identitas e, yaitu untuk setiap a € G berlaku axe = e*xa = a;

3. untuk setiap a € G, terdapat elemen invers a~! € G sehingga berlaku a *

al=alxa=c¢

(Fitriani & Faisol, 2022).

Berikut diberikan contoh grup.

Contoh 2.1.3 Diberikan himpunan bilangan bulat 8Z = {8k |k € Z}. Akan
ditunjukkan bahwa (8Z, +) merupakan grup.

1. Diberikan sebarang a, b, ¢ € 8Z, dengan a = 8x,b = 8y, ¢ = 8z, untuk suatu
bilangan bulat z, y, z. Diperoleh:

(a+0b)+c=(8x + 8y) + 8=
= 8z + (8y + 82)
=a+ (b+c).

Jadi, operasi penjumlahan pada himpunan 8Z bersifat asosiatif.

2. Diberikan sebarang a € 8Z, dengan a = 8z, untuk suatu x € Z. Terdapat
0 € 8Z sehingga:
a+0=8r+0=8xr=a

dan
0+a=0+8x=8xr=a.

Jadi, terdapat elemen identitas, yaitu 0 € 87Z terhadap operasi penjualan.

3. Diberikan sebarang a € 8%, dengan a = 8z, untuk suatu x € Z. Terdapat
—a = —8z € 8Z sehingga:

a+(—a) =8x+ (—8x) =0



dan
(—a)+a=(—8z)+ 8z =0.

Jadi, setiap a € 8Z mempunyai elemen invers terhadap operasi penjumlahan,
yaitu —a € 8Z.

Karena memenuhi semua sifat, terbukti (87, +) merupakan grup.

Berikut ini diberikan definsi grup komutatif.

Definisi 2.1.3 Diberikan grup (G, *). G disebut grup komutatif (grup Abel) jika *
memenuhi sifat komutatif, yaitu a x b = b * a, untuk setiap a, b € G (Andari, 2015).

Selanjutnya akan diberikan contoh dari grup komutatif.

Contoh 2.1.4 Diberikan grup (8Z, +). Akan ditunjukkan grup merupakan grup
komutatif terhadap operasi penjumlahan.

Diberikan sebarang a,b € 87Z, dengan a = 8z,b = 8y, untuk suatu bilangan bulat
x, 1. Diperoleh:

a+b=8xr+ 8y
=8y + 8x
=b+a.

Jadi, operasi penjumlahan pada himpunan 87 bersifat komutatif yaitu a + b = b + a,
sehingga (87, +) merupakan grup Abel.

2.2 Ring

Setelah membahas grup, selanjutnya akan dibahas definisi ring.

Definisi 2.2.1 Diberikan himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan dua
operasi biner yakni + (operasi penjumlahan) dan - (operasi perkalian), selanjutnya
dilambangkan dengan (R, +, -). Struktur (R, +, -) dinamakan ring , jika memenuhi
aksioma:

1. (R,+) grup Abel, yaitu memenuhi:

(a) untuk setiap a,b € R,a+b e R



(b) untuk setiap a,b,c € R, (a+b) +c=a+ (b+¢)
(c) terdapate € R, untuk setiapa € R,a+e=e+a=a
(d) untuk setiap a € R, terdapata™! € R,a+a ' =a ' +a=ce
(e) untuk setiapa, b€ R,a+b=b+a
2. (R, -) semigrup, yaitu memenuhi:
(a) untuk setiapa,b € R,a-b€ R
(b) untuk setiap a,b,c € R,(a-b)-c=a-(b-c)

3. Sifat distribusi kiri dan kanan berlaku di R, yakni untuk setiap a,b,c € R
berlaku:

@ a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
() (a+b)-c=(a-c)+(b-c)

(Setiawan, 2014).

Berikut diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.1 Diberikan grup Abel (8Z, +). Akan ditunjukkan bahwa (87, +, -)

merupakan ring.

1. (8Z,+) merupakan grup Abel (telah ditunjukkan pada Contoh 2.1.3).

2. Akan ditunjukkan bahwa operasi perkalian bersifat asosiatif.
Diberikan sebarang a, b, ¢ € 8Z, dengan a = 8x,b = 8y, ¢ = 8z, untuk suatu
bilangan bulat x, y, z. Diperoleh:

(a-b)-c=(8xz-8y)- 8z
=8z - (8y - 82)
=a-(b-c).

Jadi, operasi perkalian pada himpunan 87 bersifat asosiatif.

3. Akan ditunjukkan bahwa sifat distribusi kiri dan kanan berlaku pada 8Z.
Diberikan sebarang a, b, ¢ € 87Z, dengan a = 8x,b = 8y, c = 8z, untuk suatu



bilangan bulat z, y, .

Diperoleh:

a-(b+c)=8x-(8y+82)
= (8x - 8y) + (8x - 82)
=(a-b)+ (a-c).

Jadi hukum sifat distribusi kiri berlaku pada 8Z.

(a+0b)-c=(8x+8y)- 8=
= (82 -82) + (8y - 82)
=(a-c)+ (b-c).

Jadi hukum sifat distribusi kanan berlaku pada 8Z.

Karena memenuhi semua sifat, terbukti (8Z, 4, -) merupakan ring.

Berikut ini diberikan definisi ring komutatif.

Definisi 2.2.2 Diberikan himpunan bilangan bulat Z terhadap operasi penjumlahan
dan perkalian yaitu setiap a, b € Z berlaku ab = ba, maka (Z, +, -) merupakan ring
komutatif (Rasiman dkk., 2018; Wahyuni dkk., 2021).

Selanjutnya akan diberikan contoh ring komutatif.

Contoh 2.2.2 Diberikan ring (87, +, ), Akan ditunjukkan ring merupakan ring
komutatif terhadap operasi perkalian.

Diberikan sebarang a, b € 8Z, dengan a = 8z, b = 8y, untuk suatu bilangan bulat
x, 1. Diperoleh:

a-b=8x-8y
=8y - 8w

=b-a.
Jadi, operasi perkalian pada himpunan 8Z bersifat komutatif yaitua - b = b - a.

Berikut ini diberikan definisi ring yang memuat elemen identitas, yang disebut

dengan ring dengan elemen satuan.



Definisi 2.2.3 Ring R merupakan ring dengan elemen satuan apabila ring tersebut
memuat elemen identitas terhadap operasi perkalian (Rasiman dkk., 2018).

Selanjutnya akan diberikan contoh ring dengan elemen satuan.

Contoh 2.2.3 Diberikan ring (M5(Z), +, -).

1
Akan ditunjukkan matriks [ = [0 merupakan elemen satuan pada ring

<M2(Z)7 +, >

b
Diberikan sebarang A = ¢ d] € M>(Z). Berlaku:
C

[.Azlohab
0 c d

—_

I
o
ISR

10
Demikian halnya A - I = A sehingga, terbukti bahwa [ = [O 1] merupakan

elemen satuan pada ring (Ms(Z), +, -).

Berikut diberikan definisi lapangan (field).

Definisi 2.2.4 Ring komutatif i dengan elemen satuan merupakan lapangan (field)

apabila setiap elemen tak nolnya memiliki invers terhadap operasi perkalian
(Persulessy & Mahmud, 2013).

Selanjutnya akan diberikan contoh lapangan (field).
Contoh 2.2.4 Diberikan ring (Zjs, +, -). Akan ditunjukkan bahwa (Zs, +, -) dengan

elemen satuan tak nolnya memiliki invers merupakan lapangan terhadap operasi
perkalian.

4 memiliki invers terhadap operasi perkalian.
(1)"! =1, karena1- 1 = 1. Selanjutnya, (2)~! =3, (3)"! =2dan (4)"! = 4.

Terbukti bahwa (Zs, 4, -) merupakan lapangan dengan elemen satuan tak nolnya

memiliki invers merupakan lapangan terhadap operasi perkalian.
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Berikut diberikan definisi homomorfisma ring.

Definisi 2.2.5 Diberikan ring (R, +, -) dan (S, +, -). Pemetaan f : R — S disebut

homomorfisma ring jika

flx+y) = f(x)+ f(y)

dan
flay) = f(x)- fy).
untuk setiap x,y € R (Rasiman dkk., 2018).

Selanjutnya akan diberikan contoh homomorfisma ring.

Contoh 2.2.5 Diberikan ring R = Z dan S = Zg. Didefinisikan f : Z — Zg
oleh f(a) = amod 6, untuk setiap a € Z. Akan ditunjukkan f merupakan

homomorfisma ring.

fla+0b) = (a+b) mod 6
= amod 6 + b mod 6

= f(a) + f(b)

dan

f(a-b) = (a-b) mod 6

a mod 6)(b mod 6)
= f(a)- f(D)

=
=

Jadi f merupakan homomorfisma ring.

Berikut diberikan definisi endomorfisma ring.

Definisi 2.2.6 Diberikan ring (R, +, -). Pemetaan f : R — R disebut endomorfisma
ring jika

flx+y) = fx)+ fy)
dan

flxy) = f(x) - f(y).
untuk setiap x,y € R (Rasiman dkk., 2018).



11

Selanjutnya akan diberikan contoh endomorfisma ring.

Contoh 2.2.6 Diberikan ring R = 7Z. Didefinisikan f : Z — Z oleh f(a) = a, untuk

setiap @ € Z. Akan ditunjukkan f merupakan endomorfisma ring.

fla+b)=a+b
= f(a) + f(b)
dan
fla-b)=a-b
= fla)- f(b)

Jadi f merupakan endomorfisma ring.

2.3 Modul

Pada bagian ini akan dibahas konsep modul. Pembahasan dimulai dengan definisi

modul kiri atas ring.

Definisi 2.3.1 Diberikan ring R. Suatu modul kiri atas R merupakan suatu himpunan
M yang memenubhi sifat-sifat berikut:

1. (M, +) merupakan grup Abel.

2. Didefinisikan pemetaan R x M — M yang dilambangkan dengan rm, untuk
setiap r € R dan m € M yang memenuhi sifat-sifat berikut:

(a) r(my + mg) = rmy + rmo, untuk setiap r € R, my, ms € M,
(b) (r1 + r9)m = rym + rom, untuk setiap r1,r, € R, m € M,
(c) rirg(m) = r1(rem), untuk setiap 71,79 € R, m € M;

(d) 1m = m, untuk setiap m € M.
(Andari, 2015).

Selanjutnya akan diberikan contoh modul kiri atas ring.

Contoh 2.3.1 Diberikang ring (Z, +). Akan ditunjukkan Z merupakan modul Kiri

atas ring Z.
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1. (Z,+) merupakan grup Abel.

2. Didefinisikan pemetaan Z x Z — Z yang dilambangkan dengan az, untuk
setiap a € Z dan x € Z yang memenuhi sifat-sifat berikut:

(@) a(x +y) = ax + ay, untuk setiap a € Z, x,y € Z;
(b) (a+ b)x = ax + bx, untuk setiap a,b € Z, x € Z,;
(c) ab(x) = a(bz), untuk setiap a,b € Z, x € Z;

(d) 1x = z, untuk setiap x € Z.
Jadi Z merupakan Z—modul kiri.

Berikut diberikan definisi modul kanan atas ring.

Definisi 2.3.2 Diberikan ring R. Suatu modul kanan atas R merupakan suatu

himpunan M yang memenuhi sifat-sifat berikut:

1. (M, +) merupakan grup Abel.

2. Didefinisikan pemetaan M x R — M yang dilambangkan dengan mr, untuk
setiap r € R dan m € M yang memenuhi sifat-sifat berikut:

(@) (mq + mgo)r = mqr + mor, untuk setiap r € R, my, mg € M,
(b) m(ry 4+ r3) = mry + mry, untuk setiap 1,7 € R, m € M;
(c) m(ryry) = (mry)ry, untuk setiap 1,79 € R, m € M;

(d) m1 = m, untuk setiap m € M.
(Andari, 2015).

Selanjutnya akan diberikan contoh modul kanan atas ring.

Contoh 2.3.2 Diberikan ring (Z, +). Akan ditunjukkan Z merupakan modul kanan
atas ring Z.

1. (Z,+) merupakan grup Abel.

2. Didefinisikan pemetaan Z x Z — 7Z yang dilambangkan dengan az, untuk
setiap a € Z dan x € Z yang memenuhi sifat-sifat berikut:

(@) (z +y)a = za+ ya, untuk setiap a € Z, x,y € Z;
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(b) z(a + b) = xa + xb, untuk setiap a,b € Z, x € Z;
(c) z(ab) = (xa)b, untuk setiap a,b € Z, x € Z;

(d) 1 = z, untuk setiap x € Z.

Jadi Z merupakan Z—modul kanan.

2.4 Ruang Vektor

Pada bagian ini akan dibahas konsep dasar dalam aljabar linear, yaitu ruang vektor
dan transformasi linear. Pembahasan dimulai dengan definisi ruang vektor yang

menjadi fondasi penting dalam memahami struktur dan operasi dalam aljabar linear.

Definisi 2.4.1 Diberikan lapangan . Suatu ruang vektor atas /' adalah himpunan tak
kosong V', yang elemennya disebut vektor, dilengkapi dengan dua operasi. Operasi

pertama adalah penjumlahan vektor, yang dinotasikan dengan simbol +,
+: VXV =V

dengan (u,v) — u+ v € V, untuk setiap u,v € V.
Operasi kedua disebut perkalian skalar:

XV SV,

dengan (r,u) — ru € V, untuk setiapr € FLu € V.

Ruang vektor memenuhi beberapa aksioma, yaitu untuk setiap u, v, w € V berlaku:
L u+ (v+w) = (utv) + w;
2. u+v=v+u;
3. terdapat 0 € V/, sehingga untuk setiap v € V, berlaku 0 + u = v + 0 = u;
4. untuk setiap u € V, terdapat —u € V, berlaku u + (—u) = (—u) + u = 0;

5. untuk setiap a,b € F' dan u,v € V, berlaku:
a(u+v) =au+ av
(a+bu = au+bu
(ab)u = a(bu)

lu = w.
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(Savage, 2018).

Berikut merupakan contoh ruang vektor.

Contoh 2.4.1 Diberikan V' meliputi himpunan semua fungsi dari R — R, yaitu:
V=A{f|f:R— R}
Didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian skalar yaitu:

(f +9)(x) = fz) + g(z)
dan
(af)(x) =a- f(z),
untuk setiap f,g € V dana,z € R.

Akan ditunjukkan bahwa V' merupakan ruang vektor atas RR.

1. Diberikan sebarang f, g, h € V. Akan ditunjukkan f + (g+h) = (f +g) + h.
Untuk setiap = € R, berlaku:

Jadi, sifat asosiatif pada operasi penjumlahan terpenuhi.

2. Diberikan sebarang f, g € V. Akan ditunjukkan f + g =g+ f.
Untuk setiap = € R, berlaku:

(f +9)(@) = f(x)
= g(x)

+

g(z)
f(z)
) ().

Q
+

~

Jadi, sifat komutatif pada operasi penjumlahan terpenuhi.

3. Didefinisikan fungsi nol 0 € V' dengan 0(z) = 0 untuk setiap = € R.
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Untuk setiap f € V diperoleh:

(f +0)(x) = f(z) + 0(z) = f(x) + 0 = f(z)
dan

O+ f)(x) = 0(z) + fz) = 0+ f(x) = f(x).
Dengan demikian, f +0 =0+ f = f untuk setiap f € V.

. Didefinisikan — f € V dengan (—f)(z) = — f(z).
Untuk setiap f € V diperoleh:

(f + (=N)x) = f(2) + (=)2) = f(z) = f(z) =0

dan
(=f) + Nx) = (=N)2) + f(z) = —f(x) + f(z) =
Dengan demikian, f + (—f) = (—f) + f = 0 untuk setiap f € V.

. Diberikan @ € R, f,g € V dan = € R. Akan ditunjukkan a(f + g) =

(af + ag).
Untuk setiap = € R, berlaku:

(a(f +9))(x) = a((f + 9)(z))
a(f(x) + g(x))

= af(x) + ag(z)

= (af)(z) + (ag)(x)

= (af + ag)(x).

Jadi, operasi perkalian skalar terhadap penjumlahan vektor bersifat distributif.

. Diberikan a,b € R, f € V dan z € R. Akan ditunjukkan (a+b)f = af +bf.
Untuk setiap z € R, berlaku:

Jadi, distribusi skalar terhadap penjumlahan skalar terpenuhi.
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7. Diberikan a,b € R dan f € V. Akan ditunjukkan (ab) f = a(bf).
Untuk setiap = € R, berlaku:

((ab) f)(x) = (ab)(f(2)) = a(b(f(x))) = (a(bf)) ().
Jadi, sifat asosiatif pada perkalian skalar terpenuhi.

8. Untuk setiap f € V akan ditunjukkan bahwa lu = w.
Untuk setiap € R, berlaku:

(1u)(z) = 1(u(z)) = u(z).
Jadi, elemen identitas pada perkalian skalar terpenuhi.

Dengan demikian, V' adalah ruang vektor atas R.

Berikut diberikan definisi transformasi linear.

Definisi 2.4.2 Jika T" : V' — W merupakan pemetaan dari ruang vektor V' keruang
vektor W, maka 7' disebut transformasi linear dari V' ke W jika untuk setiap u, v € V'
dan « € F, berlaku:

. T(u+v)=T(u)+T(v);

2. T(au) = aT(u)
(Cullen, 2012).

Selanjutnya akan diberikan contoh transformasi linear.

Contoh 2.4.2 Diberikan transformasi 7" : R? — R? yang didefinisikan:
T(xz,y) = (8z,8y).
Akan ditunjukkan bahwa T adalah transformasi linear dari R? ke R

1. Diberikan sebarang u,v € R?, dengan u = (1, ;) dan v = (2, y2).
Akan ditunjukkan 7'(u 4+ v) = T'(u) + T'(v).



17

T(u+v) =T((x1,y1) + (v2,92))
=T((z1 + 2), (Y1 + 12))
= (8(w1 + 2), 8(y1 + ¥2))
= (821 + 82, 8y; + 8y»)
= (81, 8y1) + (82, 8ya)
=T(u)+T(v).

Jadi, T(u +v) = T'(u) + T'(v).

2. Diberikan sebarang u € R?, dengan u = (z,y) dan a € R.
Akan ditunjukkan 7'(au) = oT'(u).

T(au) = T(ax, ay)
= (8aux, 8avy)
= «(8z, 8y)
= oT(u).

Jadi, T'(au) = o1 (u).

Dengan demikian, 7" merupakan transformasi linear dari R? ke R2.

2.5 Aljabar Lie

Pada bagian ini akan dibahas konsep dasar dan karakteristik dari aljabar Lie. Namun
sebelum itu, akan terlebih dahulu disampaikan beberapa definisi yang berkaitan
dengan aljabar Lie, seperti pemetaan bilinear. Berikut ini merupakan definisi dari

pemetaan bilinear.

Definisi 2.5.1 Diberikan sebarang ruang vektor V' atas lapangan F'. Pemetaan bilinear
pada V' adalah suatu fungsi

(—,—):VxV =V
(z,y) = (z,y)
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yang memenuhi sifat linear kanan dan kiri, yaitu:

(ax + B’ y) = oz, y) + (', y)
(z,ay + BY') = afa,y) + Bla,y)

untuk setiap x, z’,y,y’ € V dan o, § € F' (Utama dkk., 2021).

Selanjutnya akan disajikan definisi mengenai bracket Lie dan aljabar Lie.

Definisi 2.5.2 Diberikan ruang vektor L atas lapangan F'. Suatu pemetaan bilinear
L x L — L,(x,y) — [z,y] disebut bracket Lie pada L jika dan hanya jika untuk
setiap x,y € L, memenuhi:

l. [z,y] = —|y,x] (antisimetris);
2. [z, ]y, 2]) = [[z,y], 2] + [y, [z, 2]] (identitas Jacobi).

Suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan bracket Lie disebut sebagai aljabar Lie
(Utama dkk., 2021).

Selanjutnya akan diberikan contoh aljabar Lie.

Contoh 2.5.1 Diberikan ruang vektor M5(IR) atas R. Didefinisikan operasi bracket
Lie untuk setiap X, Y € M;(R) sebagai,

[X,Y]=XY -YX

Akan ditunjukkan bahwa M,(R) memenuhi sifat-sifat bracket Lie dan merupakan

suatu aljabar Lie.

1. Untuk setiap X, Y € M;5(R) berlaku.
X,Y]= XY - YX =—(YX - XY) = [V, X].

Jadi, sifat antisimetris terpenuhi.
2. Untuk setiap X, Y, Z € M,(R) berlaku.

Dari ruas kiri diperoleh:

X, Y, Z|=X(YZ-2Y)— (YZ-2ZY)X
=XYZ-XZY -YZX + ZYX.
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Di sisi lain, dari ruas kanan diperoleh:

(X, Y], Z] +[Y,[X,Z]] = (XY = YX)Z — Z(XY — Y X))
+(Y(XZ - 2ZX)—(ZX = XZ)Y)
= XYZ-YXZ—-ZXY -2YX
YYXZ-YZIX - XZY - ZXY
= XYZ+2YX-YZX - XZY
=XYZ-XZY -YZX +ZYX.

Jadi, identitas Jacobi terpenuhi yaitu [ X, [V, Z]] = [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]].
Dengan demikian, Ms(IR) merupakan suatu aljabar Lie.

Selanjutnya akan diberikan contoh lain aljabar Lie.

Contoh 2.5.2 Diberikan ruang vektor X, Y, Z € M(R), dengan

alO’Y:@O’Z:agO’
0 0 0 0 0 0

untuk setiap aq, as, az € R. Didefinisikan operasi bracket Lie untuk setiap X, Y €
M,(R) sebagai [X,Y] = XY — Y X.

Akan ditunjukkan X, Y, Z € M,(R) memenuhi sifat bracket Lie dan merupakan
suatu aljabar Lie.

X —

1. Untuk setiap X, Y € Ms(R), berlaku [X, Y] = —[Y, X].
aq 0 (05} 0
0 0/ |0 O
. -CL1 0 asg 0 a9 0 ay 0
1o ol |0 0 0 0[]0 0

[X7Y] =
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Di sisi lain,

== oL )
_ :(IQ O: aq 0 _ (05} 0 aq 0
B 10 0] ][0 0 0 0/l0 0O

. Untuk setiap X, Y, Z € M(R), berlaku

[Xv [Y7 Z“ = HX7 Y], Z] + [Y, [X7 Z“

R (el o

X, [v,2) = ||

ay

5]

foo
0 0|

IR
i
(5317 )
FICERGR

|© O“O OHO o]

Di sisi lain,

[[Xv Y]7Z} + [Y7 [X7 Z]] =

_|_

+
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~[fo o] fas 0 [ 0] foo
“{lool’]o o 0 ol o 0
0o o] [o o
- 1
00 0 0
~Jo 0]
0 0|

Jadi XY, Z € My(R) memenuhi sifat bracket Lie dan merupakan suatu aljabar Lie.

Berikut ini diberikan definisi hasil kali silang (cross product).

Definisi 2.5.3 Diberikan u,v € R3, dengan u = (uq, uz, u3) dan v = (vy, v2, v3).
Hasil kali silang (cross product) antara u dan v didefinisikan sebagai

T gk
. |U2 U3
UXV=|u Uy Uzl =1
Vg U3

V1 Uy Vs
u X v =i(ugvz — uzvq) — j(ugvs — uzvy) + k(ugve — ugvy).

Adapun juga aturan triple cross product dengan BAC—CAB. Diberikan a, b, c € R3,
triple cross product didefinisikan sebagai

ax (bxc)=bla-c)—c(a-b)
(Marsden & Tromba, 2012).

Selanjutnya merupakan contoh bracket Lie vektor.

Contoh 2.5.3 Diberikan ruang vektor R? atas R. Didefinisikan operasi bracket Lie
untuk setiap z,y € R? sebagai,

[,y =2 xy

Akan ditunjukkan bahwa R3 memenuhi sifat-sifat bracket Lie dan merupakan suatu

aljabar Lie.
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1. Untuk setiap =, y € R berlaku.

[Tyl =2 xy=—(y x2) = ~[y,z].
Jadi, sifat antisimetris terpenuhi.

2. Untuk setiap z,y, z € R? berlaku.

[z 9, 2] + y, [, 2]
0

[z, 1y, 2]
[mv [yv Z]] - [[x,y], 2} - [y[ma Z]]

dengan sifat antisimetris diperoleh bentuk identitas jacobi:

[x[y,z]] + [y7 [va“ + [ZE, [x,y]] =0.

Dari ruas kiri diperoleh:
[zly, 2]] + [y, [z, 2]] + [z, [, ¥]]

X (yxz)+(yx(zxz)+ (2% (zxy))
z-2)y—(z-y)2)+ ((y-2)z—(y-2)z) + ((z-y)r — (2 - 2)y)

Jadi, identitas Jacobi terpenuhi yaitu [z[y, z]] + [y, [z, z]] + [, [z, y]] = 0.
Dengan demikian, R? merupakan suatu aljabar Lie.

Berikut ini diberikan definisi homomorfisma Lie.

Definisi 2.5.4 Diberikan aljabar Lie L dan L' dengan bracket Lie masing-masing
[-,-] dan [-,-]’. Suatu pemetaan o : L — L’ disebut homomorfisma Lie jika untuk

setiap z,y € L berlaku
o([z,y]) = [o(x),0(y)]"
(Utama dkk., 2021).

Selanjutnya merupakan contoh homomorfisma Lie.

Contoh 2.5.4 Diberikan aljabar Lie L = R? dengan bracket [(z1,v1), (2, y2)] =
(0,0) dan L’ = R. Didefinisikan o : R?> — R oleh o = x + y untuk setiap z,y € R.
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Akan ditunjukkan o merupakan homomorfisma ring.

o([z,y]) = o([(z1,91), (22, 92)])
(0,0)

I
o Q

dan

[o(2),0(y)]

= [U(xlv yl)a U($27 92)]/
= [z1 4+ y1, 22 + yo
= 0.

Jadi 0 merupakan homomorfisma Lie.

Berikut ini diberikan definisi endomorfisma Lie.

Definisi 2.5.5 Diberikan aljabar Lie L dengan bracket Lie |-, -]. Suatu pemetaan
o : L — L disebut endomorfisma Lie jika untuk setiap x,y € L berlaku

o([z,y]) = [o(2),0(y)].

(Utama dkk., 2021).

Selanjutnya akan diberikan contoh endomorfisma Lie.

b
Contoh 2.5.5 Diberikan Aljabar Lie L = My(R) = { [a d] la,b,c,d € R}.
c

Didefinisikan o : L — L sebagai berikut:
a b a —b
o = ,
c d —c b
b
untuk setiap ¢ € L.
c d

Akan ditunjukkan o merupakan endomorfisma Lie.

] € My(R).

a; by az by

Y =

¢ dy

Diberikan sebarang X =
C2 Q2
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o([X,Y]) = (XY — YX)

-al b1 a9 b2 a9 bg ay b1
= 0 —_
C1 dl Cy d2 Cy d2 C1 dl
a1a2—|—6201 agbl+b2d1

. _alag + blCQ a162 + b1d2
ascy + Cle bgCl + dldg aicy + Cldg b102 + d1d2

)

. _(a1a2 +bica) — (arag + bacy)  (arby + bidy) — (aghy + bady)
_(a201 + CZdl) — (CL1C2 -+ Cldg) (bgCl + dldg) — (blCQ + dldg)
Yy _alag + b102 — Q19 — bgCl albg + b1d2 - a2b1 — bgdl
| A2C1 + cody — ajcy — cidy  bacy + didy — bicy — didy
_ b102 — b261 —(a1b2 + bldg — ngl — bgdl)
—(a201 + Cle — a1Cy — CldQ) b201 — b102

Di sisi lain,
[0(X),0(Y)] =0(X)o(Y) —o(Y)o(X)

. [ aq —bl a9 —bg a9 —b2 aq —bl
a -1 dy —C2  dy —Cc2  dy —c1 dy

. [ a1ao + b102 —((lle + bldz)
_—(G2C1 + cody) bacy + dyds

—(alcz + Cldg) b102 + d1d2
[ blCQ — bgCl —(a1b2 + b1d2 - CLle — b2d1)
_< ’

ascy + cady — ajco — c1ds) bacy — bicy

B [ ayas + bocy —(agby + bady)

Jadi 0 merupakan endomorfisma Lie.

2.6 Derivasi

Derivasi merupakan suatu pemetaan dari sebuah struktur aljabar ke dirinya sendiri
yang memenuhi sifat tertentu, yang merupakan generalisasi dari aturan turunan
dalam kalkulus (Hidayati & Suryoto, 2012). Selanjutnya akan dibahas mengenai
definisi derivasi pada ring serta derivasi pada aljabar Lie.
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2.6.1 Derivasi pada Ring

Derivasi pada ring merupakan konsep yang memperluas gagasan turunan dalam
kalkulus ke dalam konteks struktur aljabar. Secara umum, derivasi pada ring adalah
suatu pemetaan dari sebuah struktur aljabar ke dirinya sendiri yang memenuhi sifat
aditif serta memenuhi aturan hasil kali Leibniz (Thomas dkk., 2024).

Definisi 2.6.1 Diberikan ring R. Suatu derivasi pada R adalah pemetaand : R — R
yang memenuhi sifat berikut:

1. d(a+b) =d(a) +d(b) (aditif)

2. d(ab) = d(a)b+ ad(b) (aturan Leibniz)
untuk setiap a, b € R (Ernanto, 2018; Ali dkk., 2024).

Berikut diberikan contoh derivasi pada ring.

b
Contoh 2.6.1 Diberikan ring R = M,(Z) = { [a d] la,b,c,d € Z}.
C
Didefinisikan d : R — R sebagai berikut:

(-1

b
untuk setiap ¢ J € Rdank € Z.
C

Akan ditunjukkan d merupakan derivasi.

ap by as by

Diberikan sebarang A = , B = € My(Z).

1 1 C2 2

1. Akan ditunjukkan d bersifat aditif, yaitu d(A + B) = d(A) + d(B)
(05} bg
ca dy

ap by

d(A+B):d<

c dy

—d _a1+a2 bl—l-bg
_C1+CQ d1+d2
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B 0 k(by + bs)
B _—k(01+02) 0

o kW) 0 k(b)
| k(e) 0 ]+ —k(ez) 0 ]
= d(A) 4+ d(B).

Karena d(A + B) = d(A) + d(B), d bersifat aditif.

2. Akan ditunjukkan d memenuhi aturan Leibniz, yaitu d(AB) = d(A)B +

Ad(B)
a9 bQ
Co dg

_CL1(L2 + 6102 albg + bldg
_CLQCl + 02d1 bgCl + d1d2

a; by

¢ dy

d(AB) =d (

)

0 k(a1by + bids)
—k(azcl + Cle) 0 .

Di sisi lain,

aq b1 a9 b2
d(A)B + Ad(B) :d<Ll ch]) L? .

0 k)] [as b
_—k:(cl) 0

| ko) k(bldz)] —k(bics) k(albg)]
_—k(a261> —]{Z(bQCl) —k'<C2d1) k(bgcl)

. [ 0 k:(a162 + bldg)
_—k(a201 + Cle) 0 .

Karena d(AB) = d(A)B + Ad(B), d memenuhi aturan Leibniz.
Jadi d merupakan derivasi pada M(7Z).

2.6.2 Derivasi pada Aljabar Lie

Derivasi pada aljabar Lie merupakan perluasan konsep derivasi dari kalkulus atau

aljabar asosiatif ke dalam kerangka aljabar Lie, yaitu struktur aljabar dengan operasi
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biner yang disebut bracket Lie (Jacobson, 2013).

Definisi 2.6.2 Diberikan aljabar Lie L. Suatu derivasi pada L adalah pemetaan aditif

d : L — L yang memenuhi aturan Leibniz, yaitu:
d([a, b]) = [d(a), b] + [a, d(D)]

untuk setiap a, b € L dan bracket Lie [a, b] = ab — ba (Utama dkk., 2021).

] ]a,b,c,dER}.

Berikut diberikan contoh derivasi pada aljabar Lie.

a b
d

C

Contoh 2.6.2 Diberikan aljabar Lie L = M,(R) = { [

Didefinisikan d : L — L sebagai berikut:

a1 bly | 0O kb
c dl)] |-ke 0]’
untuk setiap € Ldank € R.
c
Akan ditunjukkan d merupakan derivasi Lie.
o ai b az by
Diberikan sebarang A = ,B = € My(R).
C1 dl Cy dg
Dari ruas kiri diperoleh:
d([A, B]) = d(AB — BA)
—d _CLl b1 a9 b2 (05} bz aq b1
B c1 di| |c2 dy ca dy| |c1 dy

a2l71 + b2d1
blCQ + d1d2

_a1a2 +bica arby + bidy ayas + becy

aicy + CldQ

¥

aoC1 + Czdl bZCl + dldg

—d (a1a2 + blcg) - (alag + bgCl)
_(a201 + Cle) — (CL162 + Cldg)
—d _a1a2 + b162 — a1y — bgCl

0

ascy + C2d1 — A1Cy — CldQ)

o

albg + bldg - a2b1 — bgdl

aoCy + 02d1 — Q1Cy — Cldg bQCl + d1d2 - blcg — dldQ

)

(albg + bldg) — (a261 + bgdl)
(bacy + dydy) — (bicy + didy)

|
I

k(aiby + bidy — asby — bady)
0
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Di sisi lain, dari ruas kanan diperoleh:
[d(A), B] + [A, d(B)]

= (d(A)B — Bd(A)) + (Ad(B) — d(B)A)
. 0 ]{Ibl_ (05} b2 _ (05} bQ 0 ]fbl
B —]CCl 0 (&) d2 Cy d2 —]{301 0
aq b1 [ 0 k’bg 0 kbg ay b1
C1 d1 _kCQ _kCQ 0 C1 dl

0
B [ k(bics) k(bldg)] B [—kz(bgcl) k(azbl)D
N ) —k(crdy)  k(bicy)

k](bQCl) k(b2dl) )
—k(ajce) —k(bico)
[—k(bl@ +bac1)  k(arby — del)]

—k’(blcg) k(a1b2 _

—/{Z(ngl) k(bgcl)
]{?(blcg + bgcl) k(bldg — a2b1>

_k(—agcl + Cldg) —k‘(bQCl + blcg)

k(—ngl + alcg) k(bgcl + blcz)

. 0 k(bldg — Clgbl + Cllbg — bgdl)
_k(—agcl + Cldg — C2d1 + alcg) 0 ]
O 0 k(aibs + byds — asby — bad,)]
_—k(agcl + C2d1 — a1Cy — Cldg) 0 |

Karena d([A, B]) = [d(A), B] + [A, d(B)], d memenuhi aturan Leibniz.
Jadi d merupakan derivasi Lie pada M, (RR).

2.7 Derivasi Inner

Derivasi inner merupakan derivasi yang dibentuk oleh operasi komutator terhadap
suatu elemen aljabar (Utama dkk., 2021).

Definisi 2.7.1 Diberikan suatu aljabar Lie L atas ruang vektor /. Suatu pemetaan
ad, : L — L untuk setiap x,y € L yang didefinisikan dengan

ad,(y) = [v,y] = vy —yx

disebut derivasi inner (Utama dkk., 2021).
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Berikut diberikan contoh derivasi inner.

0 b

—C

A= |"

Y

Contoh 2.7.1 Diberikan X = [
1 1

Ms(R).

Akan ditunjukkan derivasi inner memenuhi aturan Leibniz yaitu

Cde<AB) = adx(A)B + A(adX(B))

bl] dan B =

Dari ruas kiri diperoleh:
adx(AB) = [X, AB|

— X(AB) — (AB)X
N [ 0 b- aq bl a9 bg aq b1 (45} bg 0 b-
B —c 0 C1 dl Co dg C1 dl Co dg —c 0
. [ 0 b_ ajag + b1C2 albg + bldg _ a1a2 + blcg albg + bldg_ 0 b
B —c 0 asC + C2d1 b201 + dldg asC + C2d1 bgCl + dldg —c 0

(a1bg + bids)(—c) (aiaz + bicy
(bgCl + dldz)(—c) (a201 + C2d1
b(CLgCl + Cle) — (a1b2 + bldz)(—c) b(b2C1 + dldg) — (CLlCLQ + 61C2)b
_(—c)(a1a2 + b102> — (b201 + dldg)(—C) (—c)(a1b2 + bldg) — (CLQCl —|— ngl)b

- [ b(a201 + CZdl) b(b261 + d1d2> _
_(—c)(a1a2 + bica) (—c)(arbe + bids)

Di sisi lain diperoleh:
adx(A)B + A(adx(B))
= [X, A]|B + A[X, B]
= (XA—-AX)B+ A(XB — BX)

T R | )
S L o | )
‘([(—bi;;n <—b(§lzb1>] _[< i) (- D [ ]

a b1] <[ b(c2) b(ds) ] [(bz) —¢) (a b])
e di| \ [(=¢)(a2) (—c)(by) (da)(—c) (ca)b

+

_|_

)b
)b

] |
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b(c1) = (b1)(—c) b(dy) — (a1)b ] [a2 52]

(—)(ar) = (di)(—c) (=c)(b1) = (c1)b] |2 da
bca) = (b2)(—=c)  b(da)

(—e)az) = (d2)(—c) (—=c)(b2) — (c2)b
b(ascy + cody) — (a1be + bidy)(—c) b(bacy + dids) — (arag + bica)b

(—c)(ajag + bicy) — (byey + didy)(—c)  (—c)(aiby + bidy) — (agey + cady)b|

+Cll by

a dy

Karena adx(AB) = adx(A)B + A(adx(B)), terbukti adx merupakan derivasi

inner.

2.8 Derivasi-o

Derivasi-o merupakan perluasan dari teori derivasi klasik dalam struktur aljabar,
seperti ring dan aljabar asosiatif. Secara umum adalah suatu generalisasi dari konsep
derivasi dalam aljabar menggunakan aturan Leibniz dimodifikasi dengan melibatkan
suatu endomorfisma (Hosseini dkk., 2011).

Definisi 2.8.1 Diberikan ring R dan ¢ adalah endomorfisma pada 1. Suatu pemetaan
aditif d : R — R disebut derivasi-o jika

d(ab) = d(a)b+ o(a)d(b),
untuk setiap a,b € R (Mirzavaziri & Moslehian, 2006).

Berikut diberikan contoh derivasi-o.

Contoh 2.8.1 Diberikan ring M(R).
Pilih P € M,(R) dan didefinisikan o : My(R) — M,(R) sebagai berikut:

o(A)=PAP™1
dan
d(A)=0(A)— A
= PAP ' — A,

untuk setiap A € My(R).



31

Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivasi-o yaitu:
d(AB) = d(A)B + o(A)d(B).
Dari ruas kiri diperoleh:

d(AB) = 0(AB) — AB
— PABP~' — AB.

Di sisi lain,

d(A)B + o(A)d(B) = (PAP™" — A)B + (PAP™')(PBP™' — B)
= PAP'B - AB+ PAP'PBP™' — PAP'B
= -AB+ PAP'PBP™!
= PAP'PBP™' — AB
— PABP™' — AB

Karena d(AB) = d(A)B + o(A)d(B), maka d merupakan derivasi-o pada M(R).



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di
Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan [Imu Pengetahuan Alam, Universitas
Lampung yang beralamat di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong

Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Langkah-Langkah Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dan analisis teoritis, dengan
mengumpulkan referensi seperti jurnal, artikel ilmiah, buku, dan sumber lainnya
yang terkait dengan penelitian ini. Secara umum langkah-langkah penelitian ini
sebagai berikut.

1. Mempelajari teori grup, ring, modul, ruang vektor, aljabar Lie, derivasi pada
ring, derivasi pada aljabar Lie, derivasi inner, dan derivasi-o.

2. Mengonstruksi contoh-contoh derivasi-o pada aljabar Lie.
3. Menyelidiki sifat-sifat derivasi-o pada aljabar Lie.

4. Menyelidiki bagaimana hubungan derivasi-o pada aljabar Lie dengan derivasi
pada aljabar Lie.



Adapun diagram langkah-langkah penelitian dapat dilihat pada Gambar 3.1.

Tahap 1 Mempelajari teori grup, ring, ruang vektor,
aljabar Lie, derivasi, derivasi pada ring, derivasi

pada aljabar Lie, derivasi inner, dan derivasi-o.

!

Tahap 2 Mengonstruksi contoh-contoh

derivasi-o pada aljabar Lie.

Tahap 3 Menyelidiki sifat-sifat

derivasi-o pada aljabar Lie.

Tahap 4 Menyelidiki bagaimana hubungan derivasi-o
pada aljabar Lie dengan derivasi pada aljabar Lie.

Gambar 3.1 Langkah-langkah penelitian.
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa derivasi-o pada
aljabar Lie merupakan suatu generalisasi dari derivasi pada aljabar Lie dengan
melibatkan suatu endomorfisma linear o, serta menggunakan bracket komutator
[a, b] = ab — ba. Penelitian ini berhasil mendefinisikan derivasi-o pada aljabar Lie
serta sifat-sifat dan memberikan beberapa contoh yang mengilustrasikan konsep ini
dalam aplikasi aljabar Lie yang lebih luas. Selain itu, diperoleh bahwa hubungan
derivasi-o pada aljabar Lie dengan derivasi pada aljabar Lie berlaku jika derivasi-o

pada aljabar lie dengan kondisi ¢ merupakan pemetaan identitas.

5.2 Saran

Penelitian selanjutnya diharapkan dapat mengembangkan lebih jauh mengenai
derivasi-o dalam konteks aljabar lainnya. Selain itu derivasi-o pada aljabar Lie dapat
dikembangkan pada struktur bracket Lie lainnya untuk mengetahui kemungkinan
munculnya sifat-sifat baru, sehingga dapat memberikan kontribusi yang besar
terhadap perkembangan derivasi-o dalam konteks aljabar lainnya.
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