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ABSTRACT

HOMODERIVATION ON LIE ALGEBRA
By

Muhammad Khoirul Prasetiyo

This study investigates the concept of homoderivation on Lie algebras using
the commutator [a,b] = ab — ba. The objectives of this research are to define
homoderivations on Lie algebras, analyze their properties, and examine their
relationship with Lie derivations. The research method is based on a literature review
and theoretical analysis, involving the formulation of definitions, the establishment
of theorems, and the development of rigorous proofs supported by relevant examples.
The results show that homoderivations on Lie algebras constitute an extension of the
concept of Lie derivations while remaining consistent with the Lie bracket structure.
Several fundamental properties of homoderivations are established, including those
related to linearity and their interaction with Lie ideals. Furthermore, it is proven that
every Lie derivation is a homoderivation; however, the converse does not generally
hold. Hence, homoderivations on Lie algebras can be regarded as a generalization of
Lie derivations under certain conditions.

Keywords: derivation, homoderivation, Lie derivation, Lie algebra, commutator.



ABSTRAK

HOMODERIVASI PADA ALJABAR LIE

Oleh

Muhammad Khoirul Prasetiyo

Penelitian ini membahas konsep homoderivasi pada aljabar Lie dengan menggunakan
komutator [a.b] = ab — ba. Tujuan penelitian ini adalah untuk mendefinisikan
homoderivasi pada aljabar Lie, menganalisis sifat-sifatnya, serta menyelidiki
hubungannya dengan derivasi Lie. Metode yang digunakan dalam penelitian ini
adalah studi literatur dan analisis teoritis dengan menyusun definisi, teorema,
pembuktian, serta contoh-contoh yang relevan. Hasil penelitian menunjukkan
bahwa homoderivasi pada aljabar Lie merupakan pengembangan dari konsep
derivasi Lie yang tetap konsisten terhadap struktur bracket Lie. Diperoleh beberapa
sifat homoderivasi pada aljabar Lie, di antaranya berkaitan dengan linearitas
dan keterkaitannya terhadap struktur ideal Lie. Selain itu, ditunjukkan bahwa
setiap derivasi Lie merupakan homoderivasi pada aljabar Lie, namun tidak setiap
homoderivasi pada aljabar Lie merupakan derivasi Lie, sehingga homoderivasi pada
aljabar Lie dapat dipandang sebagai generalisasi dari derivasi Lie dengan memenuhi
kondisi tertentu.

Kata kunci: derivasi, homoderivasi, derivasi Lie, aljabar Lie, komutator.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Derivasi merupakan konsep fundamental dalam kajian aljabar. Menurut Ali dkk.
(2024), derivasi memiliki banyak aplikasi, terutama untuk mengungkap sifat struktur
seperti aljabar Lie dan ideal. Secara umum, derivasi didefinisikan sebagai pemetaan
aditif yang memenubhi sifat Leibniz, sehingga menjadi dasar penting dalam teori ring

untuk menganalisis ideal dan komutativitas.

Kajian tentang derivasi dalam ring terus berkembang, misalnya Ernanto (2018)
yang menyoroti sifat-sifat ring faktor yang dilengkapi derivasi, serta Al-Khalaf
dkk. (2018a) yang mengkaji derivasi dalam ring diferensial prima. Selanjutnya,
Atteya (2020) meneliti kondisi komutativitas pada ring semiprima yang dilengkapi
derivasi. Perkembangan kajian ini juga terlihat dalam penelitian Fitriani dkk. (2024)
yang mengkaji f-derivasi pada modul polinomial, Sitompul dkk. (2024) yang
meneliti Jordan derivasi pada ring polinomial R|x], dan Mursyidah dkk. (2025) yang
memperkenalkan konsep derivasi nil dan d-ideal pada ring polinomial. Kontribusi
lain datang dari Waluyo dkk. (2025) yang membahas (o, 7)-derivasi pada ring grup,
serta Faisol & Fitriani (2025) yang menganalisis derivasi dan pemetaan linear pada

skew generalized power series modules.

Selain dalam ring, konsep derivasi juga berkembang dalam kerangka aljabar Lie.
Utama dkk. (2021) mengulas representasi adjoin pada aljabar Lie yang memperluas
pemahaman mengenai struktur internalnya. Kajian ini berlanjut dengan penelitian
Basdouri dkk. (2023) yang memperkenalkan invertible derivations pada aljabar
Lie, serta Huang dkk. (2023) yang memfokuskan analisis pada aljabar Murray—von
Neumann. Kompleksitas konsep derivasi semakin terlihat pada penelitian Chen
dkk. (2025), yang menunjukkan bahwa derivasi pada w-Lie aljabar lebih kompleks

dibandingkan derivasi pada aljabar Lie biasa, dan penelitian Futorny & Tantubay



(2025) yang menelaah representasi aljabar Lie Hamiltonian serta perannya dalam

fisika matematis.

Perkembangan lain muncul melalui kajian homoderivasi. Al-Khalaf dkk. (2018b)
menyoroti keterkaitannya dengan Lie ring sederhana, sedangkan Alharfie & Muthana
(2019) mengeksplorasi karakteristik homoderivasi pada ring prima. Khan dkk. (2022)
kemudian mengkaji teorema Herstein pada ideal prima dengan melibatkan sepasang
derivasi, sementara Chen & Zhang (2022) mengembangkan pendekatan berbasis
aljabar komutatif untuk mengkarakterisasi struktur Hom-Lie aljabar. Pada tahun
yang sama, El-Sayiad dkk. (2022) memperkenalkan konsep n-homoderivasi dalam
ring semiprima, yang dilanjutkan oleh Tammam dkk. (2022) dengan penekanan pada
elemen pusat, serta El-Soufi & Ghareeb (2022) yang menekankan aplikasinya pada

ring prima dan semiprima.

Boua & Sogiitcii (2023) memperluas semi-prima ring melalui konsep perluasan
homoderivasi. Turkmen (2024) mengkaji hubungan antara homoderivasi dan
semi-derivasi, sementara Ermeidis & Jotz (2024) meneliti keterkaitan homoderivasi
dan perubahan ideal dalam aljabar Lie. Penelitian terbaru menunjukkan arah kajian
yang semakin sistematis. Thomas dkk. (2024) menelaah derivasi pada berbagai
jenis ring, sementara Ali dkk. (2024) menyajikan survei komprehensif mengenai
tipe-tipe derivasi. Shahoodh (2024) merancang kerangka teoritis untuk menganalisis

pasangan derivasi dalam semi-ring.

Dalam kaitannya dengan pengembangan konsep homoderivasi, beberapa penelitian
berfokus pada penerapan konsep derivasi dan homoderivasi dalam struktur Lie yang
dibangun atas ring asosiatif. Salah satu penelitian awal dilakukan oleh Herstein
(1961) yang mengkaji struktur Lie dan Jordan dalam ring asosiatif sederhana
menggunakan bentuk komutator. Pada penelitian Sarikaya & Golbasi (2023) yang
meneliti homoderivasi pada ring prima dan ideal Lie, juga menggunakan komutator
sebagai operator Lie-nya. Arah penelitian tersebut kemudian diperluas oleh Hummdi
dkk. (2025) yang mengkaji ideal Lie dan homoderivasi pada ring semiprima, tetap
dalam kerangka komutator untuk mengkaji hubungan antara ideal Lie dan struktur

homoderivasi.

Berdasarkan tinjauan penelitian terdahulu yang telah dilakukan, dapat disimpulkan
bahwa penelitian mengenai derivasi dan homoderivasi telah menunjukkan

perkembangan. Akan tetapi, penerapan konsep homoderivasi dalam konteks aljabar



Lie masih tergolong terbatas dan belum banyak dieksplorasi secara mendalam.
Dalam penelitian ini, bentuk bracket Lie yang digunakan adalah komutator, sehingga
pembahasan difokuskan pada analisis sifat dan struktur homoderivasi yang muncul
dari definisi komutator [a, b] = ab — ba. Oleh karena itu, penelitian ini diarahkan
untuk mengisi kekosongan dengan menganalisis dan mengembangkan pemahaman
tentang homoderivasi pada aljabar Lie.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. mendefinisikan homoderivasi pada aljabar Lie;
2. mengonstruksi contoh dan menganalisis sifat homoderivasi pada aljabar Lie;

3. menyelidiki hubungan antara homoderivasi pada aljabar Lie dengan derivasi
Lie.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. mengetahui sifat-sifat homoderivasi pada aljabar Lie;

2. mengetahui hubungan antara homoderivasi pada aljabar Lie dengan derivasi
Lie;

3. menambabh referensi yang lebih dalam mengenai homoderivasi pada aljabar
Lie, yang dapat menjadi dasar bagi penelitian lebih lanjut.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini, akan diuraikan konsep dasar yang menjadi landasan teori untuk

mendukung pembahasan pada bagian selanjutnya.

2.1 Grup

Salah satu langkah penting untuk mendalami konsep-konsep yang lebih kompleks
dalam teori aljabar adalah memahami struktur dasar dalam aljabar abstrak, yaitu

grup. Sebelum membahas pengertian grup, berikut diberikan definisi operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi biner * pada himpunan S merupakan fungsi dari S x S ke S.
Untuk setiap (a,b) € S x S, *(a, b) di S dinotasikan dengan « * b (Fitriani & Faisol,
2022).

Contoh 2.1.1 Diberikan himpunan

oAl

Akan ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan matriks merupakan operasi biner
pada G.

a, b, c, d GR}.

Diberikan dua matriks

b
a | e f ca.
c d| |g h
sehingga diperoleh
a b e fl _ late b+ f
¢ d g h| |e+g d+h|




Karena hasil penjumlahan tersebut tetap menghasilkan matriks yang memiliki
elemen-elemen a, b, ¢, d, e, f, g, h € R, jadi hasil penjumlahan matriks ini
tetap berada dalam himpunan G. Dengan demikian, operasi penjumlahan matriks

merupakan operasi biner pada G.

Struktur aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan
satu operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu dinamakan grup.

Definisi 2.1.2 Suatu grup (G, ) terdiri dari himpunan G bersama operasi biner *

yang didefinisikan pada G dan memenuhi aksioma berikut:

1. operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ € G berlaku

(axb)xc=ax(bxc);
2. terdapat elemen identitas e, yaitu untuk setiap a € G berlaku axe = exa = a;

3. untuk setiap a € G, terdapat elemen invers a~! € G sehingga berlaku

L—glxa=e

a*xa

(Fitriani & Faisol, 2022).

Contoh 2.1.2 Diberikan himpunan 2Z = {2k | k € Z}. Akan ditunjukkan bahwa

27 bersama dengan operasi penjumlahan merupakan grup.

1. Diberikan sebarang a, b, ¢ € 27, dengan a = 2r, b = 2s, ¢ = 2t, untuk suatu
r, s, t € Z. Oleh karena itu,

(a+b)+c=(2r+2s)+2t
=2r + (2s + 2t)
=a+ (b+c).

Jadi, operasi penjumlahan pada himpunan 27 bersifat asosiatif.

2. Diberikan sebarang a € 27Z, dengan a = 2r, untuk suatu r € Z. Terdapat 0 dalam
27, sehingga

a+0=2r+0=2r=a,dan0+a =0+ 2r =2r = a.

Jadi, terdapat elemen identitas terhadap operasi penjumlahan yaitu 0 € 2Z.



3. Diberikan sebarang a € 2Z, dengan a = 2r, untuk suatu z € Z. Terdapat
—a = —2r € 27, sehingga

a+ (—a) =2r+(=2r)

dan

jadi, setiap a € 2Z mempunyai elemen invers terhadap operasi penjumlahan,
yaitu —a € 27Z.

Dari 1, 2, dan 3 terbukti bahwa (2Z, +) merupakan grup.

2.2 Ring

Ring adalah struktur aljabar yang lebih kompleks dan memiliki dua operasi, yaitu
penjumlahan dan perkalian. Ring merupakan perluasan dari grup. Ring dapat
digunakan dalam berbagai konteks. Berikut diberikan definisi ring menurut Rasiman
dkk. (2018).

Definisi 2.2.1 Misalkan R adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua
operasi, yaitu operasi penjumlahan (+) dan perkalian (-), yang kemudian dinyatakan
dalam bentuk struktur (R, +, -) . Struktur ini disebut sebagai ring jika memenuhi
beberapa aksioma berikut:

1. (R, +) merupakan grup Abel, yaitu memenuhi:

i. untuk setiapa, b € R,jadia+ b € R;
ii. untuk setiap a, b, ¢ € R, berlaku (a +0) +c=a+ (b+ ¢);

iii. terdapat elemen identitas e € R sehingga untuk setiap a € R, berlaku

at+e=¢e¢+a=a;

iv. setiap elemen memiliki invers, yaitu untuk setiap a € R, terdapat a~! €
Rsehinggaa+a'=a'+a=c¢

v. untuk setiap a, b € R, berlakua + b = b + a.



2. (R, -) adalah semigrup, yaitu memenuhi:

i. untuk setiapa, b € R, jadia - b € R;

ii. untuk setiap a, b, c € R,
berlaku (a - b) - c=a - (b - ¢).

3. Sifat distribusi kanan dan kiri berlaku, yaitu:
i.a-(b+c)=(a-b) + (a- c);
ii. (a+0b) - c=(a-c¢) + (b- c),untuk setiap a,b, c € R.
Untuk lebih memahami pengertian ring, berikut diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.1 Diberikan 7" himpunan semua fungsi, yaitu 7' = {t | t : R — R
fungsi}. Untuk setiap ¢, j € T dan = € R didefinisikan

(t+7)(x) = t(x) +j(x)
dan
(t)(x) = t(x)j ().
Akan ditunjukkan (7', +, -) merupakan ring.

1. Akan ditunjukkan (7', +) merupakan grup Abel.

i. Untuk setiapt,j € T'dan x € R, berlakut + j € T
ii. Untuk setiap ¢, j, k € T'dan z € R, berlaku:

Dengan demikian, operasi penjumlahan pada 7' bersifat asosiatif.

iii. Elemen identitas dalam operasi penjumlahan adalah fungsi nol, yaitu

0 € T, yang didefinisikan sebagai:

0(z) =0, Vo eR.



Untuk setiap ¢ € T, berlaku:
(t+0)(z) =t(x)+0=t(x),dan (0 +t)(z) = 0+ t(x) = t(z).

Karena 0(z) = 0, jadi t + 0 = ¢ dan 0 + ¢ = ¢. Jadi, elemen identitas
dalam operasi penjumlahan adalah 0.

iv. Fungsi invers dari ¢ adalah —¢, didefinisikan sebagai:
(—=t)(z) = —t(z), Vo €R.
Untuk setiap ¢t € T, terdapat —t € I" sehingga:

(t + (=1))(x) = () (=) + (=t)(z) = 0,

dan
(=t +t)(z) = (—t)(2) + (O)(z) = 0.

Dengan demikian, ¢+ (—¢) = 0, yang menunjukkan bahwa setiap elemen

dalam 7" memiliki invers terhadap penjumlahan.
Jadi, (T, +) merupakan grup Abel.
2. Akan ditunjukkan (T, -) merupakan semigrup.

i. Untuk setiap ¢, j € T'dan = € R, berlaku:

(t7)(x) = t(x)j(x) € R.

Jadi, operasi - bersifat tertutup di 7.
ii. Untuk setiap ¢, j, k € T'dan = € R, berlaku:

Jadi, operasi - bersifat asosiatif.

Sehingga, (T, -) merupakan semigrup.



3. Akan ditunjukkan sifat distribusi kiri dan distribusi kanan berlaku di 7'.
Untuk setiap ¢, j, k € T dan x € R, berlaku:

1. Sifat distribusi kiri

Jadi, berlaku distribusi kiri dan kanan pada 7'

Berdasarkan 1, 2, dan 3, terbukti bahwa (7', +, -) merupakan ring.

Selain ring secara umum, terdapat ring yang memiliki identitas terhadap perkalian,

yang disebut ring dengan elemen satuan.

Definisi 2.2.2 Diberikan sebarang ring 12 dengan elemen identitas 1z yang memiliki
elemen identitas untuk operasi perkalian (misal dinotasikan dengan k). Elemen
identitas k£ disebut sebagai elemen satuan. Jika ring R memuat elemen identitas
untuk perkalian, maka ring R disebut sebagai ring dengan elemen satuan (Rasiman
dkk., 2018).

Berikut diberikan contoh ring dengan elemen satuan.
Contoh 2.2.2 Diberikan ring (Z, 4, -). Akan ditunjukkan bahwa ring (Z, +, -) adalah

ring dengan elemen satuan.

1. Z adalah himpunan bilangan bulat dengan operasi penjumlahan dan perkalian

biasa.
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2. Suatu ring R dikatakan mempunyai elemen satuan jika terdapat e € R sehingga
untuk setiap @ € R berlaku

ea = ae = a.

3. Diberikan e = 1 € Z. Untuk setiap a € Z berlaku

dan

Karena 1 memenuhi syarat sebagai identitas perkalian, jadi (Z, +, -) adalah ring

dengan elemen satuan, dengan elemen satuannya adalah 1.

Selanjutnya, dikenal juga ring yang bersifat komutatif pada operasi perkaliannya,

yang disebut ring komutatif.

Definisi 2.2.3 Ring R dikatakan sebagai ring komutatif apabila operasi perkalian
dalam ring R bersifat komutatif, artinya urutan perkalian dua elemen tidak
mempengaruhi hasilnya (Rasiman dkk., 2018).

Berikut contoh ring yang bersifat komutatif.

Contoh 2.2.3 Diberikan sebarang ring (Z, +, -), yaitu himpunan bilangan bulat
dengan operasi penjumlahan dan perkalian biasa.

Karena operasi perkalian pada Z bersifat komutatif, diperoleh (Z, +, -) merupakan
ring komutatif.

Selanjutnya, akan dijelaskan mengenai homomorfisma ring.

Definisi 2.2.4 Diberikan ring (R;,+1,+1) dan (R, +2,5) serta suatu pemetaan
f: Ry — R,. Pemetaan f disebut homomorfisma ring jika

flx+1y) = f(z) +2 f(y),dan f(z 1 y) = f(x) 2 f(y)

untuk setiap x,y € R; (Wahyuni dkk., 2021).
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Berikut ini diberikan contoh homomorfisma ring.
Contoh 2.2.4 Diberikan ring

Tox2(Z) = { [Z j a,b,ce Z}

dengan operasi penjumlahan dan perkalian matriks.

Didefinisikan pemetaan f : Th«o(Z) — Z oleh

a b a b
f = a, untuk setiap
0 ¢ 0 ¢

Akan ditunjukkan bahwa f merupakan homomorfisma ring.

€ Toxa(Z).

Diberikan sebarang

aq bl a2 b2
A = ) Ay = € Touo(Z)
0 C1 0 Co
Berlaku
a; + ao bl + b2 a1a9 Glbg + blCQ
A1 + A2 = s AIAQ =
0 1+ C 0 C1C2

Akibatnya, f(A; + As) = a1 + ay
f(A1) f(As).

f(A1) + f(Az),dan f(A1A) = aras =

Selain itu, matriks identitas [ = [ € To«2(Z) dan f(I) = 1. Oleh karena itu

f merupakan homomorfisma ring.

Dalam studi struktur aljabar, sering diperkenalkan asumsi tambahan yang berkaitan
dengan bagaimana suatu pemetaan berinteraksi dengan operasi perkalian. Salah
satu konsep yang digunakan untuk menggambarkan sifat tersebut adalah pemetaan
ortogonal.
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Berikut definisi pemetaan ortogonal menurut Bresar (2004).

Definisi 2.2.5 Diberikan ring R. Dua pemetaan aditif fi, fo : R — R disebut
pemetaan ortogonal apabila untuk setiap 7,/ € R berlaku

fiG) W) + () A1) =0.

Berikut merupakan contoh pemetaan ortogonal.

Contoh 2.2.5 Diberikan

Didefinisikan pemetaan aditif h,, hy : R — R dengan
b, a b\ 0 b ’ h, a bl) 10 (a —c) .
0 ¢ 0 0 0 ¢ 0 0

Akan diselidiki apakah h, dan hy, merupakan pemetaan ortogonal pada R.

Diberikan sebarang

Akan ditunjukkan

ha(A)ha(B) = | b] [0 (x_z)] ~ 00

ha(An(B) = |° (a—c)] [o y]: 0 o]
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Sehingga
hi(A)ha(B) + ha(A)hi(B) =

Karena
hyi(A)he(B) + ho(A)hy(B) =0 untuk setiap A, B € R,

jadi h; dan hy merupakan pemetaan ortogonal pada R.

2.3 Ruang Vektor
Pada bagian ini akan dibahas mengenai ruang vektor dan transformasi linear. Berikut
ini akan diberikan definisi ruang vektor.

Definisi 2.3.1 Diberikan lapangan F. Ruang vektor atas F' adalah himpunan
tak kosong V' bersama dua operasi, operasi pertama disebut penjumlahan yang
dinotasikan dengan +,

+:VxV =V,

dengan (u, v) — u + v € V, untuk setiap u, v € V.

Operasi kedua disebut perkalian skalar dinotasikan dengan -,
XV =V,

dengan (r, u) — ru € V, untuk setiap r € F, u € V, yang memenuhi beberapa

aksioma, yaitu untuk setiap u, v, w € V berlaku:

L. u+ (v+w) = (u+v) + w;
2. u4v =0+ w;
3. terdapat 0 € V' sehingga untuk setiap u € V, berlaku 0+ v = u 4+ 0 = w;

4. untuk setiap u € V, terdapat —u € V, berlaku v + (—u) = (—u) + u = 0;
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5. untuk setiap a, b € F' dan u, v € V, berlaku:

a(u+v) = au+ av
(a+b)u = au+ bu
(ab)u = a(bu)

lu=wu

(Roman, 2008).

Berikut ini diberikan contoh ruang vektor.

Contoh 2.3.1 Diberikan lapangan F'. Himpunan F'*" = {f|f : ' — F, f fungsi}
merupakan ruang vektor atas ', terhadap operasi penjumlahan dan perkalian skalar
berikut:

(f+9)(@) = flz)+g(z)
dan
(af)(z) = a(f(x)),

untuk setiap f,g € FF dana,z € F.

Akan ditunjukkan bahwa F'¥ merupakan ruang vektor atas F.

1. Diberikan u,v,w € F¥, akan ditunjukkan bahwa u + (v + w) = (u + v) + w.
Sehingga,

Jadi, sifat asosiatif pada operasi penjumlahannya terpenuhi.

2. Diberikan u,v € F'F', akan ditunjukkan bahwa u + v = v + u terpenuhi, berlaku:

(u+v)(z) = u(z) + v(z)
+ u(
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3. Didefinisikan fungsi nol 0 € F'¥', dengan Op(x) = 0, untuk setiap x € F'. Untuk
setiap u € F'I' diperoleh:

(0p + u)(x) = 0p(x) + u(z)
=0+ u(z)

= u(a)
dan

(u+0p)(x) =u(z) + 0p(z)

Il
=
S
~
+
)

I
=
=
S~—

Dengan demikian, 0y + v = © + Op = u, untuk setiap u € F’ L

4. Untuk setiap u € F'¥" didefinisikan fungsi —u € F'¥', dengan (—u)(z) = —u(z).
Diperoleh:

dan

((=u) +u)(2) = (—u)(x) + u(z)
= —u(z) + u(z)
= 0.

Dengan demikian, u + (—u) = (—u) + u = Op, untuk setiap u € F*".

5. Diberikan a € F dan u,v € F¥. Berlaku:

(a(u+v))(x) = a((u+v)(z))
(u(z) +v(x))
au(z) 4+ av(x)
au)(x) + (av)(z)

au + av)(x).

a

(
(
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6. Diberikan a,b € F,u € FF', dan x € F. Akan ditunjukkan bahwa (a + b)u =
au + bu. Akibatnya,

((a +b)u)(z) = (a +b)(u(z))
= au(z) + bu(x)

= (au)(z) + (bu)(z)

= (au + bu)(z).

Jadi, distribusi perkalian skalar terhadap penjumlahan skalar terpenuhi.

7. Diberikan a,b € F dan v € FF, akan ditunjukkan bahwa (ab)u = a(bu).
Sehingga,

Jadi, sifat asosiatif pada perkalian skalar terpenuhi.

8. Untuk setiap u € F'¥', akan ditunjukkan bahwa 1u = u. Berlaku:

(lu)(x) = 1(u(z))

Jadi, elemen identitas pada perkalian skalar terpenuhi.

Dengan demikian, /¥ merupakan ruang vektor atas F.

Contoh 2.3.2 Diberikan himpunan
L={f:R—=>R]| f(x)=axr+b, a,be R}.
Akan ditunjukkan bahwa L merupakan ruang vektor atas R.
1. Diberikan sebarang f,g € L. Karena f, g € L, jadi terdapat a;, as,by,bs € R

sehingga
f(z) =a1x+b; dan g¢(z) = asx + bs.
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Diperoleh

(f +9)(x) = f(2) + 9(x)
= (a1 + by) + (aox + by)
= (a1 + ag)x + (by + ba).

Karena a; + ay € R dan by + by € R, sehingga (f + ¢)(x) juga berbentuk ax + b.
Jadi,
f + g € L,untuk setiap f,g € L.

. Diberikan sebarang f € L dan A € R. Karena f € L, jadi terdapat a,b € R
sehingga
f(z) =ax+0b.

Diperoleh

(AS)(x) = Af(x)
= Maz +b)
= (Aa)x + Ab.

Karena Aa € R dan \b € R, sehingga (\f)(z) juga berbentuk ax + b. Jadi,

Af € L,untuk setiap f € L dan A € R.

. Didefinisikan fungsi nol 0 € L dengan

untuk setiap x € R. Fungsi ini dapat ditulis sebagai
0(z) = 0z 4 0,

dengan 0,0 € R, sehingga 0 € L.

Selanjutnya, untuk setiap f € L berlaku

(f +0)(z) = fz) +0 = f(x).

Jadi, 0 adalah elemen nol di L.



4. Diberikan sebarang f € L. Karena f € L, jadi terdapat a,b € R sehingga
f(z) = ax + 0.

Didefinisikan — f dengan

(=) = =f(x) = —(az +b) = —ax —b.

Karena —a, —b € R,jadi —f € L.

Selain itu,
(f + (=) = f(z) + (= f)(z) = 0.

Jadi, setiap elemen di L memiliki invers aditif.
5. Diberikan sebarang f, g € L. Untuk setiap x € R, diperoleh
(f +9)(x) = f(z)

g
=g(x)+ f
g+ f)x).

+
+

QQ

()
(

z)

A

Jadi,
f+9g=g-+ f,untuk setiap f,g € L.

6. Diberikan sebarang f, g, h € L. Untuk setiap € R, diperoleh

((f +9) +h)(x) = (f + 9)(x) + h(z)
= (f(z) + g(x)) + h(z)

= [(@) + (9(z) + h(z))
= f(z) + (g + h)()
= (f+(g+h)(x).

Jadi,
(f+9)+h=f+(g+h),untuk setiap f,g,h € L.
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Diberikan sebarang A € R dan f, g € L. Untuk setiap x € R, diperoleh

(AMS +9))(@) = Af + 9)(2)

(f(z) +g(z))

f(@) + Ag(x)
(@) + (Ag)(x)

A+ Ag)().

A
A f
A

= (\f
=
Jadi,

A(f +g) = Af + Ag, untuk setiap f,g € L dan A € R.

Diberikan sebarang A\, x € R dan f € L. Untuk setiap z € R, diperoleh

(A 4w )() = A+ p)f(x)
= Af(x) + pf(x)
= (AN (@) + (uf) (@)
= (Af + nf)(x).

Jadi,
(A+p)f = Af + pf,untuk setiap A\, u € Rdan f € L.

Diberikan sebarang A\, x € R dan f € L. Untuk setiap z € R, diperoleh

Jadi,
(M) f = A f), untuk setiap A, p € Rdan f € L.

Diberikan sebarang f € L. Untuk setiap z € R, diperoleh

(1f)(x) =1 f(z)

19
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Jadi,
1f = f,untuk setiap f € L.

Karena semua aksioma ruang vektor atas R terpenuhi, jadi L merupakan ruang
vektor atas R.

Berikut diberikan definisi subruang.

Definisi 2.3.2 Diberikan suatu ruang vektor V' dan W C V. Himpunan W disebut
subruang dari V' jika memenuhi:

1. Terdapat 0 € W.
2. Jikax,y e W,makax +y € W.

3. Jika x € W dan « skalar, maka oz € W.

(Samimullah, 2021).

Berikut contoh subruang.

Contoh 2.3.3 Diberikan ruang vektor M5(R) dan

W:{lg aeR}.

Akan ditunjukkan bahwa W merupakan subruang dari M5(R).

1. Diberikan sebarang A =

a0 € W. Karena 00 € W, diperoleh
00 0 0
W # o.

2. Diberikan sebarang A, B € W, dengan

A= aq 0 7 B— a9 0 ,
0 O 0 O
berlaku
At4B= |00 8] W
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3. Diberikan sebarang skalar A € R dan A € W, dengan
a 0
0 0f

A 0
“]ew.

berlaku

A =
0 0

Dengan demikian, I merupakan subruang dari M(R).

Selanjutnya, akan dibahas mengenai transformasi linear.

Definisi 2.3.3 Diberikan suatu fungsi 7" : V' — W dari ruang vektor V' ke ruang
vektor IV dinamakan transformasi linear jika memenubhi:

. T(u+v) =T(u)+T(v),

2. T(ku) = kY (u),
untuk setiap u, v € V dan k£ € F' (Abidin, 2014).

Dalam kasus spesifik dengan V' = W, pemetaan linear 7' : V' — V disebut sebagai
operator linear pada V. Himpunan semua pemetaan linear dari V' ke W dinotasikan
dengan £(V, W) dan himpunan semua operator linear dinotasikan dengan End(1)
atau gl(V') (Utama dkk., 2021). Berikut ini diberikan contoh transformasi linear.

Contoh 2.3.4 Diberikan fungsi 7' : R? — R? yang didefinisikan dengan T'(x,y) =
(22 + y, x — y), untuk setiap (z,y) € R?.

1. Diberikan sebarang v = (x1,y1) dan v = (22, ¥ys), jadi u+v = (1 + T2, y1 +Y2)
sehingga:

T(u+v)=T(xy + 22,91 + ¥y2)
= (2(z1 + 22) + (11 + v2), (21 + 22) — (11 + ¥2))
= 2z + 222+ Y1 + Yo, X1 + T2 — Y1 — Y2)
= (221 + Y1, 21 — Y1) + (222 + Y2, 72 — §o)
=T(u) +T(v).
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2. Diberikan sebarang k € F dan u = (z1,y;) € R2 Berlaku ku = (kxzy, ky;)
sehingga:

T(ku) = T(kxq, kyy)
= (2kx1 + ky1, kxy — kyy)
= k(2v1 + y1, 71 — ¥1)
= kT (u).

Jadi, T' merupakan transformasi linear.

Berikut ini diberikan definisi pemetaan bilinear.

Definisi 2.3.4 Diberikan sebarang ruang vektor V" atas lapangan F'. Pemetaan bilinear
pada V' adalah suatu fungsi

(—,—):VxV =V
(z,y) = (z,y)

yang memenuhi sifat linear kiri dan kanan, yaitu:

(ax + B2’ y) = alr,y) + B(2',y)
(z,ay + BY') = afz,y) + Bz, y')

untuk setiap x, 2’,y,y’ € V dan o, § € F (Utama dkk., 2021).

Berikut ini diberikan contoh pemetaan bilinear.

Contoh 2.3.5 Diberikan ruang vektor R atas lapangan R. Didefinisikan pemetaan
¢ : R x R — R dengan rumus ¢(z,y) = 2zy. Akan ditunjukkan pemetaan ¢
merupakan pemetaan bilinear.

1. Diberikan sebarang z1, x5,y € R, berlaku:

P(x1 + 22, y) = 2(T1 + 22)Y
= 221y + 232y

= ¢(71,y) + d(z2,9).
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2. Diberikan sebarang z, y1, y» € R, berlaku:

o(z, 91 + y2) = 2x(y1 + y2)
= 2zy; + 21Y>

= ¢($, yl) + ¢(I7 y2>
Jadi, ¢ adalah pemetaan bilinear (Ruhama, 2012).

Selain struktur ruang vektor, transformasi linear, dan pemetaan bilinear, dalam
beberapa aplikasi diperlukan operasi tambahan yang hanya didefinisikan pada ruang
vektor tertentu. Operasi tersebut, seperti perkalian titik/hasil kali skalar (dot product)
dan perkalian silang/hasil kali vektor (cross product).

Berikut ini diberikan definisi mengenai hasil kali titik.

Definisi 2.3.5 Diberikan z,y € R?, dengan x = (21,22, 2z3) dan y = (y1, ¥, ¥3).

hasil kali titik antara x dan y didefinisikan sebagai

T Y = T1Y1 + TaY2 + T3Y3.

Hasil kali titik bersifat komutatif, yaitu x - y = y - ¥, dan memenuhi z - x = ||z||?
(Stewart, 2015).

Untuk memperjelas definisi hasil kali titik, diberikan contoh berikut.

Contoh 2.3.6 Diberikan z,y € R?, dengan z = (1,2,3) dan y = (4,5,6).
Diperoleh,
r-y=1-442-5+3-6=32.

Selanjutnya diberikan definisi mengenai hasil kali silang.

Definisi 2.3.6 Diberikan z,y € R3, dengan x = (1, 72, z3) dan y = (y1, ¥2, ¥3).
Hasil kali silang antara = dan y didefinisikan sebagai

ToYs — T3Y2
T XY= |T3Yy1 — T1Y3

T1Y2 — T2l

Hasil kali titik bersifat bilinear dan antisimetris, yaitu x X y = —(y X x), serta

ortogonal terhadap x dan y (Larson & Hostetler, 2010).
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Berikut diberikan contoh hasil kali titik.

Contoh 2.3.7 Diberikan x,y € R?, dengan x = (1,2,3) dan y = (4,—1,2).
Diperoleh,

2.2-3-(-1) 7
rxy=| 3-4-1.2 | =10
1-(=1)—2-4 -9

Berikut diberikan identitas penting yang melibatkan hasil kali titik bertingkat.

Definisi 2.3.7 Untuk setiap vektor a, b, ¢ € R?, hasil kali titik bertingkat didefinisikan

sebagai
ax (bxc)=(a-c)b—(a-b)ec.

Identitas ini disebut BAC-CAB identity dan digunakan untuk menyederhanakan
hasil kali titik bertingkat (Marsden & Tromba, 2012).

Berikut diberikan contoh penggunaan identitas BAC—CAB untuk menentukan hasil
kali titik bertingkat.

Contoh 2.3.8 Diberikan vektor
r=(2,—-1,3), y=1(1,0,2), z=1(0,4,-1).
Dengan menggunakan identitas
rx(yxz)=(r-2)y—(r-y)z,

diperoleh
r-z=-—7 dan x-y=28.

Sehingga,

wx(yxz) = (=7)(1,0,2)—8(0,4, —1) = (7,0, —14)—(0, 32, —8) = (—7, —32, —6).

2.4 Aljabar Lie

Aljabar Lie adalah struktur aljabar yang penting dalam teori grup dan fisika
matematika, terutama dalam teori representasi dan lapangan (field).
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Struktur ini dilengkapi dengan komutator yang memenuhi dua sifat dasar, yaitu

antisimetri dan identitas Jacobi.

Berikut diberikan definisi dari bracket Lie dan aljabar Lie.

Definisi 2.4.1 Diberikan ruang vektor g atas lapangan F'. Suatu pemetaan bilinear

g xg— g, (z,y) — [z,y] disebut bracket Lie pada g jika dan hanya jika:

1. untuk setiap =,y € g, berlaku [z, y] = —y, =],

2. untuk setiap z,y, z € g, berlaku [z, [y, ]| = [[z,y], 2] + [v, [z, 2]].

Suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan bracket Lie disebut sebagai aljabar Lie
(Utama dkk., 2021).

Aljabar Lie banyak digunakan dalam berbagai cabang matematika dan fisika,
khususnya dalam teori grup dan teori representasi. Selain itu, aljabar Lie juga

muncul dalam kajian derivasi yaitu derivasi Lie (Basdouri dkk., 2023).

Berikut merupakan beberapa contoh aljabar Lie.

Contoh 2.4.1 Diberikan ruang vektor M(R). Didefinisikan operasi bracket Lie
untuk setiap X,Y € My(R) sebagai [X,Y] = XY — Y X. Akan ditunjukkan
X,Y,Z € My(R) memenubhi sifat-sifat bracket Lie dan merupakan suatu aljabar
Lie.

1. Untuk setiap X, Y € Ms(R), berlaku [X, Y] = —[Y, X]

hﬂﬂ:XY—YX

=YX+ XY
= —(YX — XY)
= —[Y, X].

2. Untuk setiap X, Y, Z € M,(R), berlaku

[Xv D/a Z“ = HX7 Y]v Z] + [Y, [X’ Z“
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i. Akan diselidiki [X, [Y, Z]|. Dari definisi bracket Lie, Y, Z] =Y Z — ZY,
diperoleh:

(X, Y. Z]| = [X,(YZ - ZY)]
=X(YZ-2Y)=-(YZ—-2Y)X
=XYZ-XZY -YZX + ZYX.

ii. Akan diselidiki [ X, Y], Z] +[Y, [X, Z]]. Dari definisi bracket Lie, diperoleh:

(X, Y], Z] +[Y,[X,Z]) = (XY =Y X),Z] + [V, (XZ — ZX)]
= (XY -YX)Z - Z(XY - Y X))
+((Y(XZ—ZX)—(XZ - ZX)Y))
= (XYZ-YXZ—-ZXY +2YX)
+(YXZ-YZX — XZY + ZXY)
=XYZ+2ZYX-YZX - XZY
=XYZ-XZY -YZX +ZYX.

Karena semua syarat terpenuhi, jadi terbukti M5 (R) merupakan suatu aljabar Lie.

Contoh 2.4.2 Diberikan ruang vektor X, Y, 7 € M,(R), dengan

X — a107Y: CLQO’Z: (130,
0 bl 0 b2 0 bS

untuk setiap aq, as, as, b1, by, b3 € R. Didefinisikan operasi bracket Lie untuk setiap
X,Y € My(R) sebagai [X,Y] = XY - Y X.

Akan ditunjukkan X,Y,Z € M,y(R) memenuhi sifat-sifat bracket Lie dan

merupakan suatu aljabar Lie.
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1. Untuk setiap X,Y € Ms(R), berlaku [X,Y] = —[Y, X]
[[a, 0 0
[xﬂ: “ a2
0 b 0 by
_-a10 aQO_aQO a; O
10 b |0 by 0 by |0 b
. -(IlCLQ 0 B A1 0
S0 biby 0 baby
. _(Zla,z — Q2a1 0
B 0 bibs — boby
100
o o]
Di sisi lain,
0
O b2 O by
-CLQ 0 aq 0 _ aq 0 a9 0
0 be 0 b 0 b 0 by
_agal 0 a1a9 0
0 b2b1 0 b1b2
. _agal — 1049 0
B 0 boby — byibs
. _—agal + ajag 0
N 0 —baby + b1bo
foo
0 0|

Tadi, [X,Y] = —[V, X].
2. Untuk setiap X, Y, Z € M,(R), berlaku

[Xv [Yv Z” = HX> Y],Z] + [Ya [X? Z]]
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i. Akan diselidiki [X, [Y, Z]|. Dari definisi bracket Lie, Y, Z] =Y Z — ZY,
diperoleh:

S [ | A R |
N ::Cll O: ao203 0 asas 0
L0 b\ 0 bab S0 bsby
o _Cll 0 as0s3 0 asas 0
1o 0 bobs| | O bsby
azaz 0 azas 0 a; 0
a 0 bobs| | O Dby 0 b
o] (o o]\ [[o o]\ [a 0
B (0 by 0 0 0 0 0 b
~Jo o
B 0 0]

ii. Akan diselidiki [[X, Y], Z]. Dari definisi bracket Lie, [X,Y] = XY — Y X,
diperoleh:

X.v).2) = ”0 fHo 1?”[0 f”
A )T ) o
S (R 1
ol (e[ )
: E@[z@}z]) B e ()
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iii. Akan diselidiki [Y, [X, Z]]. Dari definisi bracket Lie, [ X, Z]| = X7 — Z X,
diperoleh:

Sl (R 1 4 R |
N ::CLQ O: ajas 0 asay 0
L0 b\ 0 biby 0 baby
o _CLQ 0 asay 0 ai1as 0
10 by 0 bsby| | O bybs

asay 0 aias 0 ay 0
a 0 bsby| | O bibs 0 by
Cfaz o] (o o]\ [[o o]\ [a 0
__0 by 0 0 0 0 0 b
0 0
0 0|

Jadi, [X7 [Y, Z]] = [[X,Y],Z] + [Ya [Xv ZH

Contoh 2.4.3 Diberikan himpunan

o B

0 0

X: jl kl : Y: j2 kQ ’ Z: j3 kB 7
0 0 0 0 0 0

untuk setiap jl, jg, jg, kl, kg, k’g e R.

Misalkan

Didefinisikan operasi bracket Lie pada L untuk setiap X,Y € L sebagai

X,Y] = XY - YVX.

Akan ditunjukkan bahwa L dengan operasi bracket Lie tersebut merupakan suatu

aljabar Lie.
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1. Untuk setiap X,Y € L, berlaku [X, Y] = —[Y, X]. Diperoleh

(X,Y]=XY -YX

i w2 k] [ k][0 ok
0 0[O0 O 0 0[O0 O
e k| [ ok
0 0 0 0

_ |J1J2 = J20n Jika — Joki
0 0

0 0

:—Oﬁ@—hh]

Di sisi lain,
[V, X] = —(YX — XY)

' k] [ k] i ke
0 0 0 0 0 0

2 ke
_ [ |Jedr deka|  |Gd2 Gike
0 0 0 0

0 O

0 0
:r)ﬁb—hh]

_ kﬁ—dﬁajﬁu—ﬁb]

0 0

Jadi, diperoleh
(X, Y] = -]V, X].

2. Untuk setiap X, Y, Z € L, berlaku

XY, 20 = [1X, Y], 2] + [V, [X 2]
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i. Akan diselidiki [ X, [Y, Z]].
Terlebih dahulu,

Y, 2| =YZ - 2Y

_ |J2 ke gz ks| |Js Ks| |J2 ke
0O 0 0 0 0O 0 0O 0
_ |27 Jeks|  |JsJz Jshe
0 0 0 0
_ 0 Jjoks — jaka
0 0 '

[Xa [K ZH = X[Y7 Z} - D/a Z]X
:}1k1r)ﬁm—h@]_l)ﬁm—ﬁblklh]

0 0110 0 0 0 0 O
[0 iGeks —gsk)] [0 0
0 0 0 0

0 jijoks — j1Jske
0 0 '

ii. Akan diselidiki [ X, Y], Z].
Terlebih dahulu,

(X,Y]=XY -YX
1k

jo ka| i k| [ K
0O 0]]0 O 0O 0|0 O

_ Oﬁb—hh]

0 0
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Jadi,
[0 ke —goka| s Rs]  [ds ks] [0 dike =gk
0 0 0 O 0 0110 0
_ 0 0 10 jS(jle_ijl)_
0 0 0 0
_ |0 —Jsdrke + Jajaka
0 0 '
iii. Akan diselidiki [Y, [X, Z]].
Terlebih dahulu,
(X, Z|=XZ-7ZX
| k| s ksl s ksl | ka
0 O 0 O 0 O 0 O
_ 0 Jiks — jsky
0 0 '
Jadi,

Y, [X,Z]| =Y[X, Z] - [X,Z]Y

a2 ko] o ks — sk
0 0110 0
_ |0 Ja(jrks — jska)
0 0
[0 guisks — sk
0 0 '
Selanjutnya,
0 —Jajiks
X,Y),2)+ [ (X, 2] = |

J2 k2
0 0

0 Jjiks — Jska
0 0

R
o

0 0

0 Jijoks — jagskn
0 0

+ J3j2k1
0

b



0 0
[0 iaks — sk
0 0 '
Karena
0 Jijeks — J1Jsks
(X, IV, Z]] = :
0 0
sehingga diperoleh

[Xv [Yv Z“ = HX> Y]’Z] + [K [X’ Z“
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0 —71Jske + Jogski + ji1joks — j2j3/€1]

Jadi, L dengan operasi bracket Lie [X,Y] = XY — Y X merupakan suatu aljabar

Lie.

Contoh 2.4.4 Diberikan himpunan

L=t

0 k

Y 1 ’ Y:-tz Yo CZ=
0 k’l 0 k2

untuk setiap ¢1, t2, t3, Y1, Y2, Y3, k1, k2, k3 € R.

Misalkan

Ys
0 ky|’

Didefinisikan operasi bracket Lie pada L untuk setiap X,Y € L sebagai

[X,Y]=XY - YX.

Akan ditunjukkan bahwa L dengan operasi bracket Lie tersebut merupakan suatu

aljabar Lie.

1. Untuk setiap X, Y € L, berlaku

X,Y] = [V, X].



Diperoleh

Oleh karena itu,

Di sisi lain,

—[Y, X]

Oleh karena itu,

=XY-YX

i
0 ki

ta y2|  |t2 y2| |h
0 ko 0 ko 0

tita Ty + yiko
0 k1ko

0 kyko — koky

0 tiye +yiks — tayr — yoky
0 0 '

_|teta toy1 + Yok
0 koky
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n
Ky

tity — tot1 iy + y1ke — oy — y2k1]

0 ¢ ko — toy; — Yok
X, Y] = 1Y2 + Y1k2 ) 201 — Y2 1] ' 2.4.1)
— (YX — XY)
_ ta Y| |t yr| |t Y| [tz Y2
0 ]{72 0 k?l 0 k/’l 0 k2
_ _t2t1 oy + y2ki _|tit2 tiye + y1ko
O kzkl 0 k1k2
_ 0 toyr + yok1 — t1ya — yiko
0 0
_ 0 tiy2 +y1ke — tay1 — y2k
0 0 '
0 ¢ ko — toy; — Yok
Y, X] = [O 1Y2 + Y1KR2 ; 2U1 — Y2 1] . (2.4.2)



Jadi, berdasarkan (2.4.1) dan (2.4.2), diperoleh

X,Y] = [V, X].

. Untuk setiap X, Y, Z € L, berlaku
X[V, Z]] = [[X, Y], Z] + [, [X, Z]].

i. Akan diselidiki [ X, [Y, Z]].
Terlebih dahulu,

Y, Z|=YZ—2ZY

ta Yo
0 ko

t3 ys| |tz y3| |t2 Y2
Ok’g Ok?, 0k2

bty loys + yohs| [t3t2 t3y2 + yska

0 k?gk?g 0 k3k2
_ |0 tays + Yaks — t3ya — ysko
0 0 '
Misalkan
a = tays + yoks — t3ys — yshko.
Sehingga
0
v.z)=| .
0 0
Selanjutnya,

[X7[KZ]]:X[Y7Z]_[Y7Z]X
B _tl yil |0 « 0 o |t1 1
__0k100_00 0 k
. -0 tloz 0 O./kl
oo o0

o (= k)a
|0 0 '

35
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Jadi,

0 (t1 — k1) (tays + yoks — tsys — ysks)

[X’ [Y>Z]]: 0

] . (2.4.3)

Akan diselidiki [ X, Y], Z].
Terlebih dahulu,

X,Y]= XY - YX
_ [0 t1ys + y1ke — toys — yﬂﬁ]

0

0 0
Misalkan
B = tiys + yika — toyr — yoki.
Sehingga
xv= | A
0 0
Selanjutnya,
:_05 t3 ys| |t3 Y3 0 8
0 0|0 ks 0 ks| |0 O
o sEs| o 8
1o o 0 0
_ 0 (ks—t3)p
0 0 '
Jadi,
ks — t3)(t ko — toy; — Yok
[X,Y], 7] = 0 (ks —t3)(t1ya + yrka — tayn — Yo 1)] (2.4.4)
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iii. Akan diselidiki [Y, [X, Z]].

Terlebih dahulu,

(X, Z|=XZ-ZX
[O tiys +yiks — tayr — Z/?Jﬁ]

0 0
Misalkan
v = tiys + y1ks — tsyr — yski.
Sehingga
00
Selanjutnya,
Y. (X, Z) = Y[X.2] - [X, Z)Y
:-t2y2 0 [ {0 7] |t2 v
0 ko [0 O 0 O [0 ko
_ 0 tay| |0 vk2
oo ] o oo
_ _O (t2—k’2)7
0 0 '
Jadi,
0 (ty — ko)(t ks — tay; — ysk
Y, [X,Z]] = (t2 — ko)( 13/3—1—1/5 3 — 13Y1 — U3 1)] ‘ 2.45)
Selanjutnya,
ks —t 0 (ta—k
IX.Y], 2]+ V. [x, 2] = |0 (s 0 )8 | [0 (t: O m]

(kg — tg)ﬂ + (tz - kz)"}/
0 .

[0
0
[0
0
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Oleh karena itu,

0 (ks —1t3)B+ (t2 — k2)v

(X, Y], Z] + [V, [X, Z]] = '

(2.4.6)

Dengan mensubstitusikan nilai 8 dan +, diperoleh

(ks —t3)B + (ta — ka)y = (ks — t3)(t1y2 + yika — tayn — yak1)
+ (to — ko) (t1ys + y1ks — tayr — yskr)
= (t1 — k1) (tays + yoks — tsyo — ysks).

Jadi diperoleh,

[0, v], 2141y, x, 2] = [0 (7 R famka e Zunha)| g )

Jadi, berdasarkan (2.4.3) dan (2.4.7), diperoleh

[X, [Y7 Z“ = [[Xv Y],Z] + [Y, [X7 Z“

Dengan demikian, L dengan operasi bracket Lie [X,Y] = XY — Y X merupakan

suatu aljabar Lie.

Contoh 2.4.5 Diberikan himpunan
L={f:R—>R| f(z)=ax+Db, a,b € R}.

Dari Contoh 2.3.2 telah ditujukkan bahwa L merupakan ruang vektor.

Diberikan sebarang
f(x) = aix+bi, g(x) =ax+by, hiz)=azr+bs,

untuk setiap ai, ag, as, bl, bg, b3 € R.

Didefinisikan operasi bracket Lie pada L untuk setiap f, g € L sebagai

[/, 91(x) = 0.
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Akan ditunjukkan bahwa L dengan operasi bracket Lie tersebut merupakan suatu

aljabar Lie.

1. Untuk setiap f, g € L, berlaku [f, g](x) = —|g, f](z).

Diperoleh
Di sisi lain,

Jadi, diperoleh
[f,9l(x) = —[g, fl(=).

2. Untuk setiap f, g, h € L, berlaku

£+ [g, h]](z) = [[f, 9], h](x) + [g, [f, h])(2).

1. Dari ruas kiri diperoleh

[f:[g, W)(x) = [£,0](z) = 0

ii. Dari ruas kanan diperoleh

(1> 9, hl(x) + [g, [f, h]](x) = [0, h](x) + [g, O] ()
= 0.

sehingga diperoleh

[f: [g, h]l(z) = [[f, 9], h](x) + [g, [f, h]](2).

Jadi, L dengan operasi bracket Lie [f, g| = 0 merupakan suatu aljabar Lie.

Selanjutnya diberikan definisi jumlah langsung (direct sum) pada aljabar Lie.
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Definisi 2.4.2 Diberikan aljabar Lie Lq,L,,..., L, atas lapangan F'. Jumlah
langsung (direct sum) dari aljabar-aljabar tersebut adalah himpunan

Li®LD DL,

yang terdiri atas semua elemen berbentuk (1, xs,...,z,) dengan z; € L; untuk
setiap? = 1,2,...,n. Operasi bracket pada jumlah langsung didefinisikan secara
komponen, yaitu

[(mb s vxn)v (yla e 7yn)] = ([xlayIL R [xmyn])

Dengan definisi tersebut, £; & Lo & - - - & L,, merupakan aljabar Lie (Humphreys,
1972).

Berikut diberikan contoh jumlahan langsung.

Contoh 2.4.6 Misalkan g, dan g, adalah dua aljabar Lie atas lapangan F', dengan
g1 = span{e; }, g2 = span{es },
dan bracket pada masing-masing aljabar Lie didefinisikan, yaitu
le1,e1] =0, [ea, €2] = 0.

Diperoleh jumlah langsung dari g; dan g, adalah

g1 D g2 = {(aeq,bey) | a,b € F}.
Operasi bracket pada g, @ g» didefinisikan secara komponen. Untuk sebarang

(aeq, bes), (ce1,des) € g1 @ ga,
diperoleh
[(aeq,bey), (ce1,des)] = ([aer, ce], [bea, des]) = (0,0).

Jadi, g; @ g» merupakan aljabar Lie Abel berdimensi 2.
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Karena semua sifat-sifat bracket Lie terpenuhi, jadi terbukti X,Y, 7 € M;y(R)
merupakan suatu aljabar Lie dengan bracket Lie yang didefiniskan dengan [ X, Y] =
XY — Y X untuk setiap X, Y € My(R).

Sama seperti pada struktur aljabar lainnya, suatu aljabar Lie dapat memiliki
himpunan bagian yang juga membentuk aljabar Lie dengan menggunakan operasi
bracket Lie yang sama. Dalam kajian aljabar Lie dikenal beberapa konsep penting,

antara lain subaljabar Lie, ideal, dan homomorfisma Lie.

Berikut diberikan definisi subaljabar Lie dan ideal Lie.

Definisi 2.4.3 Diberikan § yang merupakan suatu subruang dari aljabar Lie g.
Subruang h disebut subaljabar Lie dari g jika dan hanya jika untuk setiap z,y € b
berlaku

[z,y] € b.

Selanjutnya, f disebut ideal dari g jika dan hanya jika untuk setiap x € b dan setiap
y € g berlaku

[z,y] € b.
(Utama dkk., 2021)

Berikut ini disajikan contoh subaljabar Lie

Contoh 2.4.7 Diberikan
g=GL(2,R),

yaitu aljabar Lie dari semua matriks real berordo 2 x 2 dengan bracket Lie

[A, B] = AB — BA.

h:{[g g] a,deR}.

Akan ditunjukkan h merupakan subaljabar Lie g.

Didefinisikan

1. Diberikan A € b dengan A =

0
d] ,untuk setiap a,d € R. Karena

0 0

0
] € b, diperoleh ) # .
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2. Diberikan sebarang A, B € b, dengan
A a; 0 . B=- as 0 ‘
0 dl 0 d2

ai + as 0
0 dy + dy

Berlaku
A+ B=

3. Diberikan A € R dan A € b dengan

A:a0-7
0 d

berlaku

Aa O
0 M

AN = €bh.

4. Diberikan sebarang A, B € b, dengan
A= aq 0 ’ B— (05} 0 .
0 d1 0 d2

[A,B] = AB — BA

Berlaku,

- _al 0 a9 0 _ a9 O aq 0
1o dy ] |0 dy 0 dy| |0 dy
- _alag 0 _ QAo 0
|0 dids 0  dydy

[0 0
= e n.

0 0] b

Karena f merupakan subruang dan tertutup terhadap bracket Lie, jadi h merupakan
subaljabar Lie dari GL(2, R).
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Selanjutnya diberikan contoh ideal Lie.

Contoh 2.4.8 Diberikan
g =GL(2,R),

yaitu aljabar Lie dari semua matriks real berordo 2 x 2 dengan bracket Lie

[A, B] = AB — BA.

a:{[g g] R}

Akan ditunjukkan bahwa h merupakan ideal Lie dari g.

Didefinisikan

1. Diberikan A € h dengan

A:a
a

0
] ,untuk setiap a € R.

00
Karena [O O] € b, diperoleh h £ @.

2. Diberikan sebarang A, B € h, dengan

A= aq 0 7 B— a9 0 ‘
0 ay 0 a2
Berlaku
0
A—I—B: CL1—|—CL2 Gh.
ai; + as

3. Diberikan A € R dan A € h, dengan

Berlaku
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4. Diberikan sebarang
reh, yeg,

a 0 Y1 Yo
T = , Y= )
0 a Y3 Ya

Akan ditunjukkan bahwa [z, y] € b.

dengan

[z,y] = xy — yz

_|@ O |1 w2 |y 2| |a O
0 aj |ys v ys ya| |0 a

_ ayr ay2 |ayr ays

lays ays| |ays ays

[0 0
:_ooleb

Karena hh merupakan subruang dari g, dan memenuhi untuk setiap x € h dan setiap
y € g berlaku

[,y €b.
Jadi h merupakan ideal Lie dari GL(2,R).

Selanjutnya diberikan definisi homomorfisma Lie.

Definisi 2.4.4 Diberikan aljabar Lie g dan g’ dengan bracket Lie masing-masing |-, |
dan [-, -]'. Suatu pemetaan 7 : g — g’ disebut homomorfisma Lie jika untuk setiap
x,y € g berlaku

m([z,y]) = [r(2), 7(y)]'.
(Utama dkk., 2021).
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Berikut diberikan contoh homomorfisma Lie.

Contoh 2.4.9 Diberikan aljabar Lie
g=g =gl2R),
dengan bracket Lie didefinisikan oleh
[A, B] = AB — BA.

Didefinisikan
T:g—g¢g, wA)=A.

Akan ditunjukkan 7([A, B]) = [7(A), 7(B)]".
Diberikan sebarang A, B € g, jadi

7([A, B]) = m7(AB — BA)
=m(AB) — n(BA)
— AB — BA,

di sisi lain,
[w(A), =(B)]" = [A, B
Karena g = g’ = gl(2, R) dengan bracket Lie yang sama, sehingga
[A,B' =[A, B] = AB — BA.

Dengan demikian,
m([A, B]) = [7(A), =(B)]"

Oleh karena itu, 7 merupakan homomorfisma Lie.

Secara umum, operasi bracket dalam aljabar Lie dapat memiliki berbagai bentuk
tergantung pada struktur aljabarnya. Misalnya, Hom-Lie bracket merupakan
perubahan bentuk dari bracket klasik yang diperkenalkan untuk memperluas konsep
aljabar Lie (Makhlouf & Silvestrov, 2008).
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Berikut diberikan definisi Hom-Lie bracket.

Definisi 2.4.5 Diberikan Hom-Lie aljabar

(9, ], ),
dengan:
1. g ruang vektor,
2. [-,:] : ¢ X g — g adalah Hom-Lie bracket,

3. a: g — g adalah pemetaan linear,
yang memenuhi:

1. [z,y] = —[y,x], untuksetiap x,y € g.
2. [a(x), [y, 2]] + [a(y), [z, z]] + [a(2), [z,y]] = 0, untuk setiap z,y, z € g.

Jika oo = id (identitas), maka diperoleh aljabar Lie biasa (Makhlouf & Silvestrov,
2008).

Berikut merupakan contoh Hom-Lie bracket.

Contoh 2.4.10 Diberikan R? dengan hasil kali titik = x 3. Untuk suatu skalar tetap
k € R, didefinisikan pemetaan linear

a:g—g, alz) =k,
dan didefinisikan Hom-Lie bracket
[2,yla = alzxy) = k(zxy), Vzyeg

Akan ditunjukkan bahwa (g, [, |, @) adalah aljabar Lie dengan Hom-Lie bracket,

yaitu memenubhi bilinear, antisimetri, dan Hom-Jacobi.
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1. Akan ditunjukkan untuk a,b € R dan z,2’,y € ¢ berlaku sifat linear kiri dan

kanan, yaitu

a. [ax + b2’ ylo = alz, ylo + b2’ yla.

lax + b2, Y]

b. [x,ay + by']s = alx, yls + blx, Y

a((az + ba') x y)
= k((az + bz') X y)
k(a(z x y) + b2’ x y))
ka(z x y) + kb(z' x y)

alz, ylk + bla', ylk

[
al

z,y)o + 02, y]a-

—

o

[z, ay + by'la = a(z x (ay + by"))
= k(z x (ay + by'))
= k(a(z x y) +b(z x y'))
= ka(z X y) + kb(z x y/)
= CL[?E, y]k + b[l’, yl]k
= a[z,ylo + b[z, ¥]a-
Jadi [, ], bilinear.
2. Akan ditunjukkan untuk setiap x,y € g, berlaku [z, y|, = —[y, z].
[7,yla = k(z x y)
= a(z X y)
=a(—(y x z))
= _[ya [L’]a.

Jadi antisimetri terpenuhi.
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3. Akan ditunjukkan untuk setiap z,y,z € g, berlaku [a(z),[y,z]a)a +
[a(y), [z, 7]ala + [(2), [, 4]ala = 0.

(), [y, ZJala + [(y), [z, Z]ala + [a(2), [7, Yla]a

= [(k2), k(y x 2)la + [(ky), k(2 X 2)]a + [(k2), k(z X y)]a

= k((kx) x (k(y x 2))) + k((ky) x (k(z x 2))) + k((kz) x (k(z x y)))
= k(k(z x (k(y x 2)))) + k(k(y x (k(z x 2)))) + k(k(z x (k(z x ))))
= k(k*(x x (y x 2))) + k(kK*(y x (2 x 2))) + k(K (z x (z x y)))

) +
) +

=k (x x (y x 2)) + K (y x (2 x 2)) + k(2 x (z x y))
=k ((z x (y x 2) +(><(z><:r:)) (z x (z xy)))
=k (((z-2)y = (@-92) + (y - 2)z = (y- 2)2) + ((z - y)z — (2~ 2)y))
=k ((z-2)y = (2 x)y—(-% y)z+(y-2)z = (y-2)a+ (2 y)z)
= k*(0)
= 0.
Karena bilinear, antisimetri, dan Hom-Jacobi terpenuhi, jadi (R, [, -], @) adalah

aljabar Lie dengan bracket Hom-Lie atau dikenal sebagai Hom-Lie aljabar. Dengan
catatan k # 0, 1, jika k = 1, maka [z, y], = x X y dan a = id (identitas), sehingga
akan kembali pada aljabar Lie klasik (R3, x).

2.5 Derivasi

Derivasi adalah konsep yang telah lama dipelajari. Dari waktu ke waktu, derivasi
terbukti memiliki berbagai aplikasi penting karena kaitannya yang erat dengan
struktur ring serta kemampuannya untuk mengungkapkan banyak sifat dari struktur

lainnya, seperti aljabar, aljabar Lie, dan lainnya.

Definisi 2.5.1 Dalam suatu ring R, jika didefinisikan suatu pemetaan
d : R — R yang memenuhi:

1. d(a+b) = d(a) + d(b);

2. d(ab) = d(a)b + ad(b), untuk setiap a,b € R,

maka pemetaan tersebut disebut sebagai derivasi pada ring R (Ali dkk., 2024).



Berikut akan dijelaskan mengenai contoh derivasi.

Contoh 2.5.1 Diberikan ring A, B € Ms(Z), dengan

A:ab
00

dan

dengan a, b, m, n € Z. Didefinisikan pemetaan d : My(Z) — M»(Z), dengan

g 1e b _ 0 —b '
0 0 0 O
Akan diselidiki d merupakan derivasi pada Ms(Z).

1. Akan ditunjukkan d(A + B) = d(A) + d(B)

d(A+B):d< ¢ b]+ " ”D
0 0] [0 0

d<-a—|—m b+n

0 0
o —(+n)
o 0
B _0 —b—n_
o 0
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2. Akan ditunjukkan d(AB) = d(A)B +

—ab
00

am an
0 0

I
)l

0

0

|

—an

0
Di sisi lain,

d(A)B + Ad(B) = d ( lg

—b
0

m

It
At
I

0
0

—an

0

m n
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Ad(B)

)

0

)

a b
00

I

m n

0 0

m

0

n
0

M)
Flab

8

K
|

0
0

n
0

-n
0

—an

0

Karena (1) dan (2) terpenuhi, jadi d merupakan derivasi pada M(Z).

2.6 Derivasi Inner

Pada bagian ini akan dibahas terkait dengan d

erivasi inner pada aljabar Lie.

Definisi 2.6.1 Diberikan suatu aljabar Lie g atas ruang vektor V. Suatu pemetaan

ad, : g — @, untuk setiap z, y € g yang didefinisikan dengan

ad,(y) = [z, y] = vy —yzx

disebut derivasi inner (Utama dkk., 2021).
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Berikut ini merupakan contoh derivasi inner pada aljabar Lie.

b
¢ d] € M,(C). Diberikan

C

Contoh 2.6.1 Diberikan ring M;(C) dan X = [

sebarang A =

‘ i] € M,(C). Dapat didefinisikan derivasi inner dx (A) sebagai:
g

RE flla b

g h|lc d
lae +bg af +bh]  [ea+ fe eb+ fd
ce+dg cf +dh ga+ hc gb+ hd

[(ae + bg) — (ea+ fc) (af +bh) — (eb+ fd)
(ce+dg) — (ga+ he) (¢f +dh) — (gb+ hd)

dy(A) = XA — AX

[0 b e f
c d||g h

Berikut diberikan contoh penerapan definisi derivasi inner pada aljabar Lie M5(C).

Contoh 2.6.2 Pilih aljabar Lie M>(C) dengan komutator. Diberikan

X:12, A:?)O'
01 5 —1

Derivasi inner yang ditentukan oleh X diberikan oleh

dx(A) = [X, A] = XA — AX,

sehingga
A 1 2113 0 _ 13 -2 |
0 1[1]5 -1 5 —1
dan
AX — 3 0] (1 2 _ 3 6 ‘
5 —1[ 10 1 5 9
Diperoleh

dy(A) = XA — AX — 13—-3 -2-6 _ 10 -8 '
5—5 —-1-9 0 -10

Dengan demikian, dx merupakan derivasi inner pada M (C).
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2.7 Homoderivasi pada Ring

Homoderivasi memiliki aplikasi penting dalam teori aljabar dan analisis matematis,
khususnya dalam memodelkan fenomena yang lebih kompleks daripada yang
dijelaskan oleh derivasi tunggal. Konsep ini memiliki hubungan erat dengan struktur

aljabar non-assosiatif. Berikut adalah definisi homoderivasi yang lebih mendalam.

Definisi 2.7.1 Homoderivasi adalah pemetaan aditif yang berinteraksi dengan operasi
perkalian dalam ring (Alharfie & Muthana, 2019). Homoderivasi pada ring R adalah

pemetaan aditif » : R — R yang memenuhi persamaan:
h(zy) = h(z)h(y) + h(x)y + xh(y), untuk setiap x, y € R.

Dalam hal ini, homoderivasi memperluas konsep derivasi, yang biasanya hanya
menyatakan d(zy) = d(z)y + xd(y). Oleh karena itu, homoderivasi mencakup
elemen-elemen yang lebih kompleks dalam menjelaskan hubungan antara
elemen-elemen dalam ring. Jika h(z)h(y) = 0 Vz, y € R, maka homoderivasi
h akan menjadi derivasi (Melaibari dkk., 2016).

Contoh 2.7.1 Diberikan ring M(R). Didefinisikan A : Ms(R) — Ms(R), dengan

(-t

Akan diselidiki » merupakan homoderivasi pada M, (R).

Diberikan sebarang A, B € M5(R), dengan

A:-a b-

c d

dan ) ~
p=|®/

g h

dengan a,b,c,d, e, f,g,h € R.
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1. Akan ditunjukkan h(A + B) = h(A) + h(B)

B [0 b e f
h(A—l—B)—h(_c d]—i— g h])

_ [a+e b+ f
B c+g d+h

—(d+h)

+'0 0
0 —h

— h(A) + h(B).

2. Akan ditunjukkan sifat homoderivasi, yaitu h(AB) = h(A)h(B) + h(A)B +
o b

Ah(B)
e f
c dl |g h

_ —ae—i-bg af + bh
B ce+dg cf +dh

)

|0 0
|0 —(cf +dh)

Di sisi lain,

h(A)h(B)+h(A)B+Ah(B):h<lz Z])hq; £]>+h<lz ZD

b))
gl Sl
I

+
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_'00+ 0 o], fo b
0 dh —dg —dh 0 —dh

o -
| =dg —dh|’

Karena tidak terpenuhi, jadi & bukan merupakan homoderivasi pada M5 (RR).

Berikut ini diberikan contoh homoderivasi pada ring.

Contoh 2.7.2 Diberikan ring

Didefinisikan h : My(Z) — Ms(Z), dengan

(Ba)-b

Akan diselidiki ~ merupakan homoderivasi pada M.

Diberikan sebarang A, B € M, dengan

A=Y

0 k

dan L
="

0 p

dengan j, k, r, p € Z.

1. Akan ditunjukkan h(A + B) = h(A) + h(B)

h(A+B):h< J

_ _j—l—r 0
0 k+p
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0 0 0 0
- 1
o b2

— h(A) + h(B).

2. Akan ditunjukkan sifat homoderivasi, yaitu h(AB) = h(A)h(B) + h(A)B +

Ah(B)
G (1)

gr 0

I
>
VR
o
T
=
| I |
\/

Di sisi lain,

B(AVA(B) + h(A)B + Ah(B) — h ([é OD h ([r 0 ) “h (
)
ol e A e
‘ bl
o R R

|00
—O—kp'

_|_

Karena 1 dan 2 terpenuhi, jadi 4 merupakan homoderivasi pada M.
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2.8 Derivasi Lie

Selanjutnya akan dibahas lebih lanjut mengenai derivasi Lie, yaitu sebuah pemetaan

linear pada suatu aljabar Lie yang memenuhi kondisi tertentu.

Definisi 2.8.1 Diberikan aljabar Lie g. Suatu pemetaan aditif d : g — g disebut

derivasi Lie jika memenuhi:
dla, b] = [d(a), b] + [a, d(D)],
untuk setiap a, b € g (Utama dkk., 2021).
Contoh 2.8.1 Diberikan aljabar Lie M5(7Z), didefinisikan pemetaan
d: My(R) — Msy(R),

dengan
d(A) =B, A]= BA— AB,
untuk suatu B € M,(R).
Akan diselidiki d merupakan derivasi Lie dengan bracket Lie yang didefinisikan

sebagai
[A, C] = AC — CA.

d dikatakan derivasi Lie jika untuk setiap A, C' € M5(R), memenuhi:
d([A, C) = [d(A), C]+[A, d(C)].

Diberikan sebarang A, C' € M,(R).

Akan ditunjukkan d([A4, C]) = [d(4), C] + [4, d(C)]

d([A, C]) = d([AC — CA])
= [B, (AC — CA)]
— B(AC — CA) — (AC — CA)B
— BAC — BCA— ACB + CAB.
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Di sisi lain,

[d(A), C] + [A, d(C)] = [(BA— AB), O] + [A, (BC — CB)]
— (BA— AB)C — C(BA — AB))
+ (A(BC — CB) — (BC — CB)A)
— (BAC — ABC — CBA + CAB)
+(ABC — ACB — BCA + CBA)
— BAC — ABC — CBA + CAB
+ ABC — ACB — BCA + CBA
— BAC — ABC — CBA+ CAB
+ ABC — ACB — BCA+ CBA
— BAC + CAB — ACB — BCA
— BAC — BOA — ACB + CAB.

Karena telah ditunjukkan bahwa
d([A, C]) = [d(A), CT+[4, d(C)].

Jadi, terbukti d merupakan derivasi Lie.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung yang beralamat di
Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa,
Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dan analisis teoritis, dengan
mengumpulkan referensi seperti jurnal, artikel ilmiah, buku, dan sumber lainnya
yang terkait dengan penelitian ini. Secara umum langkah-langkah penelitian ini
sebagai berikut:

1. mempelajari materi terkait operasi komutator bracket Lie, aljabar Lie, teori
ring, derivasi, derivasi Lie, dan homoderivasi;

2. mengonstruksi homoderivasi pada aljabar Lie;

3. mengonstruksi contoh dan menyelidiki sifat-sifat homoderivasi pada aljabar
Lie;

4. menyelidiki hubungan derivasi Lie dan homoderivasi pada aljabar Lie;.



Diagram langkah-langkah penelitian dapat dilihat pada Gambar 3.1:

Tahap 1

Mengkonstruksi homoderivasi pada aljabar Lie.

Tahap 2
Mengonstruksi contoh dan menyelidiki
sifat-sifat homoderivasi pada aljabar Lie.

Tahap 3
Menyelidiki keterkaitan derivasi Lie dengan

homoderivasi pada aljabar Lie.

Gambar 3.1 Langkah-langkah penelitian.
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, homoderivasi pada aljabar Lie
merupakan pengembangan dari konsep derivasi Lie dengan tetap memperhatikan
struktur bracket Lie, khususnya komutator [a,b] = ab — ba. Penelitian ini
menunjukkan beberapa sifat homoderivasi pada aljabar Lie yang disertai dengan
pembuktian dan contoh. Di antaranya, penjumlahan dua homoderivasi pada aljabar
Lie yang saling ortogonal kembali menghasilkan homoderivasi pada aljabar Lie.
Selain itu, diperoleh bahwa struktur yang terbentuk dari himpunan homoderivasi
pada aljabar Lie memiliki keteraturan tertentu yang berkaitan dengan struktur aljabar

Lie itu sendiri.

Penelitian ini juga menunjukkan bahwa setiap derivasi Lie merupakan homoderivasi
pada aljabar Lie, tetapi belum tentu sebaliknya. Dengan demikian, homoderivasi
pada aljabar Lie dapat dipandang sebagai generalisasi dari derivasi Lie. Hubungan
tersebut berlaku apabila terpenuhi kondisi-kondisi tertentu yang telah dianalisis

dalam penelitian ini.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah diperoleh, disarankan agar penelitian
selanjutnya dapat memperluas kajian homoderivasi pada kelas aljabar Lie yang
lebih khusus, sehingga diperoleh karakterisasi yang lebih spesifik. Selain itu, kajian
homoderivasi pada aljabar Lie juga dapat dikembangkan pada struktur bracket Lie
yang lebih umum untuk melihat kemungkinan munculnya sifat-sifat baru. Penelitian
lebih lanjut juga dapat meninjau hubungan homoderivasi pada aljabar Lie dengan

konsep lain seperti semi-derivasi, Jordan derivasi, maupun struktur Hom-Lie aljabar.
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Diharapkan penelitian lanjutan tersebut dapat memperkaya pemahaman teoritis
mengenai homoderivasi pada aljabar Lie serta membuka peluang eksplorasi aplikasi

dalam bidang matematika lainnya.
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