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ABSTRACT

(α, β)−DERIVATIONS OF THE SEMIGROUP RING

By

Margo Astomo

Derivations and their generalizations play an important role in the study of
algebraic structures. Among these, (α, β)-derivations extend the classical notion
of derivations by incorporating ring endomorphisms. In this Bachelor’s thesis, we
investigate the construction of (α, β)-derivations on semigroup rings. Let R be a
ring and S a semigroup, and consider the semigroup ring R[S]. By using function
composition, we construct induced mappings on R[S] arising from endomorphisms
and (α, β)-derivations on R. We prove that every ring endomorphism of R naturally
induces an endomorphism on the semigroup ring R[S]. Moreover, if δ is an
(α, β)-derivations on R, then the induced mapping defines an (ᾱ, β̄)-derivation on
R[S]. These results provide a natural extension of generalized derivations from rings
to semigroup rings and establish a framework for studying derivations on related
algebraic extensions, including polynomial rings as a special case of semigroup rings.

Keywords: Semigroup ring, derivation, (α, β)−derivation, ring endomorphism.



ABSTRAK

DERIVASI−(α, β) PADA RING SEMIGRUP

Oleh

Margo Astomo

Derivasi dan berbagai generalisasinya memiliki peranan penting dalam kajian
struktur aljabar. Salah satu generalisasi tersebut adalah derivasi−(α, β) yang
memperluas konsep derivasi klasik dengan melibatkan endomorfisme ring. Dalam
skripsi ini, dikaji konstruksi derivasi−(α, β) pada ring semigrup. Misalkan R
suatu ring dan S suatu semigrup, serta dipertimbangkan ring semigrup R[S].
Melalui komposisi fungsi, dibangun pemetaan terinduksi pada R[S] yang berasal
dari endomorfisma ring dan derivasi−(α, β) pada R. Ditunjukkan bahwa setiap
endomorfisme ring pada R secara alami menginduksi suatu endomorfisme pada
ring semigrup R[S]. Selanjutnya, jika δ merupakan suatu derivasi−(α, β) pada
R, maka pemetaan terinduksi yang didefinisikan pada R[S] membentuk suatu
derivasi−(ᾱ, β̄). Hasil ini memberikan perluasan alami dari derivasi tergeneralisasi
pada ring ke ring semigrup serta menyediakan kerangka untuk mempelajari derivasi
pada perluasan struktur aljabar yang berkaitan, termasuk ring polinomial sebagai
kasus khusus dari ring semigrup.

Kata-kata kunci: Ring semigrup, derivasi, derivasi−(α, β), endomorfisma
ring.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Derivasi pada ring merupakan salah satu konsep penting dalam aljabar abstrak
yang bertujuan untuk menjelaskan perubahan struktural di dalam ring melalui
pemetaan aditif yang mengikuti aturan Leibniz. Konsep ini awalnya berasal dari
kalkulus diferensial, tetapi kemudian diterapkan dalam konteks aljabar. Herstein
dan Hungerford menunjukkan bahwa derivasi dapat digunakan untuk mempelajari
sifat komutativitas, struktur ideal, serta perilaku pusat ring, khususnya pada
ring nonkomutatif (Herstein, 1968; Hungerford, 1974). Dalam perkembangannya,
derivasi tidak hanya dipandang sebagai operator yang menyerupai turunan, tetapi
juga sebagai alat untuk memahami bagaimana elemen-elemen di dalam ring saling
berhubungan.

Seiring dengan perkembangan teori ring, timbul perlunya perluasan konsep derivasi
untuk menggambarkan secara lebih jelas struktur yang lebih kompleks. Hal
ini menghasilkan beberapa generalisasi, salah satunya adalah derivasi−(α, β).
Pada generalisasi ini, aturan Leibniz dimodifikasi dengan dua endomorfisma
α dan β, yang menghasilkan bentuk d(xy) = d(x)α(y) + β(x)d(y). Ali dan
Chaudhry mengembangkan konsep derivasi−(α, β) pada ring semiprima dan
menunjukkan bagaimana keberadaan dua endomorfisma α dan β memengaruhi
karakterisasi aljabar dari ring tersebut (Ali & Chaudry, 2011). Kajian ini
menjadi acuan utama dalam analisis derivasi yang melibatkan lebih dari satu
pemetaan endomorfisma. Huang menelaah derivasi tergeneralisasi pada ring prima
dan semiprima, khususnya mengenai perubahan bentuk aturan Leibniz ketika
endomorfisma tambahan dilibatkan dalam definisi derivasi (Huang, 2012). Hasil
penelitian tersebut memperluas pemahaman mengenai hubungan antara derivasi dan
struktur internal ring.
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Dhara dan Pattanayak membahas generalisasi derivasi−(σ, τ) pada ring semiprima
dan meneliti bagaimana identitas tertentu antara komutator dan antikomutator
memengaruhi struktur ring (Dhara & Pattanayak, 2012). Mereka menunjukkan
bahwa ketika generalisai derivasi−(σ, τ) memenuhi kondisi tertentu pada ideal,
maka ring tersebut harus memiliki ideal pusat taknol. Hasil ini membantu
memperjelas hubungan antara perilaku derivasi tergeneralisasi dan kecenderungan
ring menuju sifat komutatif. Garg dan Sharma mengkaji generalisasi derivasi−(α, β)

pada ring prima dengan menelaah identitas-identitas aljabar yang melibatkan dua
generalisasi derivasi dan pasangan automorfisma (Garg & Sharma, 2016). Kajian
tersebut menunjukkan bahwa kondisi tertentu pada pemetaan tersebut dapat memaksa
ideal atau Lie ideal berada di dalam pusat ring. Hasil ini membantu memperjelas
peran generalisai derivasi−(α, β) dalam memahami kecenderungan suatu ring
menuju struktur yang lebih sederhana atau lebih dekat ke komutatif.

Reddy mengkaji generalisasi derivasi−(σ, τ) pada ring prima dengan melihat
bagaimana identitas yang melibatkan dua endomorfisma σ dan τ memengaruhi
perilaku elemen-elemen ring (Reddy & Subbarayudu, 2016). Penelitian ini
menunjukkan bahwa derivasi−(σ, τ) dapat memberikan gambaran yang lebih
jelas tentang bagaimana elemen-elemen dalam ring saling berhubungan. Tiwari,
dkk. mengkaji generalisasi derivasi multiplikasi pada ideal dalam ring semiprima,
khususnya dengan melihat perubahan identitas aljabar ketika derivasi diperluas
menggunakan pemetaan tambahan (Tiwari dkk., 2017). Penelitian ini menunjukkan
bahwa generalisasi derivasi dapat memberikan informasi lebih tentang bagaimana
elemen-elemen di dalam ideal saling berhubungan, sehingga membantu memahami
struktur ring secara lebih menyeluruh.

Chauduri mengkonstruksi bentuk derivasi−(σ, τ) pada ring grup R[G] dengan
memanfaatkan perluasan linear dari derivasi pada elemen grup, serta menelaah
sifat-sifat yang muncul dari pasangan homomorfisma σ dan τ dalam struktur ring
grup (Chauduri, 2018). Alekseev dan Arutyunov menganalisis derivasi pada aljabar
semigrup dengan menempatkan struktur semigrup sebagai komponen utama dalam
menentukan sifat derivasi yang muncul. Temuan mereka menunjukkan adanya
keterkaitan langsung antara karakter semigrup dan bentuk derivasi yang didefinisikan
di atasnya (Alekseev & Arutyunov, 2020).
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Ali dkk. menyusun tinjauan komprehensif mengenai perkembangan terbaru
teori derivasi pada ring, termasuk skew derivation, derivasi tergeneralisasi, dan
derivasi−(α, β), serta menempatkan derivasi tergeneralisasi sebagai salah satu
fokus utama dalam penelitian aljabar modern (Ali dkk., 2024). Waluyo dkk.
mengembangkan kajian mengenai (σ, τ)−derivasi pada ring grup dan memberikan
formulasi yang dapat dijadikan pembanding ketika derivasi diterapkan pada ring
semigrup, di mana struktur indeks tidak memiliki invers sebagaimana pada grup
(Waluyo dkk., 2025).

Dengan demikian, studi derivasi−(α, β) pada ring semigrup R[S] tidak hanya
berkontribusi pada pengembangan teori derivasi, tetapi juga memberikan penjelasan
yang lebih mendalam mengenai pengaruh struktur semigrup terhadap sifat-sifat
aljabar ring yang bersangkutan. Melalui penelitian ini, diharapkan dapat diperoleh
karakterisasi baru serta pemahaman yang lebih kuat mengenai hubungan antara
derivasi, endomorfisma, dan struktur semigrup dalam konteks aljabar abstrak.

1.2 Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, tujuan dari penelitian ini adalah
sebagai berikut:

1. mengkaji konsep ring semigrup R[S], endomorfisma ring, dan
derivasi−(α, β);

2. mengkaji sifat derivasi−(α, β) pada ring semigrup R[S];

3. menunjukkan kaitan derivasi−(α, β) pada ring R dengan derivasi pada ring
semigrup R[S].

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. memberikan pemahaman yang lebih mendalam mengenai konsep
derivasi−(α, β) dalam struktur ring semigrup R[S];

2. menambah literatur dan wawasan dalam bidang aljabar abstrak, khususnya
mengenai generalisasi derivasi dan penerapannya pada ring semigrup;
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3. menjadi acuan bagi penelitian selanjutnya yang berkaitan dengan
pengembangan konsep derivasi−(α, β) pada berbagai struktur aljabar lain.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Dalam bab ini, akan dibahas definisi-definisi yang menjadi landasan teori untuk
mendukung penyelesaian penelitian ini.

2.1 Semigrup dan Grup

Pada bagian ini akan dibahas konsep dasar yang berkaitan dengan operasi biner,
semigrup, dan grup.

Definisi 2.1.1 Operasi biner ∗ pada himpunan S merupakan fungsi dari S × S ke S.
Untuk setiap (a, b) ∈ S × S, ∗(a, b) di S dinotasikan dengan a ∗ b (Fitriani & Faisol,
2022).

Berikut diberikan contoh operasi biner.

Contoh 2.1.2 Operasi penjumlahan biasa pada himpunan bilangan R merupakan
operasi biner (Fitriani & Faisol, 2022).

Suatu grup adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari suatu himpunan tak kosong
yang dilengkapi dengan operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu.

Definisi 2.1.3 Sistem matematika ⟨G, ∗⟩ adalah grup jika memenuhi
aksioma-aksioma berikut (Fitriani & Faisol, 2022):

1. operasi biner ∗ bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c ∈ G berlaku (a ∗
b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);

2. terdapat elemen identitas e, yaitu untuk setiap a ∈ G berlaku a∗e = e∗a = a;

3. untuk setiap a ∈ G, terdapat elemen invers a′ ∈ G sehingga berlaku a ∗ a′ =
a′ ∗ a = e.
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Berikut diberikan contoh grup.

Contoh 2.1.4 Himpunan bilangan Z merupakan grup terhadap operasi penjumlahan
bilangan (Fitriani & Faisol, 2022).

Selain grup, terdapat struktur aljabar lain yang lebih umum, yaitu semigrup, yang
hanya menekankan hukum asosiatif operasi biner tanpa harus memenuhi keberadaan
elemen identitas atau elemen invers.

Definisi 2.1.5 Suatu himpunan tak kosong S terhadap operasi biner ∗ disebut
semigrup jika memenuhi aksioma-aksioma berikut.

1. Operasi ∗ bersifat tertutup di S, untuk setiap a, b ∈ S berlaku a ∗ b ∈ S.

2. Operasi biner ∗ bersifat asosiatif, untuk setiap a, b, c ∈ S berlaku (a ∗ b) ∗ c =
a ∗ (b ∗ c).

(Whitelaw, 1995).

Berikut diberikan contoh semigrup.

Contoh 2.1.6 Pasangan himpunan semua bilangan asli N dengan operasi
penjumlahan + merupakan semigrup komutatif (Surodjo & Susanti, 2023).

2.2 Ring Semigrup

Setelah membahas operasi biner pada grup dan semigrup, langkah berikutnya adalah
mendefinisikan ring.

Definisi 2.2.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan
dua operasi yakni + (operasi penjumlahan) dan · (operasi perkalian), selanjutnya
dilambangkan dengan ⟨R,+, ·⟩. Struktur ⟨R,+, ·⟩ dinamakan ring, jika memenuhi
aksioma:

1. ⟨R,+⟩ grup Abelian, yaitu memenuhi:

(a) untuk setiap a, b ∈ R, berlaku a+ b ∈ R;

(b) untuk setiap a, b, c ∈ R, berlaku (a+ b) + c = a+ (b+ c);

(c) terdapat e ∈ R sedemikian sehingga a + e = e + a = a untuk setiap
a ∈ R;
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(d) untuk setiap a ∈ R, terdapat a−1 ∈ R, sedemikian sehingga a+ a−1 =

a−1 + a = e, yang selanjutnya disebut sebagai invers dari a;

(e) untuk setiap a, b ∈ R, berlaku a+ b = b+ a.

2. ⟨R, ·⟩ semigrup, yaitu memenuhi:

(a) untuk setiap a, b ∈ R, berlaku a · b ∈ R;

(b) untuk setiap a, b, c ∈ R, berlaku (a · b) · c = a · (b · c).

3. Berlaku sifat distributif kiri dan distributif kanan, yaitu untuk setiap a, b, c ∈ R

berlaku:

(a) a · (b+ c) = (a · b) + (a · c);

(b) (a+ b) · c) = (a · c) + (b · c).

(Rasiman, 2018).

Berikut diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.2 Himpunan 2Z = { 2k | k ∈ Z } merupakan ring terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian biasa pada bilangan bulat (Wahyuni dkk., 2021).

Definisi 2.2.3 Misalkan R suatu ring, dan nyatakan R[x] sebagai himpunan semua
barisan elemen dari R, yaitu (a0, a1, a2, . . .) sedemikian sehingga hanya sejumlah
hingga komponen ai yang tidak bernilai nol. R[x] membentuk suatu ring dengan
operasi penjumlahan dan perkalian yang didefinisikan sebagai berikut:

(a0, a1, a2, . . .) + (b0, b1, b2, . . .) = (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .),

dan
(a0, a1, a2, . . .)(b0, b1, b2, . . .) = (c0, c1, c2, . . .),

dengan

cn =

n∑
i=0

aibn−i = anb0 + an−1b1 + · · ·+ a1bn−1 + a0bn =
∑

k+j=n

akbj.

(Hungerford, 1974)
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Berikut diberikan contoh ring polinomial.

Contoh 2.2.4 Misalkan f(x) = 4x3+2x2+x+3 dan g(x) = 3x4+3x3+3x2+x+4,
dengan f(x), g(x) ∈ Z5[x].
Koefisien dari f(x) adalah a0 = 3, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 4, a4 = a5 = · · · = 0,

dan koefisien dari g(x) adalah b0 = 4, b1 = 1, b2 = 3, b3 = 3, b4 = 3, b5 = b6 =

· · · = 0.

Dengan demikian, koefisien dari hasil penjumlahan f(x) + g(x), yaitu cn = an + bn

(mod 5), diperoleh:
c0 = 3 + 4 = 7 ≡ 2 (mod 5),

c1 = 1 + 1 = 2,

c2 = 2 + 3 = 5 ≡ 0 (mod 5),

c3 = 4 + 3 = 7 ≡ 2 (mod 5),

c4 = 0 + 3 = 3,

dan c5 = c6 = · · · = 0.
Oleh karena itu, f(x) + g(x) = 2 + 2x+ 2x3 + 3x4.

Hasil penjumlahan f(x) dan g(x) tetap merupakan elemen dari ring polinomial
Z5[x], karena penjumlahan koefisien dilakukan di dalam ring Z5 (Wahyuni dkk.,
2016).

Ring polinomial R[x] dapat dipandang sebagai kasus khusus dari ring yang dibangun
atas suatu semigrup. Dalam hal ini, eksponen xi merepresentasikan elemen-elemen
semigrup (Z+

0 ,+). Dengan mengganti semigrup tersebut dengan semigrup umum
(S, ∗), diperoleh generalisasi yang disebut ring semigrup, sebagaimana didefinisikan
sebagai berikut.

Definisi 2.2.5 Misalkan R suatu ring asosiatif dan ⟨S, ∗⟩ suatu semigrup.
Didefinisikan ring semigrup dari S atas R sebagai berikut. Misalkan T menyatakan
himpunan semua fungsi f : S → R yang berhingga tak nol, yaitu hanya sejumlah
hingga elemen s ∈ S dengan f(s) ̸= 0. Untuk setiap f, g ∈ T dan setiap s ∈ S,
didefinisikan operasi:

(f + g)(s) = f(s) + g(s),

dan
(fg)(s) =

∑
t∗u=s

f(t)g(u),

di mana simbol
∑

t∗u=s menyatakan penjumlahan atas semua pasangan (t, u) dari S
yang memenuhi t ∗ u = s. Jika tidak ada pasangan (t, u) yang memenuhi kondisi



9

tersebut, maka (fg)(s) = 0. Dengan dua operasi di atas, ⟨T,+, ·⟩ membentuk
suatu ring yang disebut ring semigrup dari S atas R, dan dinotasikan dengan R[S]

atau R[X;S]. Jika operasi semigrup pada S dinyatakan secara perkalian, maka
elemen-elemen dari R[S] dapat ditulis dalam bentuk∑

s∈S

f(s)s atau
∑
s∈S

sf(s).

Kasus khusus terjadi jika S = Z+
0 (semigrup bilangan bulat tak negatif dengan

operasi penjumlahan). Dalam hal ini, R[S] identik dengan ring polinomial R[X]

dalam satu peubah atas R (Gilmer, 1984)

Berikut diberikan contoh ring semigrup.

Contoh 2.2.6 Diberikan ring Z4 serta semigrup Z3 terhadap operasi penjumlahan,
sehingga dapat dikonstruksi ring semigrup Z4[Z3], yaitu himpunan

Z4[Z3] = {f : Z3 → Z4 | supp(f) berhingga}

(Listiana, 2022)

Definisi 2.2.7 Misalkan R dan R| adalah ring. Suatu fungsi f : R → R| disebut
homomorfisma jika untuk setiap a, b ∈ R berlaku:

1. f(a+ b) = f(a) + f(b);

2. f(ab) = f(a)f(b).

Suatu homomorfisma ring dari suatu ring ke dirinya sendiri disebut endomorfisma
(Amritaj dkk., 2021).
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Contoh 2.2.8 Diberikan ring polinomial R[x] atas ring R. Didefinisikan suatu
pemetaan σ : R[x] → R[x] dengan

σ(f(x)) = f(x2), untuk setiap f(x) ∈ R[x].

Akan ditunjukkan bahwa σ merupakan endomorfisma ring pada ring polinomial
R[x]. Diberikan sebarang f(x), g(x) ∈ R[x].

1. Akan ditunjukkan σ(f(x) + g(x)) = σ(f(x)) + σ(g(x)).

σ(f(x) + g(x)) = (f + g)(x2)

= f(x2) + g(x2)

= σ(f(x)) + σ(g(x)).

2. Akan ditunjukkan σ(f(x)g(x)) = σ(f(x))σ(g(x)).

σ(f(x)g(x)) = (fg)(x2)

= f(x2)g(x2)

= σ(f(x))σ(g(x)).

Dari (1) dan (2) terbukti bahwa σ merupakan endomorfisma ring pada ring
polinomial R[X].

2.3 Derivasi−(α, β)

Derivasi merupakan suatu pemetaan yang berkaitan erat dengan struktur internal
sebuah ring. Struktur ini dibangun melalui operasi penjumlahan dan perkalian yang
memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Pada bagian ini disajikan definisi formal
mengenai derivasi pada suatu ring.

Definisi 2.3.1 Diberikan suatu ring R. Suatu pemetaan d : R → R disebut derivasi
pada R apabila memenuhi:

(i) d(a+ b) = d(a) + d(b), dan

(ii) d(ab) = d(a)b+ a d(b) untuk setiap a, b ∈ R.

(Ali dkk., 2024)
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Berikut diberikan contoh derivasi pada ring.

Contoh 2.3.2 Diberikan ring M2×2(Z) =

{[
a b

c d

] ∣∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z

}
dan pemetaan

δ : M2×2(Z) −→ M2×2(Z) dengan δ

([
a b

c d

])
=

[
0 −b

c 0

]
untuk setiap[

a b

c d

]
∈ M2×2(Z).

Perhatikan bahwa untuk setiap

[
a b

c d

]
,

[
x y

z w

]
∈ M2×2(Z) berlaku

δ

([
a b

c d

]
+

[
x y

z w

])
= δ

([
a+ x b+ y

c+ z d+ w

])

=

[
0 −(b+ y)

c+ z 0

]

=

[
0 −b

c 0

]
+

[
0 −y

z 0

]

= δ

([
a b

c d

])
+ δ

([
x y

z w

])
.

Selanjutnya,

δ

([
a b

c d

][
x y

z w

])
= δ

([
ax+ bz ay + bw

cx+ dz cy + dw

])

=

[
0 −(ay + bw)

cx+ dz 0

]

=

[
−bz −bw

cx cy

]
+

[
bz −ay

dz −cy

]

=

[
0 −b

c 0

][
x y

z w

]
+

[
a b

c d

][
0 −y

z 0

]

= δ

([
a b

c d

])[
x y

z w

]
+

[
a b

c d

]
δ

([
x y

z w

])
.
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Berdasarkan penjabaran tersebut, pemetaan δ merupakan suatu derivasi pada
M2×2(Z) (Ernanto, 2018).

Dari Definisi 2.3.1, terdapat bentuk lain yang melibatkan suatu endomorfisma pada
ring. Bentuk tersebut diberikan dalam definisi berikut.

Definisi 2.3.3 Suatu pemetaan aditif d : R → R dikatakan sebagai skew derivation
(atau derivasi σ) apabila memenuhi:

d(ab) = d(a)b+ σ(a)d(b), untuk setiap a, b ∈ R,

dengan σ merupakan suatu automorfisma pada R. Setiap derivasi biasa merupakan
kasus khusus dari skew derivation, karena identitas tersebut direduksi menjadi aturan
Leibniz ketika σ adalah automorfisma identitas.
Dengan mempertimbangkan endomorfisma tambahan pada R, misalnya α dan β,
serta mendefinisikan suatu pemetaan aditif d : R → R yang memenuhi

d(xy) = d(x)α(y) + β(x)d(y) untuk setiap x, y ∈ R,

diperoleh suatu generalisasi yang dikenal sebagai derivasi−(α, β) (Ali dkk., 2024).

Berikut diberikan contoh derivasi−(α, β).

Contoh 2.3.4 Diberikan ring polinomial R[x] dan pemetaan δ : R[x] → R[x] dengan

δ

(
n∑

i=0

pix
i

)
=

n∑
i=1

ipix
i−1,

untuk setiap
∑n

i=0 pix
i ∈ R[x].

Akan ditunjukkan bahwa δ merupakan suatu derivasi pada ring polinomial R[x].
Diberikan sebarang α =

∑n
i=0 pix

i, β =
∑m

j=0 qjx
j ∈ R[x].

1. Akan ditunjukkan δ(α + β) = δ(α) + δ(β).

δ(α) + δ(β) = δ

(
n∑

i=0

pix
i

)
+ δ

(
m∑
j=0

qjx
j

)

=

n∑
i=1

ipix
i−1 +

m∑
j=1

jqjx
j−1



13

=

n∑
i=1

ipix
i−1 +

n∑
i=1

iqix
i−1, n ≥ m, qi = 0 untuk setiap i > m

=

n∑
i=1

i(pi + qi)x
i−1

= δ

(
n∑

i=0

(pi + qi)x
i

)

= δ

(
n∑

i=0

pix
i +

m∑
j=0

qjx
j

)

= δ(α + β).

Jadi δ(α + β) = δ(α) + δ(β).

2. Akan ditunjukkan δ(αβ) = δ(α)β + αδ(β).

δ(α)β + αδ(β) = δ

(
n∑

i=0

pix
i

)
m∑
j=0

qjx
j +

n∑
i=0

pix
i δ

(
m∑
j=0

qjx
j

)

=

n∑
i=1

ipix
i−1

m∑
j=0

qjx
j +

n∑
i=0

pix
i

m∑
j=1

jqjx
j−1

=

m+n−1∑
k=0

( ∑
k=i+j−1

ipiqj

)
xk +

m+n−1∑
k=0

( ∑
k=i+j−1

pijqj

)
xk

=

m+n−1∑
k=0

( ∑
k=i+j−1

(i+ j)piqj

)
xk

=

m+n∑
k=1

(∑
k=i+j

(i+ j)piqj

)
xk−1

=

m+n∑
k=1

(∑
k=i+j

kpiqj

)
xk−1

=

m+n∑
k=1

k

(∑
k=i+j

piqj

)
xk−1
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= δ

(
m+n∑
k=0

(∑
k=i+j

piqj

)
xk

)

= δ(αβ).

Jadi δ(αβ) = δ(α)β + αδ(β).

Dari (1) dan (2) terbukti bahwa δ merupakan derivasi pada R[X] (Waluyo dkk.,
2025).



BAB III

METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2025/2026 dan
bertempat di jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,
Universitas Lampung yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro
No.1, Gedong Meneng, Bandar Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur dengan
langkah-langkah sebagai berikut:

1. mengkaji konsep ring, semigrup, ring semigrup R[S], endomorfisma ring, dan
derivasi−(α, β);

2. mengkonstruksi pemetaan ᾱ, β̄ dan δ̄ pada ring semigrup R[S] melalui
komposisi fungsi;

3. membuktikan bahwa ᾱ dan β̄ merupakan endomorfisma ring pada R[S];

4. menunjukkan derivasi−(ᾱ, β̄) pada R[S] serta memberikan contohnya.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian yang telah diperoleh, dapat disimpulkan bahwa setiap
endomorfisma ring α : R → R dapat diperluas menjadi endomorfisma ᾱ : R[S] →
R[S] melalui komposisi fungsi. Selanjutnya, jika δ : R → R merupakan suatu
derivasi−(α, β), maka pemetaan δ̄ : R[S] → R[S] yang didefinisikan oleh δ̄(f) =

δ◦f merupakan (ᾱ, β̄)-derivasi pada ring semigrup R[S]. Dengan demikian, struktur
derivasi−(α, β) pada ring R dapat dikonstruksi pada ring semigrup R[S] melalui
komposisi fungsi.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, terdapat beberapa saran untuk
pengembangan penelitian selanjutnya. Penelitian ini masih terbatas pada konstruksi
derivasi-(α, β) pada ring semigrup R[S], sehingga disarankan untuk memperluas
kajian pada struktur aljabar yang lebih umum, seperti ring semigrup tak komutatif,
semiring, maupun struktur modul. Penggunaan semigrup dalam penelitian ini juga
masih terbatas pada contoh sederhana, sehingga perlu dikembangkan pada jenis
semigrup lain yang lebih kompleks, seperti semigrup hingga atau semigrup dengan
relasi tertentu, untuk melihat pengaruh struktur semigrup terhadap sifat derivasi yang
terbentuk. Di samping itu, contoh yang digunakan dalam penelitian ini masih bersifat
standar, sehingga disarankan untuk mengkonstruksi contoh yang lebih variatif dan
non-trivial pada ring yang lebih kompleks guna memperkaya pemahaman terhadap
perilaku derivasi-(α, β).
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