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ABSTRACT

ANALYSIS OF THE PERFORMANCE OF THE GENERALIZED LEAST
SQUARES ESTIMATOR IN LINEAR REGRESSION MODELS WITH

VIOLATIONS OF THE ASSUMPTION OF FIRST-ORDER
AUTOREGRESSIVE ERROR INDEPENDENCE

By

Devinta Arianti

The classical linear regression model assumes that errors are independent and
have constant variance. However, in practice, autocorrelation often occurs, causing
Ordinary Least Squares (OLS) estimators to become inefficient. The Generalized
Least Squares (GLS) estimator can be used to overcome this problem by transforming
the model using the error covariance matrix, while Estimated Generalized Least
Squares (EGLS) is used when the error covariance matrix is unknown and needs to
be estimated. This study aims to examine the properties of the GLS estimator and
compare the performance of the OLS, GLS, and EGLS estimators in linear regression
models with first-order autoregressive (AR(1)) errors through a simulation study.
The comparison is based on the criteria of bias, variance, and Mean Squared Error
(MSE) at various sample sizes and levels of autocorrelation. The results show that
the GLS estimator has the highest efficiency, as indicated by the smallest variance
and MSE values. The EGLS estimator also shows better efficiency than OLS, but
is still lower than GLS. In addition, an increase in sample size tends to reduce the
variance and MSE values, while an increase in the level of autocorrelation causes a
decrease in estimator efficiency, especially for the OLS estimator.

Keywords: Linear regression, AR(1) autocorrelation, OLS, GLS, EGLS, Monte
Carlo simulation.



ABSTRAK

ANALISIS PERFORMA ESTIMATOR GENERALIZED LEAST SQUARES
PADA MODEL REGRESI LINEAR DENGAN PELANGGARAN ASUMSI

INDEPENDENSI GALAT AUTOREGRESIF ORDE SATU

Oleh

Devinta Arianti

Model regresi linear klasik mengasumsikan bahwa galat saling independen dan
memiliki varians konstan. Namun, dalam praktiknya sering terjadi autokorelasi
yang menyebabkan estimator Ordinary Least Squares (OLS) menjadi tidak efisien.
Estimator Generalized Least Squares (GLS) dapat digunakan untuk mengatasi
masalah tersebut melalui transformasi model dengan memanfaatkan matriks
kovarians galat, sedangkan Estimated Generalized Least Squares (EGLS) digunakan
ketika matriks kovarians galat tidak diketahui dan perlu diestimasi. Penelitian ini
bertujuan untuk mengkaji sifat estimator GLS serta membandingkan performa
estimator OLS, GLS, dan EGLS pada model regresi linear dengan galat autoregresif
orde satu (AR(1)) melalui studi simulasi. Perbandingan dilakukan berdasarkan
kriteria bias, varians, dan Mean Squared Error (MSE) pada berbagai ukuran
sampel dan tingkat autokorelasi. Hasil penelitian menunjukkan bahwa estimator
GLS memiliki tingkat efisiensi tertinggi yang ditunjukkan oleh nilai varians dan
MSE yang paling kecil. Estimator EGLS juga menunjukkan efisiensi yang lebih
baik dibandingkan OLS, namun masih lebih rendah dibandingkan GLS. Selain
itu, peningkatan ukuran sampel cenderung menurunkan nilai varians dan MSE
sedangkan peningkatan tingkat autokorelasi menyebabkan penurunan efisiensi
estimator terutama pada estimator OLS.

Kata-kata kunci: Regresi linear, autokorelasi AR(1), OLS, GLS, EGLS, simulasi
Monte Carlo.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Model linear merupakan kerangka dasar yang sangat penting dalam statistika untuk
merepresentasikan hubungan linear antara suatu peubah acak dengan sejumlah
parameter yang tidak diketahui. Salah satu bentuk khusus yang paling banyak
digunakan dari model linear adalah model regresi linear, yaitu model yang digunakan
untuk memodelkan dan menggambarkan hubungan antara satu variabel respon dan
satu atau lebih variabel penjelas (Montgomery et al., 2008). Model regresi linear
banyak digunakan karena kesederhanaannya serta kemampuannya dalam melakukan
pendugaan parameter dan inferensi statistik (Kutner et al., 2005).

Dalam model regresi linear klasik, pendugaan parameter umumnya dilakukan
menggunakan metode Ordinary Least Squares (OLS). Menurut Myers dan Milton
(1991), OLS atau metode kuadrat terkecil adalah metode dengan meminimumkan
jumlah kuadrat selisih antara nilai aktual dan nilai estimasi variabel respon. Metode
OLS menghasilkan estimator yang bersifat tak bias dan efisien apabila seluruh
asumsi klasik terpenuhi khususnya asumsi bahwa galat memiliki nilai harapan nol,
ragam konstan, dan bersifat saling independen (Montgomery et al., 2008). Di bawah
asumsi-asumsi tersebut, teorema Gauss-Markov menjamin bahwa estimator OLS
merupakan Best Linear Unbiased Estimator (BLUE) (Rencher dan Schaalje, 2008).

Namun, dalam praktik analisis data terutama pada data runtun waktu dan data panel,
asumsi independensi galat dalam model regresi linear sering kali tidak terpenuhi.
Galat pada suatu pengamatan dapat berkorelasi dengan galat pada pengamatan
lainnya sehingga menimbulkan autokorelasi. Salah satu bentuk autokorelasi yang
paling umum dijumpai adalah galat yang mengikuti proses autoregresif orde satu
atau AR(1), di mana galat pada waktu ke-t bergantung secara linear pada galat pada
waktu sebelumnya (Gujarati dan Porter, 2009).
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Keberadaan galat dengan struktur autoregresif orde satu menyebabkan matriks
varians–kovarians galat tidak lagi berbentuk diagonal, sehingga asumsi independensi
galat dalam model regresi linear dilanggar (Greene, 2012). Pelanggaran asumsi ini
berdampak langsung terhadap sifat-sifat estimator OLS. Meskipun estimator OLS
tetap bersifat tak bias, estimator tersebut tidak lagi efisien karena tidak memiliki
ragam minimum di antara kelas estimator linear tak bias (Kutner et al., 2005). Oleh
karena itu, diperlukan metode pendugaan alternatif yang mampu memperhitungkan
struktur varians–kovarians galat.

Metode Generalized Least Squares (GLS) dikembangkan sebagai perluasan dari
metode kuadrat terkecil untuk menangani kondisi ketika asumsi klasik tidak
terpenuhi khususnya pada kasus autokorelasi. Jika matriks varians–kovarians galat
diketahui, estimator GLS memenuhi sifat Best Linear Unbiased Estimator (BLUE)
berdasarkan Teorema Aitken (Greene, 2012). Namun, dalam aplikasi nyata matriks
kovarians galat umumnya tidak diketahui dan harus diduga dari data sehingga
menghasilkan pendekatan Feasible Generalized Least Squares (FGLS) atau disebut
juga Estimated GLS (EGLS) (Gujarati dan Porter, 2009).

Pada penelitian sebelumnya, Fang et al. (2024) menunjukkan bahwa estimator
GLS lebih efisien dibandingkan OLS pada data runtun waktu dengan residual
yang berkorelasi serial. Poojari et al. (2025) menemukan bahwa pada galat
autoregresif, estimator OLS cenderung memiliki mean squared error yang lebih
besar dibandingkan estimator yang mempertimbangkan struktur kovarians galat.
Selanjutnya Oloyede (2022) melalui pendekatan Bayesian Generalized Least
Squares menunjukkan bahwa pemodelan struktur kovarians galat yang berkorelasi
secara serial menghasilkan pendugaan parameter yang lebih efisien dan stabil. Selain
itu, Ayansola dan Adejumo (2024) melalui simulasi mengevaluasi performa FGLS
dalam model dengan heteroskedastisitas dan autokorelasi, sementara Badawaire
et al. (2025) mengembangkan estimator berbasis GLS untuk menangani berbagai
pelanggaran asumsi klasik, menegaskan bahwa pengembangan dan evaluasi GLS
masih menjadi fokus penting dalam penelitian terkini.

Meskipun berbagai penelitian terdahulu telah membahas metode Generalized
Least Squares (GLS) dalam mengatasi pelanggaran asumsi klasik, sebagian besar
penelitian tersebut lebih berfokus pada penerapan empiris atau pengembangan
estimator alternatif. Penelitian yang secara khusus mengevaluasi performa estimator
GLS pada model regresi linear dengan galat autoregresif orde satu (AR(1)) melalui
pendekatan simulasi Monte Carlo masih relatif terbatas, terutama kajian yang secara
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jelas membedakan kondisi ketika parameter kovarians galat diketahui dan ketika
parameter tersebut diestimasi dari data. Selain itu, pembahasan mengenai pendekatan
transformasi sebagai dasar teoretis metode GLS masih relatif terbatas, khususnya
dalam menjelaskan secara rinci proses pembentukan matriks transformasi dan invers
kovarians galat untuk mengatasi autokorelasi dalam model regresi linear.

Berdasarkan celah penelitian tersebut, penelitian ini difokuskan pada analisis
performa estimator Generalized Least Squares (GLS) pada model regresi linear
dengan pelanggaran asumsi independensi galat yang mengikuti proses autoregresif
orde satu (AR(1)). Evaluasi performa dilakukan melalui pendekatan simulasi Monte
Carlo dengan menggunakan ukuran bias, varians, dan Mean Squared Error (MSE)
pada berbagai tingkat autokorelasi galat dan ukuran sampel. Penelitian ini secara
khusus membandingkan performa GLS pada kondisi ketika parameter kovarians
galat diketahui dan ketika parameter tersebut diestimasi dari data, serta penjelasan
mengenai bagaimana metode GLS mengatasi autokorelasi melalui transformasi
matriks masih terbatas. GLS mentransformasi model menggunakan matriks yang
diturunkan dari kovarians galat sehingga galat yang berkorelasi menjadi tidak
berkorelasi dan memenuhi asumsi regresi klasik.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah

1. Menjelaskan proses pembentukan matriks transformasi dan invers matriks
kovarians galat dalam metode GLS untuk mengatasi autokorelasi pada model
regresi linear.

2. Membuktikan sifat-sifat estimator GLS serta menunjukkan bahwa estimator GLS
merupakan Best Linear Unbiased Estimator (BLUE) ketika asumsi independensi
galat tidak terpenuhi.

3. Menganalisis performa estimator GLS pada model regresi linear dengan galat
autoregresif orde satu (AR(1)) berdasarkan kriteria bias, varians, dan MSE pada
berbagai tingkat autokorelasi dan ukuran sampel.

4. Membandingkan performa estimator GLS ketika matriks kovarians galat
diketahui dan diestimasi (EGLS), serta membandingkannya dengan estimator
OLS berdasarkan kriteria bias, varians, dan MSE pada berbagai tingkat
autokorelasi dan ukuran sampel.
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1.3 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan memberikan manfaat teoretis dan praktis dalam
pengembangan metode estimasi pada model regresi linear yang mengalami
autokorelasi, khususnya melalui pemahaman mengenai pembentukan matriks
transformasi dan invers kovarians galat estimator Generalized Least Squares (GLS)
serta pembuktian sifat-sifat estimator GLS termasuk pembuktian bahwa GLS
merupakan Best Linear Unbiased Estimator (BLUE) ketika asumsi independensi
galat tidak terpenuhi. Selain itu, penelitian ini memberikan gambaran analitis dan
simulatif mengenai performa estimator GLS pada model dengan galat autoregresif
orde satu (AR(1)) berdasarkan kriteria bias, varians, dan MSE, serta menjadi
referensi dalam membandingkan efektivitas OLS, GLS, dan EGLS pada berbagai
tingkat autokorelasi dan ukuran sampel.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini membahas berbagai definisi dasar yang relevan dan diperlukan sebagai
acuan dalam pembahasan penelitian, sehingga dapat mendukung proses penyelesaian
penelitian ini.

2.1 Konsep Dasar Matriks

Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan.
Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri matriks (Anton dan
Rorres, 2004). Konsep dasar matriks yang digunakan dalam penelitian ini meliputi

2.1.1 Operasi Matriks

Matriks-matriks dapat dioperasikan seperti penjumlahan, pengurangan, dan perkalian
(Usman dan Warsono, 2009). Jika A dan B adalah matriks berukuran m× n, maka

1. Penjumlahan Matriks

A + B = C, cij = aij + bij (2.1.1)

2. Pengurangan Matriks

A - B = C, cij = aij − bij (2.1.2)

3. Perkalian Matriks Jika A berukuran m×n dan B berukuran n× s, maka AB = C
di mana C adalah matriks berukuran m× s dengan

cik = Σs
j=1aijbjk (2.1.3)
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2.1.2 Transpos Matriks

Jika A adalah matriks m × n, maka transpos dari A dinyatakan dengan AT

didefinisikan sebagai matriks n × m yang didapatkan dengan mempertukarkan
baris-baris dan kolom-kolom dari A. Sehingga, kolom pertama dari AT adalah
baris pertama dari A, kemudian kolom kedua dari AT adalah baris kedua dari A
dan seterusnya (Anton dan Rorres, 2004). Terdapat sifat-sifat utama dari operasi
transpos jika ukuran matriks sedemikian rupa sehingga operasi-operasi berikut dapat
dilakukan, maka

1. ((A)T )T = A

2. (A + B)T = AT + BT dan (A − B)T = AT − BT

3. (kA)T = kAT , dengan k adalah skalar sembarang

4. (AB)T = BTAT

2.1.3 Invers Matriks

A dikatakan mempunyai invers dilambangkan dengan A−1, jika AA−1 = A−1A = I.
Jika suatu matriks mempunyai invers maka matriks tersebut dikatakan matriks
nonsingular, tetapi jika matriks tersebut tidak mempunyai invers maka dikatakan
matriks singular (Usman dan Warsono, 2009).

Menurut Zimmerman (2020), terdapat beberapa sifat invers matriks diantaranya

1. Untuk setiap matriks nonsingular A dan skalar c tak nol, (cA)−1 =
(
1
c

)
A−1.

2. Untuk setiap matriks nonsingular A, (AT )−1 = (A−1)T .

3. Misalkan A menyatakan matriks diagonal berukuran n × n yaitu A =

diag(a1, ..., an). Maka, A nonsingular jika dan hanya jika ai ̸= 0 untuk semua
i = 1, 2, ..., n, dalam hal ini A−1 = diag

(
1
a1
, ..., 1

an

)
.

4. Untuk setiap matriks nonsingular A dan B dengan dimensi yang sama, (AB)−1 =

B−1A−1.
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2.1.4 Matriks Identitas

Matriks identitas adalah matriks bujursangkar dengan bilangan 1 pada diagonal
utamanya dan 0 pada entri-entri lainnya, seperti

[
1 0

0 1

]
,

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , dan seterusnya

Matriks dengan bentuk seperti ini disebut matriks identitas dan dinyatakan dengan I.
Jika ukurannya penting maka akan ditulis sebagai In untuk matriks identitas n× n

(Anton dan Rorres, 2004).

2.1.5 Matriks Diagonal

Suatu matriks bujursangkar yang semua entrinya yang tidak terletak pada diagonal
utama adalah nol disebut matriks diagonal (Anton dan Rorres, 2004). Suatu matriks
diagonal umum D yang berukuran n× n, dapat ditulis sebagai

D =


d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · dn


Suatu matriks diagonal dapat dibalik, jika dan hanya jika seluruh entrinya pada
posisi diagonal adalah bilangan taknol. Dalam hal ini invers dari matriks D adalah

D−1 =


1
d1

0 · · · 0

0 1
d2

· · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

dn



2.1.6 Matriks Segitiga

Jika semua elemen matriks bujursangkar yang terletak di bawah dan di sebelah kiri
diagonal adalah nol, matriks tersebut disebut matriks segitiga atas (upper triangular).
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Dengan demikian, bentuk umum matriks segitiga atas adalah

A =


a11 a12 a13 · · · a1p

0 a22 a23 · · · a2p

0 0 a33 · · · a3p
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · app



Demikian pula, jika semua elemen matriks bujursangkar yang terletak di atas dan di
sebelah kanan diagonal adalah nol, maka matriks tersebut disebut matriks segitiga
bawah (lower triangular). Lebih umumnya, matriks A berukuran n× n A = (aij)

adalah matriks segitiga atas jika aij = 0 untuk j < i = 1, ..., n, dan merupakan
matriks segitiga bawah jika aij = 0 untuk j > i = 1, ..., n. Yang dimaksud dengan
matriks segitiga adalah matriks bujur sangkar yang merupakan matriks segitiga atas
atau segitiga bawah (Harville, 2008).

Jika A adalah matriks segitiga atas berukuran p× p, maka

1. A−1, jika ada adalah matriks segitiga atas.

2. Jika A−1 ada, maka elemen diagonal ke-i adalah a−1
ii .

3. Transpos dari A adalah matriks segitiga bawah.

4. Hasil kali dua matriks segitiga atas berukuran p× p adalah matriks segitiga atas
berukuran p× p.

2.1.7 Matriks Simetrik

Suatu matriks A dikatakan simetrik jika AT = A. Dengan demikian, matriks
simetrik adalah matriks bujursangkar yang elemen ke-ij-nya nya sama dengan
elemen ke-ji-nya.

Misalnya

A =

 3 1 −4

1 0 2

−4 2 −5

 , AT =

 3 1 −4

1 0 2

−4 2 −5


matriks A adalah matriks simetrik karena AT = A (Harville, 2008).
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2.1.8 Positif Definit dan Positif Semidefinit

Menurut Rencher dan Schaalje 2008, jika matriks simetrik A memiliki sifat yTAy >

0 untuk semua y yang mungkin kecuali y = 0 maka bentuk kuadrat yTAy dikatakan
definit positif dan A dikatakan matriks positif definit. Demikian pula, jika yTAy ≥ 0

untuk semua y dan terdapat setidaknya satu y ̸= 0 sehingga yTAy = 0 dan A
dikatakan positif semidefinit.

Menurut Zimmerman (2020) jika A adalah matriks positif definit, maka matriks
tersebut nonsingular yang berarti A−1 ada dan jika A adalah matriks positif
semidefinit maka matriks tersebut singular.

2.2 Induksi Matematika

Dalam penelitian ini, diperlukan suatu metode pembuktian yang mampu
menunjukkan kebenaran suatu pernyataan matematis secara umum, tidak hanya
pada kasus-kasus tertentu. Oleh karena itu, salah satu metode pembuktian yang
digunakan dalam penelitian ini adalah induksi matematika.

Menurut Rosen (2019), induksi matematika merupakan teknik pembuktian yang
digunakan untuk membuktikan bahwa suatu pernyataan matematis benar untuk
semua bilangan bulat positif n atau untuk semua indeks dalam suatu himpunan yang
terurut. Secara umum, induksi matematika dapat digunakan untuk membuktikan
pernyataan yang menyatakan bahwa P(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n,
di mana P(n) adalah fungsi proposisional. Pembuktian dengan induksi matematika
memiliki dua langkah yaitu,

1. Langkah dasar, menunjukkan bahwa P(1) adalah benar.

2. Langkah induktif, menunjukkan bahwa untuk semua bilangan bulat positif k jika
P(k) benar maka P(k+1) juga benar.

Asumsi bahwa P(k) benar disebut hipotesis induktif. Setelah menyelesaikan kedua
langkah dalam pembuktian dengan induksi matematika, maka telah ditunjukkan
bahwa P(n) benar untuk setiap bilangan bulat positif n.
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2.3 Model Linear Umum

Diberikan model sebagai berikut

Y = Xβ + ε (2.3.4)

dengan Y adalah n× 1 vektor peubah acak yang teramati; X adalah matriks n× p di
mana n > p yang unsur-unsurnya adalah bilangan tertentu yang diketahui; β adalah
p × 1 vektor parameter yang tidak diketahui nilainya; dan ε adalah n × 1 vektor
galat yang tidak teramati di mana E(ε) = 0 dan cov(ε) = Σ. Model 2.3.4 tersebut
di namakan model linear umum (Usman dan Warsono, 2009).

Model 2.3.4 mempunyai pengertian-pengertian khusus tergantung pada distribusi
dari ε, struktur kovarians matriks Σ, dan peringkat struktur dari matriks X. Jika
peringkat atau rank matriks X sama dengan jumlah kolomnya maka dinamakan
berperingkat penuh atau full rank, namun jika peringkat matriksnya tidak penuh
modelnya dinamakan model tidak penuh atau non-full rank model. Diasumsikan dua
kasus untuk distribusi ε yaitu

Kasus 1. ε diasumsikan berdistribusi normal dengan nilai tengah nol dan kovarians
matriks σ2I dengan σ2 > 0 dan tidak diketahui nilainya. Secara simbolik
dilambangkan dengan ε ∼ N(0, σ2).

Kasus 2. Distribusi ε tidak diketahui, tetapi mempunyai nilai tengah nol dan
kovarians matriks σ2I dengan σ2 > 0 dan tidak diketahui. Diasumsikan ruang
parameter untuk kasus-kasus tersebut adalah Ψ dengan

Ψ = [(β, σ2),β dalam Ep, σ
2 > 0]

Untuk kasus pertama, yang juga sering disebut teori normal seringkali
digeneralisasikan dengan ε berdistribusi N(0, σ2Ω) dengan σ2 > 0 yang tidak
diketahui nilainya dan Ω adalah matriks yang diketahui nilainya. Untuk kasus
kedua seringkali asumsi-asumsi yang kaku disyaratkan seperti misalnya Yi adalah
independen dan berdistribusi identik dengan fungsi distribusi kumulatif yang
kontinu.
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2.4 Model Regresi Linear

Menurut Montgomery et al. (2008), model regresi linear merupakan model yang
digunakan untuk menggambarkan hubungan antara suatu variabel respons dan satu
atau lebih variabel penjelas melalui suatu fungsi yang linear dalam parameter. Model
regresi linear dinyatakan sebagai:

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + ...+ βkXk + ε (2.4.5)

di mana Y merupakan variabel respons, X1, X2, ..., Xk adalah variabel penjelas,
β0, β1, ..., βk parameter yang tidak diketahui nilainya, dan ε adalah galat acak.

Istilah linear dalam regresi linear tidak mengacu pada linearitas hubungan antara
variabel respons dan variabel penjelas, melainkan pada linearitas model terhadap
parameter-parameter regresi. Dengan demikian, suatu model tetap dikategorikan
sebagai regresi linear selama parameter muncul secara linear dalam persamaan
model.

Montgomery et al. (2008) menjelaskan model regresi linear dalam bentuk matriks
dapat ditulis sebagai

Y = Xβ + ε (2.4.6)

di mana

Y =


Y1

Y2

...
Yn

 , X =


1 X11 X12 · · · X1k

1 X21 X22 · · · X2k

...
...

...
...

1 Xn1 Xn2 · · · Xnk

 , β =


β0

β1

...
βn

 , ε =


ε1

ε2
...
εk



Secara umum, Y merupakan vektor berukuran n× 1 yang berisi hasil pengamatan,
X merupakan matriks berukuran n× p yang memuat nilai-nilai variabel penjelas, β
merupakan vektor berukuran p× 1 yang berisi koefisien regresi, dan ε merupakan
vektor berukuran n× 1 yang berisi galat acak. Matriks X biasanya disebut sebagai
matriks model, karena matriks ini merupakan tabel data asli dari permasalahan yang
diperluas ke dalam bentuk model regresi yang ingin diestimasi.
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2.5 Asumsi Klasik Model Regresi Linear

Menurut Greene (2012), terdapat beberapa asumsi klasik model regresi linear yang
harus dipenuhi diantaranya:

1. Linearitas: Yi = Xi1β1 + Xi2β2 + ... + XiKβK . Model menyatakan bahwa
hubungan antara variabel dependen Yi dan variabel independen Xi1, ..., XiK

bersifat linear dalam parameter.

2. Tidak ada multikolinearitas sempurna yang berarti tidak ada hubungan linier yang
pasti di antara variabel independen mana pun dalam model tersebut. Asumsi ini
menjamin bahwa matriks XTX dapat diinvers, jika asumsi ini dilanggar maka
parameter regresi tidak dapat diestimasi secara unik.

3. Nilai harapan galat pada observasi ke-i bersyarat pada variabel independen adalah
nol.

E(εi|Xj1, Xj2, ..., XjK) = 0

4. Homoskedastisitas dan nonautokorelasi yaitu setiap galat εi memiliki nilai varians
yang sama, σ2 dan tidak berkorelasi dengan setiap galat lainnya, εj .

V ar(εi) = σ2I

Cov(εi, εj) = 0, i ̸= j

5. Data yang dihasilkan secara eksogen, variabel independen dapat berupa konstanta
atau variabel acak tetapi proses pembangkitannya tidak dipengaruhi oleh galat.

2.6 Least Squares Estimators

Menurut Myers dan Milton (1991), least squares estimators atau metode kuadrat
terkecil adalah metode dengan meminimumkan jumlah kuadrat selisih antara nilai
aktual dan nilai estimasi variabel dependen. Dalam penggunaan metode ini, hanya
diasumsikan bahwa vektor ε galat acak memiliki nilai tengah E(ε) = 0 dan varians
V ar(ε) = σ2I. Untuk memperoleh least squares estimators untuk β0, β1, ..., βk

dalam model linear, pertama-tama nyatakan respons dalam bentuk residual seperti
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Y1 = b0 + b1X11 + b2X12 + ...+ bkX1k + e1

Y2 = b0 + b1X21 + b2X22 + ...+ bkX2k + e2
...

Yn = b0 + b1Xn1 + b2Xn2 + ...+ bkXnk + en

Kemudian sekarang menjadi bentuk matriks sebagai berikut

X =


1 X11 X12 · · · X1k

1 X21 X22 · · · X2k

...
...

... . . . ...
1 Xn1 Xn2 · · · Xnk

 ,b =


b0

b1
...
bk

 ,Y =


Y1

Y2

...
Yn

 , e =


e1

e2
...
en


dan dapat ditulis dalam bentuk matriks

Y = Xb+ e (2.6.7)

dengan Y adalah vektor berukuran n× 1, e adalah vektor acak galat, dan b adalah
vektor (k + 1) × 1 estimator untuk koefisien β0, β1, ..., βk. X adalah matriks full
rank n × (k + 1) bilangan riil. Dalam metode kuadrat terkecil digunakan untuk
menemukan estimator β0, β1, ..., βk sedemikian sehingga

eT e = Σn
i=1e

2
i (2.6.8)

sekecil mungkin. Teorema 2.6 memberikan estimator ini.

Teorema 2.6

Misalkan Y = Xβ + ε di mana X adalah matriks full rank n× (k + 1), β adalah
vektor (k + 1)× 1 dengan parameter yang tidak diketahui, dan ε adalah vektor acak
berukuran n × 1 dengan nilai tengah E(ε) = 0 dan varians V ar(ε) = σ2I. Least
squares estimator untuk β dinotasikan dengan b dan memberikan estimator

b = (XTX)−1XTY (2.6.9)

Bukti:

Vektor galat e dapat dituliskan sebagai e = Y - Xb dan dengan demikian

eT e = (Y − Xb)T (Y − Xb)
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Menyederhanakan

eT e = (YT − bTXT )(Y − Xb)

= YTY − YTXb − bTXTY + bTXTXb

karena bTXTY adalah 1 × 1 maka bTXTY = (bTXTY)T = YTXb. Kemudian
subtitusikan kembali ke eT e

eT e = YTY − 2YTXb + bT (XTX)b

= YTY − 2(XTY)Tb + bT (XTX)b

Untuk meminimalkan eT e sebagai fungsi n, persamaan ini diturunkan terhadap b
dengan menetapkan sama dengan nol pada turunannya.

∂eT e
∂b

= −2XTY + (XTX)b + (XTX)Tb

= −2XTY + 2(XTX)b

Dengan menjadikan turunan ini menjadi nol maka

−2XTY + 2(XTX)b = 0

atau

(XTX)b = XTY

Untuk menyelesaikan persamaan b, kalikan setiap sisi persamaan dengan (XTX)−1

untuk memperoleh least squares estimators

b = (XTX)−1XTY (2.6.10)

Dengan hasil least squares estimator tersebut, teorema 2.6 terbukti (Myers dan
Milton, 1991).
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Dengan nilai harapan dari least squares estimator adalah

E(β̂OLS) = E[(XTX)−1XTY]

= E[(XTX)−1XT (Xβ + ε)]

= E[(XTX)−1XTXβ + (XTX)−1XTε]

= E(β) + E[(XTX)−1XTε]

= β + (XTX)−1XTE(ε)

= β + (XTX)−1XT (0)

= β

Terbukti bahwa estimator OLS bersifat takbias. Kemudian diperoleh variansnya
sebagai berikut

V ar(β̂OLS) = V ar[(XTX)−1XTY]

= V ar[(XTX)−1XT (Xβ + ε)]

= V ar[(XTX)−1XTXβ + (XTX)−1XTε]

= V ar[(XTX)−1XTε]

= (XTX)−1XTV ar(ε)((XTX)−1XT )T

= (XTX)−1XTσ2IX(XTX)−1

= σ2(XTX)−1XTX(XTX)−1

= σ2I(XTX)−1

V ar(β̂OLS) = σ2(XTX)−1

2.7 Teorema Gauss-Markov

Teorema Gauss-Markov menjamin bahwa diantara kelas estimator linear tak
bias untuk β, estimator b adalah yang terbaik dalam arti varians b0, b1, b2, ..., bk

diminimalkan. Karena alasan ini least squares estimator b disebut estimator BLUE
(Best Linear Unbiased Estimator) (Myers dan Milton, 1991). Misalkan Y = Xβ+ ε

di mana X adalah matriks full rank n× (k+1), β adalah vektor (k+1)× 1 dengan
parameter yang tidak diketahui, dan ε adalah vektor acak berukuran n× 1 dengan
nilai tengah E(ε) = 0 dan varians V ar(ε) = σ2I. Least squares estimator b adalah
best linear unbiased estimator untuk β.
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Bukti:

Biarkan b∗ menunjukkan estimator linear tak bias lainnya untuk β. Estimator ini
dapat dinyatakan dalam bentuk

b∗ = [(XTX)−1XT + B]Y

dimana B adalah matriks (k + 1)× n bilangan riil. Dengan mengambil

E[b∗] = [(XTX)−1XT + B]E(Y)

= [(XTX)−1XT + B]Xβ

= [I + BX]β

Karena b∗ adalah estimator tak bias untuk β, maka E[b∗] = β dan karenanya
[I + BX]β = β. Jadi I + BX adalah matriks identitas yang menyiratkan bahwa
BX = 0.

Kemudian,

var b* = var[(XTX)−1XT + B]Y

= [(XTX)−1XT + B]σ2I[(XTX)−1XT + B]T

= σ2[(XTX)−1XT + B][X(XTX)−1 + BT ]

= σ2[(XTX)−1XTX(XTX)−1 + (XTX)−1XTBT + BX(XTX)−1 + BBT ]

Karena BX = 0, XTBT = 0, dan var b* dapat ditulis sebagai

var b* = σ2[(XTX)−1 + BBT ]

= (XTX)−1σ2 + BBTσ2

= var b + BBTσ2

Entri ke-i dari diagonal utama BBT adalah

Σn
j=1b

2
ij ≥ 0, i = 1, 2, ..., n

Entri diagonal utama diminimalkan ketika B = 0. Dari sini mudah dilihat bahwa
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var b0, var b1, ... var bk diminimalkan dengan memisalkan B = 0. Dalam kasus ini,
teorema terbukti dengan b* = b (Myers dan Milton, 1991).

Sehingga, b adalah Best Linear Unbiased Estimator (BLUE). Namun, dalam
praktiknya asumsi ini sering kali dilanggar. Pada data cacahan, varians biasanya
lebih besar ketika nilai rataan lebih besar. Pada data runtun waktu, observasi yang
berdekatan dalam waktu seringkali berkorelasi. Suatu model linear dengan struktur
matriks kovarian yang lebih umum adalah Σ = σ2Ω, di mana Ω tidak harus
merupakan matriks identitas (Agresti, 2015). Dalam kasus pelanggaran ini, least
squares estimator tidak lagi menjadi estimator yang BLUE karena kehilangan
efisiensinya sehingga varians yang dihasilkan tidak lagi minimum.

2.8 Estimator Generalized Least Squares (GLS)

Dalam situasi di mana asumsi klasik tidak terpenuhi terutama ketika terdapat
autokorelasi pada galat, estimator Generalized Least Squares (GLS) dapat
diterapkan. (Gujarati dan Porter, 2009) mengungkapkan bahwa GLS pada dasarnya
adalah OLS yang diterapkan pada variabel-variabel yang telah ditransformasi
sehingga memenuhi asumsi standar regresi. Estimator yang dihasilkan disebut
estimator GLS, dan estimator inilah yang bersifat BLUE meskipun terjadi
pelanggaran asumsi klasik. Tujuan Generalized Leas Squares (GLS) adalah mencari
penduga β yang meminimalkan varians dan tak bias dengan mempertimbangkan
struktur kovarian Ω.

Menurut Myers dan Milton (1991) untuk memperoleh estimator GLS, pertama
diasumsikan bahwa ε mengikuti distribusi normal multivariat. Fungsi kepadatan
untuk ε1, ε2, ..., εn sebagai berikut:

f(ε;β,Ω) =
1

(2π)
n
2 |Ω| 12

exp[(−1

2
)εTΩ−1ε] (2.8.11)

Untuk mendapatkan estimator kemungkinan maksimum untuk β kita harus
memperoleh vektor β∗ yang memaksimalkan fungsi 2.8.11. Karena Ω adalah matriks
simetris positif definit dan non-singular maka Ω−1 juga demikian. Oleh karena itu,
menurut definisi εTΩ−1ε adalah positif, dan oleh karena itu untuk memaksimalkan
f kita harus meminimalkan εTΩ−1ε. Vektor β∗ harus diperoleh sedemikian rupa
sehingga

εTΩ−1ε = (Y − Xβ∗)TΩ−1(Y − Xβ∗) (2.8.12)
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minimum. Istilah ini mirip dengan residual sum of squares yang diminimalkan
dalam ordinary least squares. Oleh karena itu, kita akan menotasikan dengan SSRes.
Untuk meminimalkan ”residual” sum of squares ini, pertama-tama kita turunkan
persamaan 2.8.12 terhadap β∗ sebagai berikut:

∂SSRes,Ω

∂β∗ =
∂(Y − Xβ∗)TΩ−1(Y − Xβ∗)

∂β∗

=
∂

∂β∗ [Y
TΩ−1Y − YTΩ−1Xβ∗ − β∗TXTΩ−1Y + β∗TXTΩ−1Xβ∗]

=
∂

∂β∗ [Y
TΩ−1Y − 2β∗TXTΩ−1Y + β∗TXTΩ−1Xβ∗]

Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa turunan pertama terhadap β∗ yaitu:

∂SSRes,Ω

∂β∗ = −2XTΩ−1Y + 2XTΩ−1Xβ∗

Kemudian atur turunan ini sama dengan nol. Dari persamaan tersebut diperoleh:

−2XTΩ−1Y + 2XTΩ−1Xβ∗ = 0

−XTΩ−1Y + XTΩ−1Xβ∗ = 0

XTΩ−1Xβ∗ = XTΩ−1Y

(XTΩ−1X)−1XTΩ−1Xβ∗ = (XTΩ−1X)−1XTΩ−1Y

Diperoleh solusi dari persamaan ini adalah

β∗ = (XTΩ−1X)−1XTΩ−1Y (2.8.13)

dengan nilai tengah dan variansnya adalah

E(β∗) = β (2.8.14)

V ar(β∗) = σ2(XTΩ−1X)−1 (2.8.15)

Estimator β∗ disebut estimator GLS yang serupa dengan solusi OLS b dan tereduksi
menjadi b ketika V ar(ε) = σ2I. Matriks yang muncul di dalam solusi tergeneralisasi
memberikan jenis pembobotan yang memperhitungkan struktur varians kovarians
khusus dari ε. Menurut Gujarati dan Porter (2009), jika matriks Ω diketahui maka
estimator GLS merupakan estimator dengan semua sifat Best Linear Unbiased
Estimator (BLUE).
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Pendugaan GLS untuk varians menurut Usman dan Warsono (2009) didefinisikan
sebagai berikut:

σ̂2 =
1

n−K
(Y − Xβ∗)TΩ−1(Y − Xβ∗) (2.8.16)

Penduga varians ini adalah takbias.

Pendekatan Transformasi :

Secara khusus, dapat ditunjukkan bahwa β∗ adalah best linear unbiased estimator
untuk β. Untuk menunjukkannya, perhatikan bahwa karena Ω dan Ω−1 adalah
matriks positif definit maka dapat ditulis

Ω−1 = RTR dan Ω = R−1(RT )−1 (2.8.17)

di mana R adalah matriks nonsingular.

Model aslinya adalah

Y = Xβ + ε (2.8.18)

Model ini dapat ditulis ulang dengan mengalikannya dengan R untuk mendapatkan
model sebagai berikut

RY = RXβ + Rε (2.8.19)

atau

V = Zβ + ε∗ (2.8.20)

di mana V = RY, Z = RX, dan ε∗ = Rε. Vektor ε∗ mempertahankan status vektor
galat acak dan E(ε∗) = 0. Kemudian, diperoleh struktur varians-kovarians dari ε∗,

V ar(ε∗) = V ar(Rε)

= RV ar(ε)RT

= σ2RΩRT

= σ2R R−1(RT )−1RT

= σ2I

Akibatnya, model yang ditransformasi memungkinkan untuk memperkirakan β

dalam konteks di mana galat tidak berautokorelasi. Dengan menerapkan teorema
Gauss-Markov,
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b = (ZTZ)−1ZTY (2.8.21)

estimator BLUE dari β. Namun,

b = (ZTZ)−1ZTY

= [(RX)TRX]−1(RX)TRY

= [XTRTRX]−1XTRTRY

= (XTΩ−1X)−1XTΩ−1Y

= β∗

Dengan demikian, estimator generalized least squares adalah BLUE (Myers dan
Milton, 1991).

2.9 Pelanggaran Asumsi Independensi

Pada salah satu asumsi klasik dijelaskan bahwa tidak ada autokorelasi pada
galat yaitu Cov(εi, εj) = 0 yang artinya untuk galat εi dan εj tidak memiliki
korelasi/autokorelasi. Namun dalam praktiknya, asumsi tersebut sering kali dilanggar
yang mengakibatkan komponen non-diagonal dari matriks varians-kovariansnya
tidak sama lagi dengan nol.

Pelanggaran independensi terjadi ketika

Cov(εi, εj) ̸= 0

Kasus yang paling umum adalah autokorelasi, terutama dalam data deret waktu.
Menurut Kutner et al. 2005, pada data deret waktu asumsi galat yang tidak
berkorelasi atau independen sering kali tidak tepat. Sebaliknya, galat seringkali
berkorelasi positif dari waktu ke waktu. Galat yang berkorelasi dari waktu ke waktu
disebut autokorelasi atau korelasi serial.

2.9.1 Pengaruh Autokorelasi

Montgomery et al. (2008), menjelaskan bahwa keberadaan autokorelasi
menghasilkan struktur ketergantungan yang lebih kompleks pada galat dibandingkan
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dengan yang diasumsikan oleh asumsi klasik model regresi linear. Ketika korelasi
galat tidak nol, model tidak mampu menangkap proses sebenarnya yang terjadi pada
data. Dengan demikian, autokorelasi bukan hanya menyebabkan pelanggaran asumsi
tetapi juga mengindikasikan bahwa model yang digunakan tidak memadai untuk
data runtun waktu. Konsekuensinya, setiap metode regresi yang bergantung pada
asumsi independensi galat menjadi tidak valid. Menurut Kutner et al. (2005), ketika
galat dalam model regresi positively autocorrelated, penggunaan estimator ordinary
least squares menghasilkan beberapa konsekuensi penting yaitu

1. Koefisien regresi yang diestimasi tetap tidak bias, tetapi tidak lagi memiliki
varians minimum dan dapat menjadi sangat tidak efisien.

2. Mean Squared Error dapat mengestimasi varians galat secara terlalu kecil,
sehingga menghasilkan kesimpulan yang keliru.

3. Standar deviasi koefisien regresi yang dihitung dengan estimator ordinary least
squares mengalami underestimation dan tidak mencerminkan standar deviasi
yang sebenarnya.

4. Uji t dan uji F yang sebelumnya bergantung pada asumsi independensi galat,
tidak lagi sepenuhnya valid ketika terdapat autokorelasi.

2.9.2 Autoregresif Orde Satu (AR(1))

Bentuk autokorelasi yang paling banyak digunakan dalam literatur adalah
autoregresif orde pertama, di mana galat pada waktu t bergantung pada galat
waktu sebelumnya. Kutner et al. (2005), memperkenalkan paling sederhana dari
autokorelasi yaitu proses autoregresif orde pertama (first-order autoregressive
process):

εt = ρεt−1 + ut, |ρ| < 1 (2.9.22)

dengan εt adalah vektor galat pada waktu t, εt−1 adalah galat pada waktu sebelumnya,
ρ merupakan koefisien autokorelasi, dan ut adalah galat acak yang independen
ut ∼ N(0, σ2

u).

Dari persamaan 2.9.22 menurut Kutner et al. (2005), untuk mencari bentuk umum
dari autoregresif orde satu adalah
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1. Tuliskan kembali εt tersebut untuk periode t− 1

εt−1 = ρεt−1−1 + ut−1

εt−1 = ρεt−2 + ut−1

Subtitusikan εt−1 ke persamaan εt

εt = ρ(ρεt−2 + ut−1) + ut

εt = ρ2εt−2 + ρut−1 + ut

2. Kemudian tuliskan kembali εt untuk periode t− 2

εt−2 = ρεt−1−2 + ut−2

εt−2 = ρεt−3 + ut−2

Subtitusikan εt−2 ke persamaan εt

εt = ρ2(ρεt−3 + ut−2) + ρut−1 + ut

εt = ρ3εt−3 + ρ2ut−2 + ρut−1 + ut

3. Lanjutkan secara berulang hingga diperoleh

εt = Σ∞
s=0ρ

sut−s (2.9.23)

dengan demikian, galat εt pada periode ke t adalah kombinasi linear dari suku
gangguan saat ini dan sebelumnya.

Meskipun galat εt dalam model regresi saling berkorelasi, galat tetap memiliki nilai
rata-rata nol dan varians konstan yaitu:

E(εt) = 0 (2.9.24)

V ar(εt) =
σ2
u

1− ρ2
(2.9.25)

Kovarians antara galat yang berurutan yaitu εt dan εt−1 adalah:

Cov(εt, εt−1) = ρ

(
σ2
u

1− ρ2

)
(2.9.26)

Koefisien korelasi antara εt dan εt−1 yang dilambangkan dengan ρ(εt, εt−1)
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didefinisikan sebagai:

ρ(εt, εt−1) =
Cov(εt, εt−1)√

V ar(εt)V ar(εt−1)
(2.9.27)

Karena varians masing-masing galat menurut 2.9.25 adalah σ2
u

1−ρ2
, maka dengan

menggunakan 2.9.26 diperoleh:

ρ(εt, εt−1) =
ρ
(

σ2
u

1−ρ2

)
√

σ2
u

1−ρ2

√
σ2
u

1−ρ2

= ρ (2.9.28)

Dengan demikian, parameter autokorelasi ρ adalah koefisien korelasi antara galat
yang berurutan.

Selanjutnya, kovarians antar galat yang berjarak s periode dapat ditunjukkan sebagai:

Cov(εt, εt−s) = ρs
(

σ2
u

1− ρ2

)
, s ̸= 0 (2.9.29)

yang disebut sebagai fungsi autokovarians (autocovariance function). Oleh karena
itu, koefisien korelasi antara εt dan εt−s adalah

ρ(εt, εt−s) = ρs, s ̸= 0 (2.9.30)

Persamaan 2.9.30 disebut fungsi autokorelasi (autocorrelation function). Dengan
demikian, jika ρ > 0 maka seluruh galat saling berkorelasi, namun semakin jauh
jarak waktunya maka semakin kecil tingkat korelasinya. Satu-satunya kondisi di
mana galat tidak berkorelasi adalah ketika ρ = 0.

Dari hasil varians dan kovarians dari galat pada 2.9.25 dan 2.9.29, matriks
varians-kovarians dari galat untuk model regresi autoregresif orde pertama yaitu:

V ar(ε) = σ2
u

1

1− ρ2


1 ρ ρ2 · · · ρn−1

ρ 1 ρ · · · ρn−2

...
...

... . . . ...
ρn−1 ρn−2 ρn−3 · · · 1

 = σ2Ω

dengan Ω adalah bentuk matriks simetrik dan positif definit.

2.9.3 Pendugaan Parameter ρ

Menurut Wooldridge (2013), koefisien autokorelasi ρ jarang diketahui dalam praktik
sehingga ρ perlu diduga. Gujarati dan Porter (2009) menjelaskan bahwa apabila galat
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mengikuti proses autoregresif orde satu, yaitu εt = ρεt−1+ut dengan ut merupakan
galat acak yang saling independen, maka parameter autokorelasi ρ dapat diduga
secara sederhana menggunakan residual hasil estimasi OLS dari model regresi
awal. Oleh karena itu, Gujarati dan Porter (2009) menyarankan untuk meregresikan
residual OLS pada residual satu periode sebelumnya melalui persamaan:

ε̂t = ρε̂t−1 + ut

Sehingga diperoleh penduga OLS dari ρ adalah

ρ̂ =
Σn

t=2ε̂t−1ε̂t
Σn

t=2ε̂
2
t−1

(2.9.31)

2.10 Ukuran Performa Estimator

Pada bagian ini, terdapat beberapa kriteria dasar untuk mengevaluasi estimator yang
digunakan sebagai penilaian kualitas suatu estimator apakah estimator tersebut layak
digunakan dalam analisis. Beberapa ukuran performa estimator yang paling umum
digunakan adalah bias, varians, dan Mean Squared Error (MSE).

2.10.1 Bias

Menurut Casella dan Berger (2002), bias dari suatu estimator didefinisikan sebagai
selisih antara nilai harapan estimator dan parameter sebenarnya. Bias dari suatu
estimator W terhadap parameter θ adalah selisih antara nilai harapan dari W dan θ.
Secara matematis bias dituliskan sebagai berikut:

Biasθ(W ) = Eθ(W )− θ (2.10.32)

Suatu estimator yang biasnya identik (untuk semua θ) sama dengan nol disebut tak
bias (unbiased) dan memenuhi

Eθ(W ) = θ (2.10.33)

Bias mencerminkan kecenderungan sistematis estimator untuk memberikan nilai
yang terlalu tinggi atau terlalu rendah dibanding parameter sebenarnya. Bias positif
menunjukkan bahwa estimator cenderung melebihkan nilai parameter, sedangkan
bias negatif menunjukkan kecenderungan meremehkan nilai parameter.
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2.10.2 Varians Estimator

Varians estimator mengukur seberapa besar penyebaran nilai estimator terhadap
nilai harapannya. Menurut Casella dan Berger (2002), varians estimator diperoleh
dengan:

V ar(θ̂) = E[(θ̂ − E(θ̂))2] (2.10.34)

Varians merupakan ukuran ketidakpastian sampling. Dua estimator yang sama-sama
tak bias dapat memiliki varians yang berbeda. Estimator dengan varians lebih kecil
dianggap lebih efisien karena memberikan hasil yang lebih stabil dari satu sampel
ke sampel lainnya. Oleh karena itu, varians menjadi ukuran penting dalam menilai
kestabilan suatu estimator.

2.10.3 Mean Squared Error

Menurut Wooldridge (2013), Mean Squared Error (MSE) adalah nilai harapan
dari kuadrat jarak antara suatu estimator dengan nilai parameter populasi, MSE
sama dengan varians estimator ditambah kuadrat biasnya. Salah satu cara untuk
membandingkan estimator yang tidak selalu bersifat tak bias adalah dengan
menghitung MSE dari estimator tersebut. Jika W merupakan estimator dari
parameter θ, maka MSE dari W didefinisikan sebagai:

MSE(W ) = E[(W − θ)2] (2.10.35)

MSE mengukur seberapa jauh, secara rata-rata, estimator menyimpang dari nilai
parameter yang sebenarnya. Dapat ditunjukkan bahwa:

MSE(W ) = V ar(W ) + [Bias(W )]2 (2.10.36)

sehingga nilai MSE bergantung pada varians dan bias (jika ada). Dengan demikian,
MSE memungkinkan kita untuk membandingkan dua estimator ketika salah satu
atau keduanya bersifat bias. Estimator dengan sedikit bias tetapi varians kecil dapat
memiliki MSE lebih rendah dibanding estimator yang tak bias tetapi memiliki varians
besar. Dengan demikian, MSE memberikan ukuran menyeluruh terhadap kesalahan
total estimator, sehingga sering digunakan dalam studi simulasi dan evaluasi kinerja
estimator dalam berbagai kondisi data.



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran periode 2025/2026 di
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas
Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data yang dibangkitkan berdasarkan
parameter yang telah ditentukan melalui simulasi Monte Carlo menggunakan
software SAS Studio. Data yang dihasilkan berbentuk data runtun waktu, di mana
galat mengikuti struktur autoregresif orde satu (AR(1)). Melalui data simulasi ini
dianalisis performa estimator Generalized Least Squares (GLS) dalam mengestimasi
parameter model.

3.3 Metode Penelitian

Langkah-langkah penelitian yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai
berikut:

1. Pembentukan matriks transformasi dan invers kovarians galat pada estimator
GLS.

a) Menentukan model regresi dengan struktur kovarians galat.

b) Membentuk matriks kovarians galat Ω.

c) Melakukan dekomposisi matriks kovarians galat.
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d) Membentuk matriks transformasi.

e) Menentukan invers matriks kovarians galat.

f) Membuktikan bahwa galat hasil transformasi memenuhi asumsi klasik model
regresi.

2. Pembuktian sifat-sifat estimator GLS.

Membuktikan sifat-sifat estimator GLS, serta menunjukkan bahwa estimator GLS
merupakan Best Linear Unbiased Estimator (BLUE) ketika galat tidak memenuhi
asumsi independensi.

3. Melakukan simulasi data.

Dalam simulasi, analisis dilakukan dalam dua langkah. Pertama, estimator GLS
diterapkan menggunakan struktur matriks varians–kovarians galat yang dibentuk
berdasarkan nilai parameter autokorelasi yang telah ditentukan. Kedua, parameter
struktur galat diestimasi dari data simulasi dan digunakan untuk membentuk
matriks varians–kovarians galat yang selanjutnya digunakan dalam prosedur
GLS. Untuk studi simulasi Monte Carlo, parameter β ditentukan dan ditetapkan
sebagai β0 = 4, β1 = 2.5, β2 = 1.8, dan β3 = 0.6 (Ayinde et al., 2012).

Menurut Wooldridge (2013), dalam model regresi dengan autokorelasi AR(1)
yaitu

εt = ρεt−1 + ut (3.3.1)

Estimator GLS membutuhkan nilai ρ untuk membentuk matriks kovarians
galat. Namun, dalam praktiknya nilai ρ jarang diketahui yang mengakibatkan
estimator GLS tidak dapat digunakan secara langsung. Oleh karena itu terdapat
estimator Estimated Generalized Least Squares (EGLS) yang merupakan
metode estimasi yang digunakan ketika struktur kovarians galat tidak diketahui,
khususnya pada kasus autokorelasi. Dalam pendekatan ini, parameter autokorelasi
diestimasi terlebih dahulu menggunakan residual OLS, kemudian digunakan
untuk mentransformasi model melalui proses quasi-differencing. Estimasi
parameter regresi selanjutnya dilakukan dengan metode OLS pada model yang
telah ditransformasi.

Estimator EGLS diperoleh dengan mengganti matriks kovarians galat Ω dengan
estimasinya Ω̂. Estimator EGLS didefinisikan sebagai

β̂EGLS = (XT Ω̂
−1

X)−1XT Ω̂
−1

Y (3.3.2)
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di mana

Ω̂ =


1 ρ̂ ρ̂2 · · · ρ̂n−1

ρ̂ 1 ρ̂ · · · ρ̂n−2

...
...

... . . . ...
ρ̂n−1 ρ̂n−2 ρ̂n−3 · · · 1

 (3.3.3)

(Greene, 2012).

Performa estimator dievaluasi berdasarkan ukuran bias, varians, dan Mean
Squared Error (MSE) pada berbagai kombinasi tingkat autokorelasi galat dan
ukuran sampel. Langkah-langkah yang dilakukan dalam simulasi adalah sebagai
berikut:

a) Menentukan model yang digunakan dalam penelitian. Model yang digunakan
dalam simulasi adalah model regresi linear dengan tiga variabel penjelas, yang
dirumuskan sebagai

Yt = β0 + β1X1t + β2X2t + β3X3t + εt, t = 1, 2, ..., n (3.3.4)

dengan galat εt diasumsikan mengikuti proses autoregresif orde satu, yaitu

εt = ρεt−1 + ut, ut ∼ N(0, σ2
u), |ρ| < 1 (3.3.5)

Secara khusus, asumsi pada model 3.3.5 berarti bahwa galat εt bergantung
pada galat periode sebelumnya. Galat εt memiliki rataan nol bersyarat pada
X. Dengan demikian, varians dari εt adalah

V ar(εt) =
σ2
u

1− ρ2
(3.3.6)

Dari model regresi linear pada Persamaan 3.3.4 dapat ditulis ulang yaitu

Yt = β0 + β1X1t + β2X2t + β3X3t + εt (3.3.7)

Karena masalah dalam persamaan ini adalah autokorelasi pada εt, maka perlu
dilakukan transformasi untuk menghilangkan autokorelasi tersebut. Untuk
t ≥ 2 dapat ditulis

Yt−1 = β0 + β1X1,t−1 + β2X2,t−1 + β3X3,t−1 + εt−1 (3.3.8)

Selanjutnya, kalikan Persamaan 3.3.8 dengan ρ sehingga dihasilkan

ρYt−1 = ρβ0 + ρβ1X1,t−1 + ρβ2X2,t−1 + ρβ3X3,t−1 + ρεt−1 (3.3.9)
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Kemudian pada Persamaan 3.3.7 dikurangi dengan Persamaan 3.3.9 diperoleh

Yt − ρYt−1 = β0 − ρβ0 + β1X1t − ρβ1X1,t−1 + β2X2t − ρβ2X2,t−1

+ β3X3t − ρβ3X3,t−1 + εt − ρεt−1

Persamaan tersebut dapat disederhanakan menjadi pesamaan berikut

Yt − ρYt−1 = β0(1− ρ) + β1(X1t − ρX1,t−1) + β2(X2t − ρX2,t−1)

+ β3(X3t − ρX3,t−1) + ut, t ≥ 2

di mana ut = εt − ρεt−1. Persamaan ini disebut quasi-differencing, kemudian
persamaan tersebut dapat ditulis sebagai

Y ∗
t = β∗

0 + β∗
kX

∗
k,t + ut, k = 1, 2, 3 (3.3.10)

dengan

Y ∗
t = Yt − ρYt−1

β∗
0 = β0(1− ρ)

β∗
k = βk, k = 1, 2, 3

X∗
k,t = (Xkt − ρXk,t−1), k = 1, 2, 3

Galat hasil transformasi yaitu ut tidak lagi berautokorelasi dan memiliki
varias konstan. Oleh karena itu, model hasil transformasi memenuhi asumsi
Gauss-Markov. Apabila nilai ρ diketahui, maka penerapan OLS pada model
quasi-difference akan menghasilkan estimator yang bersifat BLUE.

Model quasi-difference tanpa observasi pertama tetap menghasilkan estimator
yang konsisten, namun tidak efisien karena kehilangan satu observasi,
sehingga tidak mencapai sifat BLUE secara penuh. Untuk memperbaikinya,
persamaan periode pertama ditulis sebagai

Y1 = β0 + β1X1,1 + β2X2,1 + β3X3,1 + ε1 (3.3.11)

dengan

V ar(ε1) =
σ2
u

1− ρ2
> σ2

u = V ar(ut) (3.3.12)

Pada kondisi ini, εt tidak berautokorelasi dengan ut. Namun, perbedaan
varians antara εt dan ut menyebabkan model hasil transformasi belum
memenuhi asumsi homoskedastisitas. Pada persamaan 3.3.12 varians εt lebih
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besar daripada varians ut sehingga hasil yang diperoleh tidak BLUE.

Jadi, untuk mengatasi masalah tersebut, pada persamaan 3.3.11 dikalikan
dengan (1− ρ2)

1
2 untuk memperoleh varians galat yang sama,

(1− ρ2)
1
2Y1 = (1− ρ2)

1
2β0 + β1(1− ρ2)

1
2X1,1 + β2(1− ρ2)

1
2X2,1

+ β3(1− ρ2)
1
2X3,1 + (1− ρ2)

1
2 ε1

atau

Y ∗
1 = β∗

0 + β∗
kX

∗
k,1 + u1, untuk t = 1, k = 1, 2, 3 (3.3.13)

dengan

Y ∗
1 = (1− ρ2)

1
2Y1

β∗
0 = (1− ρ2)

1
2β0

β∗
k = βk, k = 1, 2, 3

X∗
k,1 = (1− ρ2)

1
2Xk,1, k = 1, 2, 3

u1 = (1− ρ2)
1
2 ε1

Kemudian, dari hasil transformasi galat tersebut dapat ditentukan mean dan
variansnya

1. Mean dari galat hasil transformasi dengan diketahui E(εt) = 0 maka
diperoleh

E(u1) = E
(
(1− ρ2)

1
2 ε1

)
= (1− ρ2)

1
2E(ε1)

= (1− ρ2)
1
2 (0)

= 0

Sehingga
E(u1) = 0 (3.3.14)
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2. Kemudian varians dari ut dengan diketahui V ar(ε1) = σ2
u

1−ρ2
maka

diperoleh

V ar(u1) = V ar
(
(1− ρ2)

1
2 ε1

)
=

(
(1− ρ2)

1
2

)2

V ar(ε1)

= (1− ρ2).
σ2
u

1− ρ2

= σ2
u

Sehingga diperoleh

V ar(u1) = σ2
u = V ar(ut) (3.3.15)

Jika parameter ρ diketahui, maka transformasi tersebut menghasilkan
estimator GLS yang bersifat BLUE. Namun dalam praktik, ρ umumnya tidak
diketahui sehingga harus diestimasi terlebih dahulu dan prosedur ini dikenal
sebagai Estimated Generalized Least Squares (EGLS) (Wooldridge, 2013).

b) Menentukan nilai awal dan parameter simulasi.
• Ukuran sampel n ditetapkan pada empat ukuran, yaitu n = 30, 50, 100, 200.
• Tingkat autokorelasi galat ditetapkan pada ρ = 0.0, 0.3, 0.6, 0.9.
• Nilai parameter sebenarnya β0 = 4, β1 = 2.5, β2 = 1.8, dan β3 = 0.6.
• Jumlah replikasi simulasi ditetapkan sebanyak R = 1000.

c) Membangkitkan nilai X1t, X2t, dan X3t berukuran n× 4 dan bersifat tetap.

d) Membangkitkan galat εt secara acak mengikuti proses autoregresif orde satu
(AR(1)) yaitu εt = ρεt−1 + ut, ut ∼ N(0, 1) sesuai dengan nilai parameter
autokorelasi ρ.

e) Setelah variabel penjelas dan galat dibangkitkan, nilai variabel respon Yt

dihitung berdasarkan model

Yt = 4 + 2.5X1t + 1.8X2t + 0.6X3t + εt

f) Data hasil simulasi selanjutnya digunakan untuk mengestimasi parameter
model dengan tiga estimator, yaitu:
• Ordinary Least Squares

β̂OLS = (XTX)−1XTY
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• Generalized Least Squares

β̂GLS = (XTΩ−1X)−1XTΩ−1Y

• Estimated Generalized Least Squares

β̂EGLS = (XT Ω̂
−1

X)−1XT Ω̂
−1

Y

dengan

ρ̂ =
Σn

t=2ε̂t−1ε̂t
Σn

t=2ε̂
2
t−1

g) Langkah estimasi parameter pada poin 7 diulangi sebanyak R = 1000 kali
untuk setiap skenario simulasi.

h) Menghitung rata-rata estimasi untuk setiap parameter.

i) Evaluasi performa masing-masing estimator menggunakan ukuran berikut:

• Bias

• Varians estimator

• Mean Squared Error (MSE)

j) Menyajikan hasil simulasi dalam bentuk tabel dan grafik yang memuat nilai
bias, varians, dan MSE dari penduga β0, β1, β2, β3 untuk masing-masing
estimator.

4. Analisis dan perbandingan hasil.

Dari hasil simulasi tersebut akan dianalisis performa estimator GLS pada
model regresi linear dengan galat autoregresif orde satu (AR(1)) dan kemudian
membandingkan performa estimator GLS ketika matriks kovarians galat diketahui
dan diestimasi (EGLS) dengan estimator OLS berdasarkan kriteria bias, varians,
dan MSE pada berbagai tingkat autokorelasi dan ukuran sampel.
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Gambar 3.1 Diagram Alur Penelitian



BAB V

KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan dan analisis yang telah dilakukan, dapat disimpulkan
bahwa estimator Generalized Least Squares (GLS) mampu mengatasi masalah
autokorelasi pada model regresi linear dengan melakukan transformasi terhadap
model menggunakan matriks kovarians galat yaitu (LT )−1. Transformasi ini
menghasilkan model dengan galat yang tidak berkorelasi sehingga memenuhi asumsi
regresi linear klasik. Secara teoretis, estimator GLS merupakan estimator linear,
tidak bias, dan memiliki varians minimum dibandingkan estimator linear tidak bias
lainnya sehingga memenuhi sifat sebagai Best Linear Unbiased Estimator (BLUE)
pada kondisi terdapat autokorelasi galat.

Berdasarkan hasil simulasi, estimator GLS menunjukkan performa terbaik
dibandingkan estimator Ordinary Least Squares (OLS) dan Estimated Generalized
Least Squares (EGLS) yang ditunjukkan oleh nilai varians dan Mean Squared Error
(MSE) yang paling kecil pada berbagai ukuran sampel dan tingkat autokorelasi.
Estimator EGLS juga menunjukkan performa yang lebih baik dibandingkan
estimator OLS karena mampu menghasilkan varians dan MSE yang lebih kecil
meskipun secara umum masih sedikit lebih besar dibandingkan estimator GLS. Hal
ini menunjukkan bahwa estimator EGLS mampu meningkatkan efisiensi estimasi
dengan menggunakan estimasi parameter kovarians galat.

Selain itu, hasil simulasi menunjukkan bahwa peningkatan ukuran sampel
menyebabkan nilai varians dan MSE pada semua estimator cenderung menurun
yang menunjukkan bahwa estimator menjadi semakin akurat dan stabil. Sebaliknya,
semakin tinggi tingkat autokorelasi, varians dan MSE cenderung meningkat.
Secara keseluruhan, metode GLS merupakan metode estimasi yang paling efisien,
sedangkan metode EGLS dapat digunakan sebagai alternatif yang lebih baik
dibandingkan OLS ketika parameter kovarians galat tidak diketahui.
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5.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya, disarankan untuk mengkaji performa estimator pada
model dengan jenis autokorelasi yang lebih kompleks seperti proses autoregresif
orde lebih tinggi (AR(p)) atau pada model yang juga mengandung heteroskedastisitas
sehingga dapat memberikan pemahaman yang lebih luas mengenai efisiensi metode
estimasi.



DAFTAR PUSTAKA

Agresti, A. 2015. Foundations of Linear and Generalized Linear Models. Hoboken,
NJ: John Wiley and Sons.

Anton, H., dan Rorres, C. 2004. Aljabar Linear Elementer. Jakarta: Penerbit Elangga.

Ayinde, K., Apata, E.O., dan Alaba, O.O. 2012. Estimators of linear regression model
and prediction under some assumptions violation. Open Journal of Statistics. 2(4):
534–546. https://doi.org/10.4236/ojs.2012.25069

Badawaire, A.B., Ayinde, K., dan Olanrewaju, S.O. 2025. Development of a robust
generalized least squares Liu estimator to address some basic assumptions
violations in linear regression model. Asian Journal of Probability and Statistics.
27(5): 12–31. https://doi.org/10.9734/ajpas/2025/v27i5751.

Ayansola, O.A., dan Adejumo, A.O. 2024. On the performance of some estimation
methods in models with heteroscedasticity and autocorrelated disturbances (A
Monte-Carlo approach). Mathematical Modelling and Applications. 9(1): 23–31.
https://doi.org/10.11648/j.mma.20240901.13.

Casella, G., dan Berger, R.L. 2002. Statistical inference. 2nd Edition. Pacific Grove,
CA: Duxbury Press.

Fang, Y., Koreisha, S.G., dan Shao, Q.-M. 2024. Revisiting the use of generalized
least squares in time series regression models. Journal of Data Science. 22(4):
486–504. https://doi.org/10.6339/23-JDS1108.

Graybill, F.A. 1976. Theory and Application of the Linear Model. Boston: Duxbury
Press.

Greene, W.H. 2012. Econometric Analysis. 7th Edition. New York: Pearson
Education.

Gujarati, D.N., dan Porter, D.C. 2009. Basic Econometrics. 5th Edition. New York:
McGraw-Hill.



79

Harville, D.A. 2008. Matrix Algebra From a Statistician’s Perspective. New York:
Springer. ISBN 978-0-387-78356-7.

Kutner, M.H., Nachtsheim, C.J., Neter, J., dan Li, W. 2005. Applied linear statistical
models. 5th Edition. Boston, MA: McGraw-Hill Irwin.

Montgomery, D.C., Jennings, C.L., dan Kulahci, M. 2008. Introduction to time series
analysis and forecasting. New York: John Wiley and Sons.

Myers, R.H., dan Milton J.S. 1991. A First Course In The Theory Of Linear Statistical
Models. Boston: PWS-Kent Publishing Company.

Oloyede, I. 2022. Bayesian generalized least squares with autocorrelated
error. Journal of Statistical Modelling and Analytics. 4(2): 45–61.
https://jier.um.edu.my/index.php/JOSMA/article/view/34010.

Poojari, S., Acharya, S., Kumar, V.S.G., dan Serrao, V. 2025. Modified least
squares ratio estimator for autocorrelated data: Estimation and prediction.
Journal of Computational Mathematics and Data Science. 14: 1-24.
https://doi.org/10.1016/j.jcmds.2025.100109.

Rencher, A.C., dan Schaalje, G.B. 2008. Linear Models in Statistics. 2nd Edition.
New York: Wiley.

Rosen, K.H. 2019. Discrete mathematics and its applications. 8th Edition. New
York: McGraw-Hill Education.

Usman, M., dan Warsono. 2009. Teori Model Linear dan Aplikasinya. Bandung:
Sinar Baru Algensindo.

Wooldridge, J.M. 2013. Introductory econometrics: A modern approach. 5th Edition.
Mason, OH: South-Western Cengage Learning.

Zimmerman, D.L. 2020. Linear model theory with examples and exercises. Cham:
Springer Nature Switzerland AG.


	DAFTAR ISI
	DAFTAR TABEL
	DAFTAR GAMBAR
	PENDAHULUAN
	Latar Belakang Masalah
	Tujuan Penelitian
	Manfaat Penelitian

	TINJAUAN PUSTAKA
	Konsep Dasar Matriks
	Operasi Matriks
	Transpos Matriks
	Invers Matriks
	Matriks Identitas
	Matriks Diagonal
	Matriks Segitiga
	Matriks Simetrik
	Positif Definit dan Positif Semidefinit

	Induksi Matematika
	Model Linear Umum
	Model Regresi Linear
	Asumsi Klasik Model Regresi Linear
	Least Squares Estimators
	Teorema Gauss-Markov
	Estimator Generalized Least Squares (GLS)
	Pelanggaran Asumsi Independensi
	Pengaruh Autokorelasi
	Autoregresif Orde Satu (AR(1))
	Pendugaan Parameter 

	Ukuran Performa Estimator
	Bias
	Varians Estimator
	Mean Squared Error


	METODE PENELITIAN
	Waktu dan Tempat Penelitian
	Data Penelitian
	Metode Penelitian

	KESIMPULAN
	Kesimpulan
	Saran

	DAFTAR PUSTAKA
	Page 1
	Page 2
	Page 3

