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ABSTRACT

PARAMETER ESTIMABILITY ANALYSIS IN NON FULL RANK LINEAR
MODELS USING ROW ECHELONS AND ESTIMABILITY PARTITIONS

By

Anggun Dwi Maharani

A linear model is a model that expresses the relationship between a response variable
and an explanatory variable through a linear combination of unknown parameters. In
practice, linear model theory is widely used in data analysis. However, incomplete
or unbalanced data conditions cause the model to be non full rank, preventing
parameters from being uniquely estimated, leading to estimability issues. Several
approaches exist for analyzing parameter estimability, namely row echelon and
partitioned estimability. This study aims to analyze estimability in a non full rank
linear model using row echelon and partitioned estimability, and to test hypotheses
regarding the linear function of the estimable parameters. The analysis results
indicate that not all parameters are individually estimable, but linear combinations
can still be uniquely estimated. Furthermore, hypothesis testing indicates a significant
influence in the model, and simulation studies demonstrate that the estimator is
unbiased and consistent with general linear model theory.

Keywords: Linear Model, Non Full Rank, Estimability, Row Echelon, Partition
Estimability



ABSTRAK

ANALISIS ESTIMABILITAS PARAMETER PADA MODEL LINEAR NON
FULL RANK MENGGUNAKAN ESELON BARIS DAN PARTISI

ESTIMABILITAS

Oleh

Anggun Dwi Maharani

Model linear merupakan suatu model yang menyatakan hubungan antara variabel
respon dan variabel penjelas melalui kombinasi linear dari parameter-parameter
yang tidak diketahui. Dalam penerapannya, teori model linear banyak digunakan
dalam menganalisis data, namun kondisi data tidak lengkap atau tidak seimbang
menyebabkan model menjadi non full rank sehingga parameter tidak dapat
diestimasi secara unik dan menimbulkan permasalahan estimabilitas. Ada beberapa
pendekatan untuk menganalisis estimabilitas parameter, yaitu eselon baris dan partisi
estimabilitas. Pada penelitian ini bertujuan untuk menganalisis estimabilitas pada
model linear non full rank menggunakan eselon baris dan partisi estimabilitas, serta
menguji hipotesis terhadap fungsi linear parameter yang estimable. Hasil analisis
menunjukkan bahwa tidak semua parameter bersifat estimable secara individual,
namun kombinasi linear tetap dapat diestimasi secara unik. Selain itu, pengujian
hipotesis menunjukkan adanya pengaruh signifikan dalam model, dan studi simulasi
menunjukkan bahwa penduga bersifat tak bias serta konsisten dengan teori model
linear umum.

Kata-kata kunci: Model Linear, Non Full Rank, Estimabilitas, Eselon Baris, Partisi
Estimabilitas
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Model linear merupakan suatu model yang menyatakan hubungan antara variabel
respon dan variabel penjelas melalui kombinasi linear dari parameter-parameter
yang tidak diketahui. Bentuk umum model linear dapat dinyatakan sebagai
Y = Xβ + ε, dengan Y adalah vektor respon, X adalah matriks desain, β
adalah vektor parameter yang akan diestimasi, dan ε adalah vektor error (Searle,
1971). Teori model linear menjadi dasar dalam berbagai analisis statistik, seperti
analisis regresi dan Analysis of Variance (ANOVA) pada rancangan percobaan yang
penerapannya luas di bidang ekonometrika, biometrika, serta teknometrika.

Dalam kondisi sempurna, pendugaan parameter dalam model linear dengan metode
Ordinary Least Squares (OLS) adalah β̂ = (X ′X)−1X ′Y , sebuah solusi unik
dengan syarat bahwa X full rank, sehingga matriks X ′X bersifat nonsingular
(Adeyemo & Nwobi, 2014). Namun, data yang dianalisis sering kali membahas
kasus data yang hilang dan tidak seimbang. Kondisi tersebut dapat mempengaruhi
struktur matriks desain X dan menyebabkan terjadinya ketergantungan linear
antar kolomnya sehingga matriks X menjadi (non full rank). Akibatnya, X ′X

bersifat singular dan persamaan normal tidak memiliki solusi tunggal. Kondisi
ini menyebabkan pendugaan parameter β tidak dapat diestimasi secara unik dan
menimbulkan permasalahan estimabilitas.

Estimabilitas merupakan konsep penting dalam model linear karena berkaitan
dengan kemampuan suatu parameter atau kombinasi linear dari parameter
dapat diestimasi secara unik berdasarkan data yang tersedia. Pentingnya konsep
estimabilitas adalah memastikan suatu fungsi linear parameter dapat diestimasi
dengan ketidakpastian yang minimal dan bias yang nol, sehingga menghasilkan
Best Linear Unbiased Estimator (BLUE), yang dapat diperoleh secara unik
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untuk kombinasi linear parameter yang estimable (Milliken, 1971). Searle (1966)
menyatakan bahwa estimabilitas ditentukan oleh kriteria yang melibatkan hubungan
antara kombinasi linear parameter dan struktur matriks X .

Terdapat beberapa penelitian terdahulu yang dilakukan mengenai estimabilitas.
Dalam model linear, Elswick, et al. (1991) mengusulkan pendekatan sederhana
untuk menentukan fungsi linear parameter yang estimable pada model linear
non full rank. Penelitian lainnya dilakukan oleh Nugroho (2013) menunjukkan
bahwa melalui dekomposisi QR, struktur rank dari matriks desain dapat digunakan
untuk mengidentifikasi keterkaitan linear antar parameter yang berkaitan dengan
estimabilitas. Selanjutnya, Jun, et al. (2022) meneliti tentang model regresi non
full rank menunjukkan bahwa kombinasi linear tertentu dari parameter masih dapat
diestimasi secara unik melalui konsep estimable function, dan pendugaan BLUE
untuk fungsi tersebut tetap dapat diperoleh.

Untuk mengidentifikasi fungsi estimable, digunakan dua pendekatan yaitu eselon
baris dan partisi estimabilitas. Dalam pendekatan aljabar linear, transformasi matriks
desain ke dalam bentuk yang lebih sederhana melalui operasi baris elementer
menghasilkan bentuk eselon baris (Kolman, 1977). Transformasi ke bentuk eselon
baris membantu dalam menunjukkan struktur rank matriks, sehingga hubungan
ketergantungan linear antar kolom matriks desain dapat diidentifikasi. Selanjutnya
dapat digunakan untuk menentukan basis ruang kolom matriks X , yang menjadi
dasar dalam menentukan fungsi linear parameter yang bersifat estimable.

Permasalahan estimabilitas menjadi semakin penting ketika model dipartisi ke
dalam model penuh dan model terreduksi. Seely & Birkes (1980) mengembangkan
pendekatan partisi estimabilitas untuk menganalisis hubungan estimabilitas antar
model melalui ruang model dan rank matriks desain. Pendekatan ini memberikan
dasar teori untuk menentukan fungsi parameter yang estimable pada suatu model
tetap estimable pada model lainnya.

Berdasarkan latar belakang tersebut, dalam penelitian ini akan menganalisis
estimabilitas parameter pada model linear non full rank menggunakan eselon
baris dan partisi estimabilitas, serta menerapkannya dalam pendugaan dan penguji
hipotesis terhadap kombinasi linear parameter yang estimable.
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1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Mengidentifikasi fungsi linear parameter yang estimable pada model linear non
full rank melalui pendekatan eselon baris.

2. Mengkaji estimabilitas pada model linear terpartisi menggunakan partisi
estimabilitas.

3. Melakukan pengujian hipotesis terhadap kombinasi linear parameter yang
estimable pada model linear.

4. Mengevaluasi sifat tak bias penduga dan statistik uji pada model linear non full
rank melalui studi simulasi.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Memberikan pemahaman tentang penerapan teori estimabilitas pada model linear
non full rank menggunakan pendekatan eselon baris dan partisi estimabilitas.

2. Menambah referensi akademik terkait analisis estimabilitas pada model linear
non full rank, khususnya dalam data tidak seimbang atau data dengan pengamatan
hilang.

3. Memberikan ilustrasi numerik melalui simulasi mengenai sifat tak bias penduga
dan statistik uji pada model linear non full rank.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep-Konsep Matriks

Konsep-konsep matriks merupakan dasar penting dalam analisis model linear,
terutama yang berkaitan dengan struktur matriks desain. Pemahaman terkait
operasi matriks, rank, dan invers digunakan untuk mengkaji sifat model, termasuk
dalam menentukan estimabilitas parameter. Oleh karena itu, akan membahas
konsep-konsep matriks yang mendukung analisis selanjutnya.

2.1.1 Definisi Matriks

Definisi 2.1.1
Matriks adalah tatanan angka-angka dalam bentuk empat persegi dari
bilangan-bilangan yang dinamakan entri. Ukuran atau ordo matriks dapat
dinyatakan dengan banyaknya baris (garis horizontal) dan banyaknya kolom (garis
vertikal) yang terdapat dalam matriks tersebut. Entri dari sebuah matriks A berada
pada baris ke-i dan kolom ke-j yang dinotasikan dengan aij (Usman & Warsono,
2009).

Secara umum bentuk matriks dapat ditulis sebagai berikut.

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


Matriks di atas mempunyai ukuran m banyak baris dan n banyak kolom yang
dinotasikan dengan Am×n = [aij]m×n,
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dengan :

aij = elemen atau unsur matriks,
i = 1,2,3,. . . ,m (indeks baris),
j = 1,2,3,. . . ,n (indeks kolom).

Contoh

Misalkan diberikan suatu matriks A =

[
6 1

8 3

]
.

Matriks A merupakan matriks berukuran 2× 2, dengan elemen a11 = 6, a12 = 1,
a21 = 8, dan a22 = 3.

2.1.2 Transpos Matriks

Definisi 2.1.2
Jika A adalah matriks berukuran m× n, maka transpos dari A, yang dinotasikan
dengan A′, didefinisikan sebagai matriks berukuran n×m yang dihasilkan dengan
menukar baris dan kolom matriks A (Usman & Warsono, 2009).

Teorema 1

Jika ukuran matriks sedemikian rupa sehingga operasi yang dinyatakan dapat
dilakukan, maka:

1. (A′)′ = A

2. (A+B)′ = A′ +B′

3. (A−B)′ = A′ −B′

4. (cA)′ = cA′

5. (AB)′ = B′A′

(Anton & Rorres, 2014).

Bukti
Dengan definisi transpos (A′)ij = Aji dan c adalah suatu skalar.
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1. (A′)′ = A

((A′)′)ij = (A′)ji

((A′)′)ij = Aij

maka (A′)′ = A.

2. (A+B)′ = A′ +B′

((A+B)′)ij = (A+B)ji

((A+B)′)ij = Aji +Bji

((A+B)′)ij = (A′)ij + (B′)ij

maka (A+B)′ = A′ +B′.

3. (A−B)′ = A′ −B′

((A−B)′)ij = (A−B)ji

((A−B)′)ij = Aji −Bji

((A−B)′)ij = (A′)ij − (B′)ij

maka (A−B)′ = A′ −B′.

4. (cA)′ = cA′

((cA)′)ij = (cA)ji

((cA)′)ij = cAji

((cA)′)ij = c(A′)ij

maka (cA)′ = cA′.

5. (AB)′ = B′A′

Misalkan:
A matriks berukuran m× k

B matriks berukuran k × n

(AB)ij =
∑k

s=1 aisbsj

((AB)′)ij = (AB)ji

((AB)′)ij =
∑k

s=1 ajsbsi

Untuk B′A′:
(B′A′)ij =

∑k
s=1(B

′)is(A
′)sj

(B′A′)ij =
∑k

s=1 bsiajs

(B′A′)ij =
∑k

s=1 ajsbsi

maka (AB)′ = B′A′.
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Contoh

Diberikan matriks A =

2 3

1 7

4 8

 dan transpos dari matriks A adalah

A′ =

[
2 1 4

3 7 8

]
.

2.1.3 Invers Matriks

Definisi 2.1.3

Jika A dan B adalah matriks bujur sangkar dan jika matriks B dapat dicari sehingga
AB = BA = I , maka matriks A dapat dibalik (invertible) dan matriks B

merupakan invers dari A dan dapat ditulis B = A−1. Matriks A mempunyai
invers apabila matriks A dapat dibalik (invertible) dimana det(A) ̸= 0 dan matriks
A disebut juga dengan matriks nonsingular dan sebaliknya jika tidak memiliki
invers disebut singular (Anton & Rorres, 2014). Berikut merupakan metode untuk
menentukan invers.

1. Metode determinan khusus untuk matriks 2× 2

Teorema 2

Sebuah matriks A =

[
a b

c d

]
adalah invertible jika dan hanya jika ad−bc ̸= 0,

sehingga invers dalam rumus sebagai berikut.

A−1 =
1

ad− bc

[
d −b

−c a

]
.

Bukti
Untuk menunjukkan bahwa AA−1 = A−1A = I benar dan akan dibuktikan.

Hitung AA−1

AA−1 =

[
a b

c d

]
1

ad− bc

[
d −b

−c a

]
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AA−1 =
1

ad− bc

[
ad− bc −ab+ ab

cd− dc −bc+ ad

]

AA−1 =
1

ad− bc

[
ad− bc 0

0 ad− bc

]
=

[
1 0

0 1

]
= I

Hitung A−1A

A−1A =
1

ad− bc

[
d −b

−c a

][
a b

c d

]

A−1A =
1

ad− bc

[
da− bc db− bd

−ca+ ac −cb+ ad

]

A−1A =
1

ad− bc

[
ad− bc 0

0 ad− bc

]
=

[
1 0

0 1

]
= I

Karena AA−1 = A−1A = I , maka

A−1 =
1

ad− bc

[
d −b

−c a

]
.

Dengan demikian, matriks A invertible jika dan hanya jika ad−bc ̸= 0 (Anton
& Rorres, 2014).

Contoh

Carilah invers dari matriks A =

[
6 1

8 3

]
.

Determinan A adalah det(A) = (6)(3)− (1)(8) = 10.

Sehingga A invertible dan inversnya adalah

A−1 =
1

10

[
3 −1

−8 6

]
=

[
3
10

− 1
10

− 8
10

6
10

]
.
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2. Metode Adjoin (Kofaktor)

Definisi 2.1.4

Jika A adalah matriks n× n dan Cij adalah kofaktor dari aij , maka matriks
tersebut adalah 

C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n

...
... . . . ...

Cn1 Cn2 · · · Cnn


disebut matriks kofaktor dari A. Transpos dari matriks ini disebut adjoin dari
A dan dinotasikan dengan adj(A) (Anton & Rorres, 2014).

Teorema 3
Jika matriks A adalah invertible, maka

A−1 =
1

det(A)
adj(A)

Bukti.

Dapat ditunjukkan A adj(A) = det(A) I .

A adj(A) =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
ai1 ai2 · · · ain
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann




C11 C21 · · · Cj1 · · · Cn1

C12 C22 · · · Cj2 · · · Cn2

...
... . . . ... . . . ...

C1n C2n · · · Cjn · · · Cnn



Entri pada baris ke-i dan kolom ke-j dari A adj(A) adalah

ai1Cj1 + ai2Cj2 + · · ·+ ainCjn.

Jika i = j, maka ekspansi kofaktor dari det(A) sepanjang baris ke-i dari A
dan jika i ̸= j, maka a dan kofaktor berasal dari baris yang berbeda dari A,



10

sehingga nilainya adalah nol. Oleh karena itu,

A adj(A) =


det(A) 0 · · · 0

0 det(A) · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · det(A)

 = det(A) I.

Jika A invertible, det(A) ̸= 0. Oleh karena itu, dapat ditulis sebagai

1

det(A)
[A adj(A)] = I atau A

[
1

det(A)
adj(A)

]
= I.

Sehingga diperoleh

A−1 =
1

det(A)
adj(A).

(Anton & Rorres, 2014)

Contoh

Diberikan matriks A =

1 2 3

0 1 4

2 0 1

, tentukan invers dari matriks tersebut.

Menentukan determinan dari matriks A

det(A) = 1

∣∣∣∣∣1 4

0 1

∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣0 4

2 1

∣∣∣∣∣+ 3

∣∣∣∣∣0 1

2 0

∣∣∣∣∣
det(A) = 1(1− 0)− 2(0− 8) + 3(0− 2)

det(A) = 1 + 16− 6 = 11.

Karena det(A) ̸= 0, maka matriks A invertible. Kofaktor dari A adalah

C11 = 1, C12 = 8, C13 = −2,

C21 = −2, C22 = −5, C23 = 4,

C31 = 5, C32 = −4, C33 = 1.
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Jadi matriks kofaktor adalah  1 8 −2

−2 −5 4

5 −4 1


dan adjoin dari A adalah transpos dari matriks kofaktor, sehingga

adj(A) =

 1 −2 5

8 −5 −4

−2 4 1


Maka diperoleh

A−1 =
1

11

 1 −2 5

8 −5 −4

−2 4 1

 =


1
11

− 2
11

5
11

8
11

− 5
11

− 4
11

− 2
11

4
11

1
11

 .

3. Eliminasi Gauss Jordan

Definisi 2.1.5

Misalkan A adalah matriks persegi n×n. Matriks A invertible jika dan hanya
jika matriks tersebut ekuivalen baris dengan matriks identitas In. Oleh karena
itu, invers matriks A dapat ditentukan melalui langkah-langkah berikut.

(a) Bentuk matriks gabungan [A | In].

(b) Lakukan operasi baris elementer hingga bagian kiri matriks gabungan
direduksi menjadi matriks identitas In.

(c) Jika bagian kiri telah menjadi matriks identitas, maka bagian kanan
matriks gabungan merupakan invers dari A, yaitu A−1.

(d) Jika bagian kiri tidak dapat direduksi menjadi In, maka matriks A tidak
invertible (Anton & Rorres, 2014).

Contoh

Diberikan matriks A sebagai berikut
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A =

1 2 3

0 1 4

2 0 1


Carilah invers dari matriks A.

Akan mereduksi A menjadi matriks identitas dengan operasi baris dan secara
bersamaan menetapkan operasi tersebut pada I untuk menghasilkan A−1.
Sehingga matriks akhir akan memiliki bentuk

[
I | A−1

]
.

 1 2 3 1 0 0

0 1 4 0 1 0

2 0 1 0 0 1

 B3=B3−2B1−−−−−−−→

 1 2 3 1 0 0

0 1 4 0 1 0

0 −4 −5 −2 0 1

 B3=B3+4B2−−−−−−−→

 1 2 3 1 0 0

0 1 4 0 1 0

0 0 11 −2 4 1

 B3=
1
11

B3−−−−−→

 1 2 3 1 0 0

0 1 4 0 1 0

0 0 1 − 2
11

4
11

1
11

 B2=B2−4B3
B1=B1−3B3−−−−−−−→

 1 2 0 17
11

−12
11

− 3
11

0 1 0 8
11

− 5
11

− 4
11

0 0 1 − 2
11

4
11

1
11

 B1=B1−2B2−−−−−−−→

 1 0 0 1
11

− 2
11

5
11

0 1 0 8
11

− 5
11

− 4
11

0 0 1 − 2
11

4
11

1
11


Maka,

A−1 =


1
11

− 2
11

5
11

8
11

− 5
11

− 4
11

− 2
11

4
11

1
11

 .

2.1.4 Partisi Matriks

Definisi 2.1.6

Sebuah matriks dapat dibagi atau dipartisi menjadi beberapa matriks yang ukurannya
lebih kecil dengan menggunakan garis pemisah horizontal di antara baris tertentu
dan vertikal di antara kolom tertentu. Matriks-matriks yang ukurannya kecil hasil
dari partisi matriks disebut submatriks (Anton & Rorres, 2014).
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Submatriks yang terbentuk disebut sebagai blok matriks. Partisi tidak mengubah nilai
elemen-elemen matriks, tetapi hanya menyusun kembali elemen ke dalam bentuk
blok untuk mempermudah operasi matriks (Ruminta, 2009). Gambaran secara umum
bentuk partisi matriks adalah sebagai berikut.

A =

 a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

 =

[
A11 A12

A21 A22

]

Contoh
Tentukan submatriks yang terbentuk dari partisi matriks berikut.

A =

 2 −3 5 7

1 5 2 0

−3 −1 5 4



A11 =

[
2 −3

1 5

]
, A12 =

[
5 7

2 0

]

A21 =
[
−3 −1

]
, A22 =

[
5 4

]

2.1.5 Ruang Baris, Ruang Kolom, dan Ruang Null

Definisi 2.1.7
Ruang baris dari matriks A, dinotasikan dengan R(A), adalah subruang dari Rn

yang terdiri dari semua kombinasi linear vektor-vektor baris matriks A, yaitu

R(A) = {kombinasi linear dari r1, r2, . . . , rm}.

Ruang kolom dari matriks A, dinotasikan dengan C(A), adalah subruang dari Rm

yang terdiri dari semua kombinasi linear vektor-vektor kolom matriks A, yaitu

C(A) = {kombinasi linear dari c1, c2, . . . , cn}.

Ruang null dari matriks A, dinotasikan dengan N (A), adalah himpunan semua
vektor x ∈ Rn yang memenuhi sistem persamaan homogen Ax = 0 (Anton &
Rorres, 2014).
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Teorema 4
Suatu sistem persamaan linear Ax = b konsisten jika dan hanya jika vektor b berada
dalam ruang kolom matriks A.

Bukti
Jika sistem persamaan Ax = b konsisten, maka terdapat vektor x sehingga

Ax = b.

Perkalian matriks Ax menyatakan bahwa b merupakan kombinasi linear dari
kolom-kolom matriks A. Dengan demikian, b ∈ C(A). Sebaliknya, jika b ∈ C(A),
maka b dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear kolom-kolom A, sehingga
terdapat vektor x yang memenuhi Ax = b. Oleh karena itu, sistem Ax = b

konsisten (Anton & Rorres, 2014).

Teorema 5
Operasi baris elementer tidak mengubah ruang null suatu matriks.

Bukti
Misalkan matriks B diperoleh dari A melalui operasi baris elementer. Operasi
tersebut ekuivalen dengan mengalikan A dengan suatu matriks elementer E,
sehingga

B = EA,

dengan E invertible. Untuk setiap vektor x, berlaku

Ax = 0.

Karena B = EA, maka

Bx = (EA)x = E(Ax).

Jika Ax = 0, maka
Bx = E0 = 0.

Sebaliknya, jika Bx = 0, maka

EAx = 0.
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Karena E invertible, maka diperoleh

Ax = 0.

Sehingga, himpunan solusi sistem homogen tidak berubah, yaitu N (A) = N (B)

(Anton & Rorres, 2014).

Teorema 6
Operasi baris elementer tidak mengubah ruang baris suatu matriks.

Bukti
Operasi baris elementer menghasilkan baris-baris baru yang merupakan kombinasi
linear baris-baris sebelumnya. Setiap baris matriks hasil operasi baris dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linear baris-baris matriks, karena matriks elementer
bersifat invertible, maka ruang baris tetap sama atau ruang yang direntang oleh
baris-baris matriks tidak mengubah, sehingga R(A) = R(B) (Anton & Rorres,
2014).

Contoh
Misalkan diberikan matriks

A =

1 −1 3

5 −4 −4

7 −6 2

 dan B =

1 −1 3

0 1 −19

0 0 0

 ,

matriks B diperoleh melalui operasi baris elementer dari matriks A. Tentukan ruang
baris, ruang kolom, dan ruang null dari matriks A.

Penyelesaian

• Ruang baris

Berdasarkan Teorema 6, maka baris-baris tak nol dari matriks B membentuk
basis ruang baris. Dengan demikian, basis ruang baris matriks A adalah

Basis R(A) = {(1,−1, 3), (0, 1,−19)}.

• Ruang kolom

Operasi baris elementer mengubah ruang kolom, sehingga basis ruang kolom
diambil dari kolom matriks A. Kolom pivot B berada pada kolom ke-1 dan
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ke-2. Maka, basis ruang kolom matriks A adalah

Basis C(A) =


1

5

7

 ,

−1

−4

−6


 .

• Ruang null

Ruang null ditentukan dari sistem persamaan homogen, berdasarkan bentuk
eselon baris B:

x1 − x2 + 3x3 = 0,

x2 − 19x3 = 0.

Dari persamaan kedua diperoleh x2 = 19x3. Substitusi ke persamaan pertama
menghasilkan x1 = 16x3. Dengan memisalkan x3 = t, maka solusi umum
dapat ditulis sebagai x = t(16, 19, 1). Dengan demikian, basis ruang null
matriks A

Basis N (A) = {(16, 19, 1)}.

2.1.6 Rank

Definisi 2.1.8

Jika A adalah matriks m × n. Rank dari matriks A, dinotasikan dengan rank(A)
atau r(A) adalah dimensi ruang kolom dari matriks A. Karena dimensi ruang kolom
sama dengan dimensi ruang baris, maka rank juga sama dengan dimensi ruang baris
matriks A. Rank dari matriks persegi atau persegi panjang A didefinisikan sebagai
jumlah kolom atau baris yang linear independen dari A (Anton & Rorres, 2014).

Teorema 7
Misalkan A adalah suatu matriks. Maka ruang baris dan ruang kolom dari matriks
A memiliki dimensi yang sama.

dim(R(A)) = dim(C(A)) = rank(A).

Bukti
Operasi baris elementer tidak mengubah dimensi ruang baris atau rank matriks. Oleh
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karena itu, jika R adalah bentuk eselon baris dari matriks A, maka berlaku

dim(R(A)) = dim(R(R)) = rank(R) = rank(A).

Bahwa ruang baris dan ruang kolom matriks R memiliki dimensi yang sama.
Namun, dimensi ruang baris R adalah jumlah baris tak nol dan dimensi ruang
kolom R adalah jumlah 1 utama. Karena jumlah baris tak nol sama dengan jumlah 1
utama, maka ruang baris dan ruang kolom memiliki dimensi yang sama (Anton &
Rorres, 2014).

Contoh

Misalkan diberikan matriks

A =

1 −1 3

5 −4 −4

7 −6 2

 .

Untuk menentukan rank matriks A, matriks tersebut direduksi ke bentuk eselon
baris. Dengan operasi baris elementer diperoleh bentuk eselon baris

A∗ =

1 −1 3

0 1 −19

0 0 0

 .

Matriks A∗ memiliki dua baris tak nol dan dua elemen pivot. Oleh karena itu,
rank(A) = 2.

2.1.7 Generalized Inverse

Definisi 2.1.9 Generalized Inverse atau g-inverse
Misalkan A adalah matriks berukuran m × n. Suatu matriks A− berukuran n ×
m disebut generalized inverse dari matriks A apabila memenuhi AA−A = A.

Generalized inverse selalu ada untuk setiap matriks A, tetapi tidak selalu tunggal
(Rao & Mitra, 1971).

Untuk setiap matriks A, terdapat sebuah matriks A− unik yang merupakan



18

generalized inverse dari A yang memenuhi empat kondisi berikut:

1. AA−A = A;

2. A−AA− = A−;

3. (AA−)
′
= AA− atau simetrik;

4. (A−A)
′
= A−A atau simetrik.

Definisi 2.1.10 Moore Penrose inverse atau pseudoinverse
Pseudoinverse dari sebuah matriks A adalah matriks A− yang memenuhi (1)
sampai (4) kondisi tersebut dan keempat persamaan tersebut dikenal sebagai Penrose
equations (Israel & Greville, 2003).

Teorema 8
Setiap matriks A memiliki g-inverse.

Bukti
Jika A = 0, maka A− = 0 memenuhi AA−A = 0 = A. Jika A ̸= 0 dan
rank(A) = r > 0, maka A dapat difaktorisasi rank sebagai

A = BC,

dengan B berukuran m × r, C berukuran r × n, dan rank(B) = rank(C) = r.

Karena B dan C full rank, maka matriks B
′
B dan CC

′
nonsingular. Sehingga A−

didefinisikan sebagai

A− = C
′
(CC

′
)−1(B

′
B)−1B

′
.

AA−A = BC
(
C

′
(CC

′
)−1(B

′
B)−1B

′)
BC.

Karena
CC

′
(CC

′
)−1 = I dan (B

′
B)−1B

′
B = I,

maka diperoleh
AA−A = BIC = BC = A.

Dengan demikian, A− memenuhi AA−A = A, sehingga merupakan g-inverse dari
A (Usman & Warsono, 2009).
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Proposisi 1
Jika A adalah matriks berukuran m× n dengan rank baris penuh r(A) = m, maka
salah satu generalized inverse dari A adalah

A− = A
′
(AA

′
)−1.

Bukti
Karena r(A) = m, maka AA

′
berukuran m × m dan r(AA

′
) = r(A) = m.

Dengan demikian, AA
′

memiliki rank penuh dan nonsingular, sehingga (AA
′
)−1

ada. Misalkan G = A
′
(AA

′
)−1, maka diperoleh

AGA = A
(
A

′
(AA

′
)−1
)
A = (AA

′
)(AA

′
)−1A.

Karena (AA
′
)(AA

′
)−1 = Im, maka

AGA = ImA = A.

Sehingga G memenuhi definisi generalized inverse dari A (Israel & Greville, 2003).

Contoh
Misalkan diberikan matriks

A =

[
1 2

2 4

]
, rank(A) = 1.

Karena rank(A) = 1, maka A dapat difaktorisasi sebagai A = BC, dengan

B =

(
1

2

)
dan C =

(
1 2

)
, maka rank(B) = rank(C) = 1. Karena B dan C

full rank, maka B
′
B dan CC

′
bersifat nonsingular. Hitung

B
′
B =

(
1 2

)(1
2

)
= 5,

dan

CC
′
=
(
1 2

)(1
2

)
= 5.

Sehingga

(B
′
B)−1 =

1

5
, (CC

′
)−1 =

1

5
.
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Berdasarkan Teorema 8,

A− = C
′
(CC

′
)−1(B

′
B)−1B

′
.

A− =

(
1

2

)(
1

5

)(
1

5

)(
1 2

)
.

Maka diperoleh

A− =
1

25

[
1 2

2 4

]
.

2.2 Model Linear Umum

Model linear merupakan suatu model yang menyatakan hubungan antara variabel
respon dan variabel penjelas melalui kombinasi linear dari parameter-parameter
yang tidak diketahui. Secara umum model linear dapat dinyatakan sebagai berikut:

Y = Xβ + ε (2.1)

dengan:
Y : vektor peubah acak berukuran n× 1 yang teramati;
X : matriks desain berukuran n× p;
β : vektor parameter berukuran p× 1 yang tidak diketahui;
ε : vektor peubah acak berukuran n× 1 yang tidak teramati.
Dengan E(ε) = 0 dan V ar(ε) = σ2I .

Model linear dengan n pengamatan dan p parameter, pendekatan matriks dapat
ditulis sebagai berikut.

Y1

Y2

...
Yn

 =


x11 x12 · · · x1p

x21 x22 · · · x2p

...
... . . . ...

xn1 xn2 · · · xnp



β1

β2

...
βp

+


ε1

ε2
...
εn


Model linear umum mempunyai pengertian-pengertian khusus yang ditentukan
oleh distribusi dari ε, struktur matriks kovarian Σ, dan rank dari matriks X . Jika
rank dari matriks X sama dengan jumlah kolomnya (rank(X) = p) dinamakan
full rank dan jika rank matriksnya tidak penuh atau rank(X) < p maka modelnya
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dinamakan non full rank model (Usman & Warsono, 2009).

Dalam model linear umum, variabel kategorik seperti perlakuan dan ulangan
direpresentasikan dengan menggunakan variabel indikator (dummy). Untuk
menggambarkan struktur kategorik tersebut, salah satu bentuk representasi yang
umum digunakan adalah model dua arah tanpa interaksi:

Yij = µ+ αi + τj + εij,
i = 1, 2, . . . , a

j = 1, 2, . . . , b
(2.2)

dengan i menunjukkan kategori perlakuan dan j menunjukkan kategori ulangan
pengamatan. Model (2.2) merupakan struktur model untuk menunjukkan
parameter-parameter yang akan direpresentasikan dalam vektor parameter β dan
matriks desain X pada model linear umum (2.1) (Searle, 1971).

2.3 Model Linear Non Full Rank

Model linear disebut non full rank apabila rank dari matriks desain X lebih
kecil dari jumlah parameter atau non full rank muncul ketika matriks desain X

dalam model linear tidak memiliki rank penuh. Kondisi tersebut sering terjadi
pada desain yang tidak seimbang (unbalanced design). Parameter β umumnya
diestimasi menggunakan Ordinary Least Square (OLS) dengan persamaan
β̂ = (X

′
X)−1X

′
Y . Estimasi ini dapat diperoleh secara unik apabila matriks

desain X memiliki rank penuh (full rank), yaitu rank(X) = p, sehingga matriks
X

′
X bersifat nonsingular dan memiliki invers.

Jika rank(X) < p model disebut non full rank, maka matriks X ′
X menjadi singular

dan tidak memiliki invers. Sehingga, solusi persamaan normal X ′
Xβ̂ = X

′
Y

bersifat tidak tunggal, hal ini terjadi karena adanya ketergantungan linear di antara
kolom-kolom matriks desain yang menyebabkan parameter tidak dapat diestimasi.
Pada model non full rank, analisis difokuskan pada fungsi-fungsi linear dari
parameter yang dapat diestimasi dengan unik atau disebut dengan estimable function
(Rencher & Schaalje, 2008).
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2.4 Estimabilitas

Definisi 2.4.1

Misalkan dalam model (2.1), l′β merupakan fungsi linear dari parameter β, yaitu
kombinasi linear l1β1 + l2β2 + · · ·+ lpβp, dengan l

′
= (l1, l2, . . . , lp) adalah vektor

baris konstan berukuran 1× p. Fungsi l′β dikatakan estimable jika dan hanya jika
terdapat penduga takbias l′β, yang merupakan fungsi linear Yi dari Y , yaitu a

′
Y ,

sehingga E(a
′
Y ) = l

′
β. Secara ekuivalen, fungsi linear parameter l′β dikatakan

estimable jika dan hanya jika vektor l berada dalam ruang baris matriks desain X ,
yaitu l ∈ R(X) (Usman & Warsono, 2009).

Misalkan Lβ, dengan L adalah matriks konstan s× p dan jika ada matriks A yang
memenuhi Persamaan (2.3) sebagai berikut

E(A
′
Y ) = Lβ (2.3)

maka Lβ dikatakan estimable. Dari Persamaan (2.1), diketahui bahwa E(Y ) = Xβ,
maka dari Persamaan (2.3) diperoleh L = A

′
X atau secara ekuivalen

rank

(
X

L

)
= rank(X). (2.4)

Pendugaan fungsi parameter estimable dapat dinyatakan menggunakan g-inverse
(Elfaki, et al., 2025).

Teorema 9
Jika l

′
β merupakan fungsi parameter estimable, maka penduga kuadrat terkecil

l
′
β̂ = l

′
(X

′
X)−X

′
Y bersifat unik dan invarian terhadap g-inverse (X

′
X)−.

Bukti
Jika l

′
β estimable, maka terdapat vektor konstan a sehingga l

′
= a

′
X Oleh karena

itu,
l
′
β̂ = l

′
(X

′
X)−X

′
Y

l
′
β̂ = a

′
X(X

′
X)−X

′
Y .

Matriks X(X
′
X)−X

′ merupakan matriks proyeksi ke ruang kolom X dan tidak
bergantung pada pilihan g-inverse. Oleh karena itu, a

′
X(X

′
X)−X

′
Y tidak

berubah untuk berbagai g-inverse, sehingga penduga l
′
β̂ bersifat unik dan invarian



23

terhadap g-inverse (Elfaki, et al., 2025).

2.5 Eselon Baris Matriks Desain X

Asumsikan model (2.1), l
′
β adalah fungsi estimable jika dan hanya jika

terdapat vektor a sehingga l
′
= a

′
X (Graybill, 1976). Sebagai contoh, jika

β
′
= [β1, β2, . . . , βp] dan tertarik untuk menduga β1, β1 estimable jika ada a

sedemikian sehingga a
′
X = [1, 0, . . . , 0]. Ketika matriks X full rank, maka

(X
′
X)−1 ada. Matriks (X ′

X)−1X
′ berukuran p × n dan merupakan invers kiri

dari X , maka ((X
′
X)−1X

′
)Xβ = β. Dengan kata lain, semua parameter β

estimable jika X full rank.

Apabila matriks X non full rank, maka dapat dilakukan penyederhanaan melalui
bentuk eselon baris untuk menentukan parameter β yang estimable. Menurut
Kolman, (1977), bentuk eselon baris dari matriks desain dapat digunakan untuk
menentukan fungsi estimable dalam model linear non full rank. Dengan melakukan
operasi baris elementer terhadap X , operasi baris elementer seperti menukar dua
baris, mengalikan suatu baris dengan konstanta tak nol, dan menambahkan kelipatan
suatu baris ke baris lain. Tujuan dari operasi baris ini adalah mentransformasikan
matriks desain X ke dalam bentuk eselon baris sehingga terdapat r = rank(X)

baris tak nol, sedangkan baris-baris lainnya merupakan baris nol.

Setiap operasi baris elementer pada matriks desain X dapat dinyatakan sebagai
perkalian X oleh suatu matriks bujur sangkar n× n full rank, yang disebut matriks
operasi baris elementer dan dinotasikan dengan A. Matriks A diperoleh dengan
menerapkan operasi baris elementer yang sama pada matriks identitas berukuran
n × n. Sebagai contoh, operasi baris yang menggantikan baris kedua matriks X

dengan selisih antara baris kedua dan pertama ekuivalen dengan perkalian X oleh
matriks

A =


1 0 0 · · · 0

−1 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1


Dengan penerapan operasi baris elementer yang sesuai, sebanyak r kali, bentuk



24

eselon baris dari X dapat dinyatakan sebagai berikut.

ArAr−1 · · ·A1X = X∗, (2.7)

dimana setiap Aj adalah matriks full rank berukuran n × n dan X∗ merupakan
matriks yang ekuivalen secara linear terhadap X dan berada dalam bentuk eselon
baris. Dengan mendefinisikan A = ArAr−1 · · ·A1, maka A adalah matriks full rank
berukuran n× n, dan AX = X∗.

Karena X∗ adalah eselon baris dengan r = rank(X), maka bagian bawah
submatriks berukuran (n− r)× p merupakan matriks nol. Oleh karena itu, hanya
difokuskan pada r baris pertama X∗ dan A. Dengan mendefinisikan X∗

r sebagai r
baris pertama dari X∗, dapat ditulis sebagai berikut

X∗
r =


x∗
1

x∗
2
...
x∗
r

 .

dimana x∗
i adalah vektor p × 1 untuk i = 1, 2, . . . , r. Dengan cara yang sama,

definisikan Ar sebagai r baris pertama dari A, dan

Ar =


a′1
a′2
...
a′r

 .

dimana ai adalah vektor n × 1 untuk i = 1, 2, . . . , r. Berdasarkan definisi
estimabilitas, setiap x∗′

i β adalah fungsi estimable karena a′iX = x∗′
i untuk

i = 1, 2, . . . , r.

Eselon baris matriks X∗ dapat diinterpretasikan sebagai berikut, misalkan ingin
diketahui estimabilitas dari βj (1 ≤ j ≤ p). Pertama temukan baris X∗ dimana
j − 1 entri pertama adalah 0 dan entri ke-j nya 1. Jika sisa entri p − j adalah 0,
maka βj estimable. Tetapi, jika sisa entri p − j adalah 0 kecuali entri ke-(j + 1)

adalah 1, maka kombinasi linear βj+βj+1 estimable karena setiap baris X∗β adalah
fungsi estimable. Selain itu, jika ditentukan bahwa βj+1 estimable, maka βj juga
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estimable; sebaliknya, jika βj+1 tidak estimable, maka βj tidak estimable. Apabila
tidak terdapat baris X∗ yang memenuhi kondisi tersebut, maka βj tidak estimable
(Elswick, et al., 1991).

2.6 Partisi Estimabilitas

Definisi 2.6.1
Partisi estimabilitas adalah metode yang membagi vektor parameter dan matriks
desain dalam model linear umum untuk tujuan menyederhanakan fungsi parameter
linear yang estimable.

Model linear terpartisi umum adalah model dengan tiga vektor parameter:

E(Y ) = X0β0 + X1β1 + X2β2, ∆′
iβi = 0, i = 0, 1, 2 (2.8)

Model reduksi M01:

E(Y ) = X0β0 + X1β1, ∆′
0β0 = 0, ∆′

1β1 = 0 (2.9)

Model reduksi M02:

E(Y ) = X0β0 + X2β2, ∆′
0β0 = 0, ∆′

2β2 = 0 (2.10)

dimana ∆′
iβi = 0 merupakan kendala linear homogen yang membatasi ruang

parameter βi, sehingga parameterisasi menjadi teridentifikasi pada model linear
dengan matriks desain yang non full rank (Seely & Birkes, 1980).

Lemma 1
Misalkan G = (G1,G2) adalah sembarang matriks yang dipartisi. Jika H adalah
sembarang matriks yang memenuhi R(H) = N (G1

′
), maka r(H) = r(G1) +

r(H
′
G2).

Bukti
Berdasarkan model linear terkendala

E(Y ) = Xβ, ∆
′
β = 0.

Berdasarkan teori model linear terkendala, rank model (atau dimensi ruang fungsi
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estimable) diberikan oleh

r = r(XT ) = r(X
′
,∆)− r(∆) (2.11)

Melalui reparametrisasi linear yang bersifat nonsingular, matriks (X
′
,∆) dapat

digantikan oleh matriks G = (G1,G2), yang ekuivalen secara rank sehingga

r(X
′
,∆) = r(G).

Selanjutnya, dipilih matriks H sedemikian sehingga R(H) = N (G1
′
). Dari

definisi ruang null diperoleh H
′
G1 = 0. Akibatnya, setiap vektor pada ruang kolom

G2 dapat diproyeksikan ke arah yang ortogonal terhadap ruang kolom G1 melalui
transformasi H

′
. Oleh karena itu, komponen dari G2 yang berkontribusi terhadap

rank G dan tidak berada pada ruang kolom G1 sepenuhnya diwakili oleh matriks
H

′
G2.

Dimensi ruang estimabilitas adalah

R = R(XT ) = R(H
′
G2) (2.12)

Karena C(G1) ∩ C(H ′
G2) = {0}, maka ruang kolom G merupakan dekomposisi

langsung dari ruang kolom G1 dan ruang kolom H
′
G2. Oleh karena itu, rank

matriks G dapat diuraikan sebagai

r(G) = r(G1) + r(H
′
G2) (2.13)

(Seely & Birkes, 1980).

Proposisi 2

E(Y ) = X1β1 +X2β2

Rank dari matriks desain penuh adalah jumlah dari rank matriks X1 dan dimensi
ruang fungsi estimable yang berkaitan dengan β2,

r = r1 + d2.

Dengan:
r : rank(X1, X2);
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r1 : rank (X1);
d2 : dimensi fungsi estimable untuk β2.

Bukti
Misalkan model penuh U = (U1,U2) dimana rank pada model penuh r = r(U)

dan rank model tereduksi yang hanya melibatkan β1 adalah r1 = r(U1). Untuk
mengukur kontribusi parameter β2 yang tidak tumpang tindih dengan U1, dipilih
matriks W sedemikian sehingga R(W ) = N (U1

′
). Dari sifat ruang null diperoleh

W
′
U1 = 0.

Dengan demikian, matriks W
′
U2 merepresentasikan bagian dari U2 yang ortogonal

terhadap ruang kolom U1, sehingga

d2 = r(W
′
U2).

Karena struktur U = (U1,U2) dan W memenuhi Lemma 1, dengan G = U ,G1 =

U1,G2 = U2,H = W , maka

r(U) = r(U1) + r(W
′
U2).

Oleh karena itu,
r = r1 + d2.

(Seely & Birkes, 1980).

Teorema 10
Ekuivalensi estimabilitas pada model penuh dan estimabilitas pada model tereduksi.

1. l
′
β2 estimable dalam model penuh jika dan hanya jika l

′
β2 estimable pada

model reduksi M02.

2. Dimensi ruang fungsi estimable l
′
β2 pada kedua model adalah sama d2 = d∗2.

3. Rank model penuh r = r01 + r02 − r0.

4. Irisan dari model M01 dan M02, Ω01 ∩ Ω02 = Ω0.

5. l
′
β1 estimable jika dan hanya jika l

′
β1 estimable pada model reduksi M01.

Dengan demikian, setiap fungsi parameter Lβ = l1
′
β1 + l2

′
β2 estimable dalam
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model penuh jika dan hanya jika fungsi tersebut estimable pada model reduksi.

Dengan:
Model penuh (Ω) = C(X0,X1,X2) = C(X0) + C(X1) + C(X2)

Model M01 (Ω01) = C(X0,X1) = C(X0) + C(X1)

Model M02 (Ω02) = C(X0,X2) = C(X0) + C(X2)

Model M0 (Ω0) = C(X0)

Rank dari model penuh, r = dim(Ω) = r(X)

Rank dari model M01, r01 = dim(Ω01)

Rank dari model M02, r02 = dim(Ω02)

Rank dari model M0, r0 = dim(Ω0)

(Seely & Birkes, 1980).

Bukti

1. Akan dibuktikan bahwa kondisi (1) ⇔ (2) terpenuhi.
Misalkan W menyatakan himpunan semua vektor l sehingga fungsi linear
l
′
β2 estimable pada model penuh dan W ∗ adalah himpunan semua vektor

l sehingga fungsi linear l
′
β2 estimable pada model reduksi M02. Karena

model M02 adalah bagian dari model penuh, estimabilitas pada model penuh
menyiratkan estimabilitas dalam M02, sehingga W ⊂ W ∗. Estimabilitas
dalam pernyataan (1) terjadi jika dan hanya jika kedua ruang memiliki dimensi
yang sama, yaitu dim(W ) = dim(W ∗), maka d2 = d∗2. Berdasarkan sifat
ruang vektor dari W ⊂ W ∗ dan kesamaan dimensi tersebut diperoleh W =

W ∗.
Sehingga terbukti bahwa (1) dan (2) ekuivalen.

2. Akan dibuktikan bahwa kondisi (2) ⇔ (3) terpenuhi.
Pertama akan dibuktikan (2) ⇒ (3), berdasarkan Proposisi 2 ke model penuh
(dipartisi menjadi β1 dan β2) untuk mendapatkan

r = r01 + d2 (2.14)

Dengan Proposisi 2 ke model tereduksi M02 (dipartisi menjadi β0 dan β2)
untuk mendapatkan

r02 = r0 + d∗2 (2.15)
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Substitusi d2 = r − r01 dan d∗2 = r02 − r0 ke dalam kondisi (2) menghasilkan

r − r01 = r02 − r0

r = r01 + r02 − r0
(2.16)

Selanjutnya akan dibuktikan (3) ⇒ (2), jika r = r01+ r02− r0, maka d2 = d∗2.
Asumsikan kondisi (3) benar, dengan menggunakan Persamaan (2.14) yang
diturunkan dari Proposisi 2 diperoleh

d2 = r − r01 (2.17)

d∗2 = r02 − r0 (2.18)

Substitusikan r dari kondisi awal ke Persamaan (2.17):

d2 = (r01 + r02 − r0)− r01

d2 = r02 − r0.
(2.19)

Karena d2 = r02 − r0 dan d∗2 = r02 − r0, maka:

d2 = d∗2 (2.20)

Sehingga terbukti bahwa (2) dan (3) ekuivalen.

3. Akan dibuktikan bahwa kondisi (3) ⇔ (4) terpenuhi.
Ruang model penuh Ω adalah penjumlahan ruang model M01 dan M02:

Ω = Ω01 + Ω02 (2.21)

Berdasarkan rumus dimensi untuk penjumlahan ruang vektor, dimensi Ω
adalah:

dim(Ω) = dim(Ω01) + dim(Ω02)− dim(Ω01 ∩ Ω02) (2.22)

r = r01 + r02 − dim(Ω01 ∩ Ω02) (2.23)

Pertama akan dibuktikan (3) ⇒ (4).
Asumsikan bahwa kondisi (3) benar, bandingkan kondisi (3) dengan
Persamaan (2.23), diperoleh

dim(Ω01 ∩ Ω02) = r0 (2.24)
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Karena dim(Ω0) = r0, maka

dim(Ω01 ∩ Ω02) = dim(Ω0) (2.25)

Ω0 merupakan subruang dari Ω01 ∩ Ω02 (karena X0β0 adalah bagian dari
M01 dan M02). Dalam teori ruang vektor, jika ruang A adalah subruang
dari ruang B (A ⊂ B) dan dim(A) = dim(B), maka A = B. Oleh karena
itu, Ω0 ⊂ Ω01∩Ω02 dan dim(Ω0) = dim(Ω01∩Ω02), sehingga Ω01∩Ω02 = Ω0.

Selanjutnya akan dibuktikan (4) ⇒ (3). Asumsikan kondisi (4) benar,

dim(Ω01 ∩ Ω02) = dim(Ω0).

Karena dim(Ω0) = r0, maka

dim(Ω01 ∩ Ω02) = r0.

Substitusikan dim(Ω01 ∩ Ω02) = r01 + r02 − r ke dalam Persamaan (2.24)
menghasilkan

r01 + r02 − r = r0

r = r01 + r02 − r0.
(2.26)

Sehingga terbukti bahwa (3) dan (4) ekuivalen.

4. Akan dibuktikan bahwa kondisi (4) ⇔ (5) terpenuhi.
Karena kondisi (4) tidak bergantung pada penamaan indeks 1 dan 2, maka
dengan menukar peran β1 dan β2 diperoleh hasil yang sama. Karena telah
terbukti bahwa (1) ⇔ (4), maka simetri tersebut menjamin bahwa kondisi (4)
ekuivalen dengan estimabilitas untuk l

′
β1.

2.7 Uji Hipotesis

Dalam model linear umum, akan diuji hipotesis,

H0 : Lβ = 0 vs HA : Lβ ̸= 0 (2.27)

dimana L adalah matriks kendala berukuran k × p dengan rank baris penuh,
yaitu rank(L) = k, serta Lβ merupakan kombinasi linear parameter yang estimable.
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Teorema 11
Misalkan F adalah matriks berukuran p × (p − k) dengan full rank yang
kolom-kolomnya membentuk basis ortonormal dari ruang nol matriks L, sehingga
berlaku FF

′
= (I−L−L) dan F

′
F = Ip−k. Model terbatas yang digunakan untuk

memperoleh jumlah kuadrat karena hipotesis adalah

y = X(I −L−L)β + e (2.28)

(Milliken, 1971)
Bukti
Karena rank(L) = k, ruang parameter Rp dapat didekomposisikan menjadi ruang
yang dibentang oleh baris-baris L

′
dan ruang nol dari L. Matriks F dipilih

sedemikian sehingga kolom-kolomnya membentuk basis dari ruang nol, sehingga
FF

′
= (I −L−L), yang menyatakan bahwa FF

′
merupakan matriks proyeksi ke

ruang parameter yang memenuhi hipotesis nol. Dengan menggunakan dekomposisi
identitas

I = L−L+ FF
′
,

Model linear dapat dinyatakan sebagai

y = X(L−L+ FF
′
)β + e

= XL−Lβ +XFF
′
β + e

(2.29)

ketika hipotesis nolnya benar, Lβ = 0 maka model tersebut menjadi

y = XFF
′
β + e

= X(I −L−L)β + e
(2.30)

Persamaan (2.30) adalah model terbatas yang diinginkan. Jumlah kuadrat karena
kesalahan untuk model terbatas adalah

SSER = y
′ [
I −X(I −L−L){X(I −L−L)}−

]
y (2.31)

Jumlah kuadrat karena kesalahan untuk model linear adalah

SSE = (y −Xβ̂)′(y −Xβ̂)

= y′(I −XX−)y
(2.32)
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Berdasarkan Principle of Conditional Error, jumlah kuadrat yang disebabkan oleh
hipotesis adalah

SSH0 = SSER − SSE

= y′{XX− −X(I −L−L)[X(I −L−L)]−}y
(2.33)

dan dengan Principle of Conditional Error, uji statistiknya adalah

Fhitung =
SSH0/k

SSE/(n− r)

dimana k adalah rank matriks hipotesis, n adalah jumlah observasi, dan r adalah
rank matriks desain X . Statistik uji tersebut berdistribusi F dengan derajat bebas k
dan n− r (Milliken, 1971).



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2025/2026 bertempat
di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika Dan Ilmu Pengetahuan Alam,
Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini terdiri atas data studi kasus dan data
simulasi. Data studi kasus merupakan data sekunder yang digunakan sebagai
penerapan estimabilitas pada model linear non full rank. Data tersebut digunakan
untuk mengkaji struktur matriks desain dan menentukan fungsi linear parameter
yang estimable.

Pada data simulasi, matriks desain yang digunakan memiliki struktur yang sama
dengan matriks desain pada studi kasus dan berukuran 15× 10. Vektor respon dan
galat acak pada data simulasi merupakan data yang dibangkitkan melalui software
SAS berdasarkan model linear.

3.3 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode kuantitatif berbasis teori
model linear, aljabar linear, dan konsep estimabilitas partisi. Eselon baris dan partisi
estimabilitas yang digunakan pada penelitian ini dari berbagai sumber literatur.
Penelitian ini menggunakan software SAS IML (Interactive Matrix Languange)
dalam mempermudah melakukan berbagai operasi matriks, seperti perhitungan rank,
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reduksi eselon baris, g-inverse, dan pengujian hipotesis.

Langkah-langkah analisis pada data studi kasus adalah sebagai berikut.

1. Dari data yang diperoleh, dapat membentuk desain modelnya, dimana X

adalah matriks desain yang terdiri dari angka 0 dan 1 yang dibentuk dari
persamaan model linear.

2. Melakukan transformasi matriks desain ke dalam bentuk eselon baris untuk
mengidentifikasi kolom-kolom bebas linear.

3. Menyusun partisi estimabilitas matriks desain dan vektor parameter β menjadi
tiga bagian sesuai dengan model linear terpartisi umum (Teorema 10) dan
memeriksa kondisi rank model penuh dan model reduksi untuk ekuivalensi
estimabilitas.

4. Menentukan matriks L sebagai kombinasi linear dari fungsi estimable.

5. Melakukan uji hipotesis terhadap kombinasi linearnya yang estimable,
hipotesisnya adalah sebagai berikut.

H0 : Lβ = 0 vs HA : Lβ ̸= 0

6. Selanjutnya akan dilakukan uji signifikansi model dengan melihat dari jumlah
kuadrat.
Pertama menghitung jumlah kuadrat galat untuk model terbatas

SSER = y′ [I −X(I −L−L){X(I −L−L)}−
]
y

Selanjutnya menghitung jumlah kuadrat galat untuk model linear

SSE = y′(I −XX−)y

Dengan menggunakan principle of conditional error, jumlah kuadrat karena
hipotesis adalah

SSH0 = SSER − SSE

SSH0 = y′ {XX− −X(I −L−L)[X(I −L−L)]−
}
y



35

Selanjutnya menghitung statistik uji F

Fhitung =
SSH0/k

SSE/(n− r)

Keputusan uji dilakukan dengan membandingkan Fhitung dengan Ftabel pada
taraf signifikansi α = 0,05.

Langkah-langkah simulasi adalah sebagai berikut.

1. Membentuk matriks desain X dengan struktur yang sama dengan data studi
kasus dan bersifat non full rank.

2. Menentukan nilai parameter model β.

3. Menetapkan ragam galat sebesar σ2 = 4 dan membangkitkan galat acak
ε ∼ N(0, 4I).

4. Membentuk vektor respon Y = Xβ + ε.

5. Melakukan pendugaan parameter β̂ menggunakan generalized inverse.

6. Menghitung penduga fungsi linear parameter yang estimable Lβ̂, dengan L

merupakan matriks yang telah terbukti estimable.

7. Menghitung SSE, SSER, dan statistik uji F.

8. Mengulangi langkah simulasi dengan 500 ulangan.

9. Menghitung rata-rata Lβ̂, bias Lβ̂, rata-rata SSE, dan rata-rata statistik uji F
sebagai pendekatan terhadap nilai harapan teoritis.
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3.4 Flowchart

3.4.1 Flowchart Studi Kasus

Gambar 1. Flowchart Studi Kasus
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3.4.2 Flowchart Simulasi

Gambar 2. Flowchart Simulasi



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang sudah di jelaskan dapat disimpulkan sebagai berikut.

1. Berdasarkan hasil analisis estimabilitas diperoleh bahwa tidak semua parameter
dalam model linear non full rank bersifat estimable secara individual. Namun,
kombinasi linear tertentu dari parameter tetap dapat ditentukan sebagai fungsi
yang estimable, sehingga fungsi linear parameter yang estimable

Lβ =



µ+ α6 + τ3

α1 − α6

α2 − α6

α3 − α6

α4 − α6

α5 − α6

τ1 − τ3

τ2 − τ3


2. Partisi estimabilitas terpenuhi dengan memeriksa kondisi rank model bahwa

fungsi estimable yang diperoleh dari bentuk eselon baris tetap estimable ketika
model dipartisi ke dalam submodel X0,X1, dan X2.

3. Pengujian hipotesis terhadap fungsi linear parameter yang estimable
menunjukkan bahwa hipotesis nol pada efek perlakuan dan waktu ditolak,
sehingga terdapat paling sedikit satu parameter efek perlakuan dan waktu yang
berbeda, serta kedua faktor tersebut berpengaruh signifikan dalam model linear.

4. Studi simulasi menunjukkan bahwa pada model linear non full rank, fungsi linear
parameter yang memenuhi syarat estimabilitas atau estimable bersifat tak bias
dan pengujian hipotesis konsisten terhadap teori model linear umum.
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