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ABSTRACT

THE EDGE LOCATING CHROMATIC NUMBER OF ROSE GRAPHS AND
ITS BARBELL

By

Anisah Fatin Farahdillah

The edge locating chromatic number of G, denoted by x (G), is the minimum
number of colors required to obtain an edge locating coloring of GG. The Rose
graph M (C,,) is a connected graph constructed by a cycle graph C,, with vertices
v1, Vs, ..., U, and n isolated vertices wy, wy, . .., w,, by connecting every pair of
vertices vg, vs11 to wg, for s = 1,2, ... n, with v,,1 = v;. In this research, we
determined the edge locating chromatic number of rose graph and the barbell rose
graph. The results, x, (M (C,)) 5 for n € {3,4,5} and 6 for n > 6, whereas
X7 (Bu(Cr)) is 6 for n > 3.

Keywords: edge locating chromatic number, Rose graph, barbell Rose graph.



ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI SIST GRAF BUNGA MAWAR DAN
BARBELNYA

Oleh

Anisah Fatin Farahdillah

Bilangan kromatik lokasi sisi dari GG, yang dinotasikan dengan Y/ (G), adalah
banyaknya warna minimum yang diperlukan untuk memperoleh suatu pewarnaan
lokasi sisi pada G. Graf bunga Mawar M (C,,) merupakan graf terhubung yang

dikontruksi dari graf siklus C), dengan titik-titik vy, vs, . .., v,, dan n titik terisolasi
wi, Wsy, . . . , Wy, dengan menghubungkan setiap dua titik v, v5; dengan wg, untuk
s=1,2,...,n,dengan v, ; = v;. Pada penelitian ini ditentukan bilangan kromatik

lokasi sisi graf bunga Mawar dan graf barbel bunga Mawar. Hasil yang diperoleh
adalah x; (M (C,,)) adalah 5 untuk n € {3,4,5} dan 6 untuk n > 6, sedangkan
X1 (B (C)) adalah 6 untuk n > 3.

Kata kunci: bilangan kromatik lokasi sisi, graf bunga Mawar, graf barbel bunga
Mawar.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu dalam matematika dan ilmu
komputer yang berperan penting dalam mempelajari hubungan antarobjek diskrit.
Graf direpresentasikan sebagai kumpulan titik (simpul) dan garis (sisi) yang
menghubungkan pasangan titik. Konsep ini dapat digunakan untuk memodelkan
berbagai permasalahan nyata seperti jaringan transportasi, komunikasi, maupun
sistem distribusi. Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan asal
Swiss, Leonhard Euler, pada tahun 1736 melalui permasalahan yang dikenal sebagai
Jembatan Konigsberg. Permasalahan ini melibatkan empat daratan yang saling
terhubung oleh tujuh jembatan, dengan pertanyaan apakah seseorang dapat melalui
setiap jembatan tepat satu kali dan kembali lagi ke titik awal. Pada permasalahan
tersebut, daratan direpresentasikan sebagai titik dan jembatan sebagai sisi dalam
suatu graf. Berdasarkan representasi tersebut, disimpulkan bahwa seseorang tidak
mungkin melalui setiap jembatan tepat satu kali dan kembali lagi ke titik awal,
karena derajat setiap simpul pada graf tersebut tidak seluruhnya genap (Munir,
2010).

Seiring dengan perkembangan teori graf yang semakin luas, muncul berbagai kajian
menarik di dalamnya, salah satunya mengenai pewarnaan graf. Pewarnaan graf
merupakan proses pemberian warna pada setiap elemen graf G dengan ketentuan
bahwa elemen-elemen yang bertetangga harus memiliki warna yang berbeda
(Ma’arif dkk., 2021). Banyaknya warna minimum yang dihasilkan dari pewarnaan
graf disebut dengan bilangan kromatik. Seiring berkembangnya penelitian dalam
bidang pewarnaan graf, muncul konsep baru yang merupakan pengembangan dari
bilangan kromatik dan dimensi partisi, yaitu bilangan kromatik lokasi. Konsep ini
pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand dkk. (2002) sebagai bentuk pewarnaan



graf yang tidak hanya memperhatikan perbedaan warna antar titik, tetapi juga

mempertimbangkan posisi setiap titik terhadap warna titik-titik tetangganya.

Beberapa penelitian terkait bilangan kromatik lokasi telah dilakukan oleh berbagai
peneliti. Chartrand dkk. (2002) menentukan bilangan kromatik lokasi untuk beberapa
kelas graf, seperti graf lengkap, siklus, lintasan, dan pohon. Selanjutnya, pada tahun
berikutnya, Chartrand dkk. (2003) mengkarakterisasi graf berorde n yang memiliki
bilangan kromatik lokasi sebesar n — 1. Asmiati dkk. (2012) meneliti graf kembang
api (firecracker graphs) dan menunjukkan bahwa banyaknya warna minimum yang
dibutuhkan bergantung pada jumlah titik dalam graf. Sementara itu, Rahmatalia
dkk. (2022) mengkaji graf split lintasan dan barbel split lintasan serta memperoleh
bahwa kedua graf tersebut memiliki bilangan kromatik lokasi yang sama, yaitu
empat. Kajian terhadap graf origami oleh Irawan dkk. (2021) menunjukkan bahwa
nilai bilangan kromatik lokasi graf origami tetap meskipun jumlah titik bertambah.
Penelitian tersebut kemudian dikembangkan oleh Asmiati dkk. (2023) melalui studi
terhadap operasi graf origami, yang menunjukkan bahwa nilai bilangan kromatik
lokasi bertambah satu terhadap graf asalnya. Selain itu, Sawitri dkk. (2025) meneliti
graf bunga Mawar dan graf barbel bunga Mawar dengan hasil bahwa bilangan
kromatik lokasi pada graf bunga Mawar adalah 4 untuk n € 3,4 dan 5 untuk n > 5,
sedangkan pada graf barbel bunga Mawar adalah 4 untuk n = 3 dan 5 untuk n > 4.

Dalam perkembangannya, kajian mengenai bilangan kromatik lokasi tidak hanya
terbatas pada titik, tetapi juga diperluas pada sisi graf. Berbagai penelitian mengenai
pewarnaan sisi telah dilakukan, di antaranya oleh Saifudin dan Dafik (2014)
yang meneliti bilangan kromatik sisi pada berbagai graf khusus, Kusumastuti
dan Budayasa (2020) yang mengkaji pewarnaan-sisi pelangi, serta Minarti dkk.
(2019) yang mengembangkan pewarnaan sisi r-dinamis pada graf hasil operasi
amalgamasi titik. Hasil-hasil tersebut menunjukkan bahwa konsep pewarnaan sisi

dapat digeneralisasi dalam berbagai bentuk.

Sebagai pengembangan lebih lanjut, Korivand dkk. (2024) memperkenalkan konsep
bilangan kromatik lokasi sisi (x} (G)), yaitu pewarnaan sisi di mana setiap dua
sisi berdekatan memiliki warna berbeda dan setiap titik memiliki kode warna unik
berdasarkan jarak terhadap kelas warna sisi lainnya. Berdasarkan kajian tersebut,
penelitian ini dilakukan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi sisi pada graf
bunga Mawar dan graf barbel bunga Mawar, karena sejauh penelusuran literatur

belum ditemukan kajian serupa pada graf bunga Mawar M (C,,) untuk n > 3.



1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi sisi graf bunga
Mawar x’ (M(C,,)) dan bilangan kromatik lokasi sisi graf barbel bunga Mawar
X7, (Bum(c,)) untuk n > 3.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. menambah pemahaman mengenai bilangan kromatik lokasi sisi pada graf

bunga Mawar dan graf barbel bunga Mawar.

2. menjadi referensi dalam penelitian selanjutnya yang berkaitan dengan bilangan
kromatik lokasi sisi pada graf bunga lainnya.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh seorang matematikawan asal Swiss,
yaitu Leonhard Euler, pada tahun 1736 melalui permasalahan yang dikenal sebagai
Jembatan Konigsberg. Permasalahan ini membahas apakah seseorang dapat melintasi
empat daratan yang saling terhubung oleh tujuh jembatan di atas Sungai Pregel di
kota Konigsberg (sekarang Kaliningrad, Rusia), dengan setiap jembatan dilalui tepat
satu kali dan kembali lagi ke titik awal. Permasalahan jembatan Konigsberg tersebut
kemudian direpresentasikan dalam bentuk graf, dengan titik (vertex) menyatakan
daratan dan sisi (edge) menyatakan jembatan yang menghubungkan dua daratan.
Melalui representasi tersebut, Euler membuktikan bahwa seseorang tidak mungkin
melalui setiap jembatan tepat satu kali dan kembali ke titik awal, karena derajat

setiap simpul pada graf tersebut tidak seluruhnya genap. (Munir, 2010).

Gambar 2.1 Representasi graf untuk masalah Jembatan Konigsberg.
(Sumber: cdn.prod.website-files.com)

Pada bagian ini dijelaskan beberapa konsep dasar mengenai graf yang diambil dari
Deo (1989). Suatu graf GG didefinisikan sebagai himpunan terurut (V' (G), E(G)),
dengan V(G) = {vy,ve,...,v,} merupakan himpunan titik pada graf G’ dengan
V(G) # 0, sedangkan E(G) = {e1,ea, ..., e, } merupakan himpunan sisi yang
menghubungkan pasangan titik pada V' (G). Banyaknya titik pada himpunan V' (G)
disebut orde dari graf GG. Graf G dikatakan terhubung (connected graph) apabila
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untuk setiap pasangan titik dalam graf terdapat lintasan yang menghubungkan
kedua titik tersebut. Sebaliknya, jika terdapat paling sedikit satu pasangan titik yang
tidak dihubungkan oleh lintasan, maka graf tersebut disebut graf tak terhubung
(disconnected graph). Pada graf terhubung G, jarak antara dua titik v; dan
vj, yang dinotasikan dengan d(v;,v;), adalah panjang lintasan terpendek yang
menghubungkan kedua titik tersebut, yaitu banyaknya sisi pada lintasan tersebut.

Gambar 2.2 Contoh graf dengan 5 titik dan 8 sisi.

Gambar 2.2 merupakan graf G dengan himpunan titik V(G) = {vy, va, v3, v4, V5 }
dan himpunan sisi E(G) = {e1, e, €3, €4, €5, €6, €7, €g}. Dua titik pada suatu graf
dikatakan bertetangga (adjacent) jika kedua titik itu dihubungkan oleh sisi. Jika titik
vy dan v, dihubungkan oleh sisi e, maka kedua titik tersebut dikatakan menempel
(incidence) pada sisi e, dan sisi e juga dikatakan menempel pada titik v; dan v,.
Pada Gambar 2.2, titik yang bertetangga dengan v, adalah vs, v3, dan v,, sedangkan
sisi yang menempel pada v, adalah ey, e5, dan eg. Titik terisolasi (isolated vertex)
merupakan titik yang tidak memiliki sisi yang bersisian atau tidak bertetangga

dengan titik lain (titik berderajat nol).

Derajat (degree) suatu titik yang dinotasikan dengan d(v) adalah banyaknya sisi
yang menempel pada titik v. Derajat pada masing-masing titik pada Gambar 2.2
adalah d(v) = 3,d(ve) = d(v3) = d(vy) = 4,dan d(vs) = 1. Daun (pendant vertex)
adalah titik yang memiliki derajat satu. Pada Gambar 2.2, titik yang merupakan daun
adalah vs. Sisi paralel (multiple edges) adalah dua atau lebih sisi yang mempunyai
pasangan titik ujung yang sama. Loop adalah sisi yang berawal dan berakhir pada
titik yang sama. Pada Gambar 2.2 terdapat sisi paralel pada sisi es dan ey, serta loop
yaitu sisi eg. Graf yang tidak mengandung loop serta tidak memiliki sisi paralel

disebut sebagai graf sederhana.



Istilah lain pada pembahasan graf adalah jalan, lintasan, dan sirkuit. Jalan
(walk) adalah suatu barisan berhingga dari titik dan sisi yang dimulai dan
diakhiri dengan titik sedemikian sehingga setiap sisi menempel dengan titik
sebelum dan sesudahnya pada suatu graf. Jalan disebut tertutup apabila titik
awal sama dengan titik akhir. Sedangkan jalan disebut terbuka apabila titik
awal tidak sama dengan titik akhir. Contoh jalan pada Gambar 2.2 adalah
V1, €5, U3, €3, Vg, €6, U1, €1, V2, €2, Uy, €4, U3, €7, Us. Lintasan (path) merupakan jalan
yang melewati titik-titik yang berbeda dalam suatu graf, dengan setiap titik dilalui
tepat satu kali. Contoh lintasan pada Gambar 2.2 adalah vy, ey, vo, €3, V4, €3, V3, €7, Us.
Sirkuit (circuit) adalah lintasan tertutup yang titik awal dan titik akhirnya sama.
Sirkuit dibedakan menjadi dua macam, yaitu sirkuit ganjil dan sirkuit genap. Sirkuit
ganjil adalah sirkuit yang memuat titik sebanyak ganjil, sedangkan sirkuit genap
adalah sirkuit yang memuat titik sebanyak genap. Contoh sirkuit pada Gambar 2.2

adalah V1, €5, V3, €4, U4, €, V1.

2.2 Graf Bunga Mawar dan Barbelnya

Graf siklus, yang juga dikenal sebagai graf lingkaran, merupakan graf sederhana
yang terhubung dengan setiap titiknya memiliki derajat dua. Graf siklus dengan n
titik dinotasikan dengan C,, dengan n > 3. (Daniel dan Taneo, 2020). Berikut ini
diberikan beberapa contoh graf siklus.

ANERARE,

Gambar 2.3 Graf siklus C,,

Graf bunga Mawar merupakan salah satu bentuk graf terhubung yang memuat graf
siklus C,, dengan n > 3. Graf ini dinotasikan dengan M (C),). Graf bunga Mawar
M (C,,) dapat dikontruksi dari graf siklus C,, dengan titik-titik vy, vy, ..., v, dan
n titik terisolasi (isolated vertices) wy, ws, . . ., w,, dengan menghubungkan setiap
dua titik vs, v541 dengan wg, untuk s = 1,2, ..., n, dengan v, = v;. Graf bunga
Mawar M (C,,) memiliki n titik berderajat 2 dan n titik berderajat 4 (Nurvazly dkk.,
2026).
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Gambar 2.4 Graf bunga Mawar M (Cy)

Graf barbel bunga Mawar adalah graf yang terbentuk dari gabungan graf bunga
Mawar M (C,,) yang dihubungkan oleh sisi jembatan. Graf ini dinotasikan dengan

BM(Cn)-

w3 w1y

Gambar 2.5 Graf barbel bunga Mawar B (c,)

2.3 Bilangan Kromatik Lokasi Sisi Graf

Misalkan G = (V, E) adalah graf sederhana terhubung dan ¢ : E(G) — N
suatu pewarnaan sisi sejati, yaitu pewarnaan sisi dengan setiap pasangan sisi
yang bertetangga memiliki warna yang berbeda. Banyaknya minimum warna yang
digunakan untuk pewarnaan sisi pada GG disebut bilangan kromatik sisi (atau biasa
disebut indeks kromatik) dan dinotasikan dengan x'(G) (Candra dan Budayasa,
2019).

Misalkan C; adalah himpunan sisi berwarna yang selanjutnya disebut kelas warna,

maka 7 = {C,Cy,...,Cy} merupakan himpunan yang terdiri atas kelas-kelas



warna dari £(G). Untuk suatu titik v pada GG, kode warna titik ¢, (v) didefinisikan
sebagai k-pasang terurut (d(v,Cy),d(v,Cs),...,d(v,Cy)), dengan d(v,C;) =
min{d(v,e) | e € C;} untuk setiap 1 < i < k, serta d(v, e) = min{d(v, z),d(v,y) |
e = xy}. Jika setiap titik memiliki kode warna yang berbeda di GG, maka c disebut
pewarnaan lokasi sisi. Bilangan kromatik lokasi sisi dari (&, yang dinotasikan dengan
X7 (G), adalah banyaknya warna minimum yang diperlukan untuk memperoleh
suatu pewarnaan lokasi sisi pada GG. Berikut diberikan teorema dasar yang berkaitan
dengan bilangan kromatik lokasi sisi (Korivand dkk., 2024).

Teorema 2.3.1 Misalkan G graf terhubung dengan derajat maksimum A(G), maka
Xz(G) = A(G)

Bukti:

Misalkan v € V(G) dengan d(v) = A(G), maka semua sisi yang bertetangga
dengan v diberi warna berbeda. Jadi x'(G) > A(G). Hal ini mengakibatkan
X1(G) = A(G) u

Teorema 2.3.2 (Korivand dkk., 2024) Untuk setiap bilangan bulat n > 3, berlaku

3, jikan=3
4, jikan >4

Xp(Cn) =

Bukti:

Untuk n = 3, berlaku x’; (C},) = 3. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa x/; (C,,) > 3
untuk n > 4 dengan pendekatan kontradiksi. Andaikan sisi-sisi C),, diwarnai dengan
tiga warna dan warna 3 paling sedikit digunakan. Misalkan e = v,vy diberi warna 3.
Untuk n ganjil, titik v3 dan v,, memiliki kode warna sisi yang sama, sedangkan untuk
n genap, v; dan v, memiliki kode warna yang sama, sehingga warna 3 minimal
muncul pada dua sisi, misal e dan f. Jika jarak keduanya minimal dua, maka
cr(a) = c;(b). Misalkan {ej, ey, ..., e, } merupakan suatu maximal alternating
matching, yaitu barisan sisi pada C,, dengan d(e;, ¢;41) = 1 untuk setiap 1 < i < m,
dan bersifat maksimal. Karena barisan tersebut terdiri dari sisi-sisi yang berwarna
3, maka untuk setiap 1 < ¢ < m berlaku e; € Cs, sehingga d(e;,e;4+1) = 1 dan
e; € (5. Dengan demikian diperoleh titik @ dan b yang memiliki kode warna sisi
yang sama, yaitu (0,0, 1), sehingga terjadi kontradiksi. Akibatnya, diperlukan 4
warna, dengan dua sisi bertetangga diberi warna 3 dan 4, sedangkan sisi lainnya
diwarnai selang-seling dengan warna 1 dan 2 (Korivand dkk., 2024). |



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung yang beralamatkan
di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa,

Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Langkah-Langkah Penelitian

Langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Metode menentukan bilangan kromatik lokasi sisi graf bunga Mawar M (C,,)
adalah sebagai berikut:

a. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi sisi pada graf bunga
Mawar M(C,,) untuk n > 3 dengan menggunakan Teorema 2.3.1.
Apabila batas tersebut belum memenuhi syarat pewarnaan lokasi sisi,
maka jumlah warna ditambahkan secara bertahap hingga seluruh syarat

pewarnaan lokasi sisi terpenuhi.

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi sisi pada graf bunga
Mawar M(C,) untuk n > 3 dengan mengkonstruksi pewarnaan
yang memenuhi syarat pewarnaan lokasi berdasarkan struktur grafnya.
Pewarnaan sisi dilakukan dengan terlebih dahulu mewarnai sisi-sisi pada

graf siklus, kemudian dilanjutkan pada sisi-sisi di luar graf siklus.

c. Jika batas atas x/ (M(C,)) < z dan batas bawah (M (C,)) > =z,
maka diperoleh bilangan kromatik lokasi sisinya yaitu x7 (M (C,,)) = x.

d. Merumuskan hasil-hasil yang diperoleh ke dalam suatu pernyataan

matematika.
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Memberikan pembuktian terhadap hasil yang telah diperoleh pada
Langkah 1d.

2. Metode menentukan bilangan kromatik lokasi sisi graf barbel bunga Mawar

B

a.

¢, adalah sebagai berikut:

Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi sisi graf barbel bunga
Mawar M(C,) untuk n > 3 dengan menggunakan Teorema 2.3.1.
Apabila batas yang diperoleh belum memenuhi syarat pewarnaan lokasi
sisi, maka dilakukan penambahan warna secara bertahap hingga seluruh

syarat pewarnaan lokasi sisi terpenuhi.

Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi sisi pada graf bunga
Mawar M(C,) untuk n > 3 dengan mengkonstruksi pewarnaan
yang memenuhi syarat pewarnaan lokasi berdasarkan struktur grafnya.
Pewarnaan sisi dilakukan dengan terlebih dahulu mewarnai sisi-sisi pada
graf siklus, kemudian dilanjutkan pada sisi-sisi di luar graf siklus.

Jika batas atas y; (M(C,)) < z dan batas bawah /(M (C,)) > =z,
maka diperoleh bilangan kromatik lokasi sisinya yaitu x7 (M (C,,)) = x.

Merumuskan hasil-hasil yang diperoleh ke dalam suatu pernyataan
matematika.

. Memberikan pembuktian terhadap hasil yang telah diperoleh pada

Langkah 2d.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh bahwa bilangan kromatik lokasi sisi
graf bunga Mawar, (M (C,,)) adalah 5 untuk n € {3,4,5} dan 6 untuk n > 6.
Selain itu, bilangan kromatik lokasi sisi graf barbel bunga Mawar Y/, (B (Ch,)),
adalah 6 untuk n > 3.

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan mengkaji bilangan kromatik lokasi sisi graf

bunga Mawar pada operasi graf yang lain.
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