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ABSTRACT

THE EDGE-LOCATING CHROMATIC NUMBER OF ORIGAMI GRAPHS
AND ITS BARBELL

By

Gebrina Lorita Palentina G

The edge-locating chromatic number, denoted by x/; (G), is the minimum number of
colors required in an edge-locating coloring of GG such that each vertex has a distinct
edge color codes. This research determined the edge-locating chromatic number
of origami graphs and barbell origami graphs. For the origami graphs O,,, n > 3
obtained, x; (O,,) = 6 for 3 > n > 6, and x;(0,,) = 7 for n > 7. In addition, for
the barbell origami graphs x’; (Bo, ) = 7 for n > 3.

Keywords: edge-locating chromatic number, origami graphs, barbell origami graphs.



ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI SIST GRAF ORIGAMI DAN
BARBELNYA

Oleh

Gebrina Lorita Palentina G

Bilangan kromatik lokasi sisi, dinotasikan dengan Y/ (G) adalah banyaknya
minimum warna yang diperlukan untuk pewarnaan lokasi sisi pada GG sehingga
setiap titik memiliki kode warna sisi berbeda. Penelitian ini menentukan bilangan
kromatik lokasi sisi graf origami dan graf barbel origami. Untuk graf origami O,,,
n > 3 diperoleh, x/ (0O,,) = 6 untuk 3 < n < 6, dan X} (O,) = 7untuk n > 7.
Selain itu, untuk graf barbel origami By, X7 (Bo, ) = 7 untuk n > 3.

Kata kunci: bilangan kromatik lokasi sisi, graf origami, graf barbel origami.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan salah satu cabang dalam ilmu matematika yang berfokus pada
penelitian tentang bagaimana objek-objek saling berhubungan melalui titik (vertex)
dan garis penghubung yang disebut sisi (edge). Konsep dasar teori ini pertama
kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler, seorang matematikawan asal Swiss, pada
tahun 1736 melalui permasalahan tujuh jembatan yang menghubungkan empat
daratan di kota Konigsberg. Dalam permasalahan tersebut, Euler mencoba menjawab
apakah seseorang dapat melintasi ketujuh jembatan masing-masing tepat satu kali
dan kembali ke titik awal. Euler membuktikan bahwa hal tersebut tidak mungkin
dilakukan. Temuan ini kemudian menjadi titik awal terbentuknya teori graf, yang
kini berkembang luas dan memiliki banyak penerapan dalam berbagai bidang seperti

jaringan komputer, transportasi, dan analisis data.

Salah satu topik yang banyak dikembangkan dalam teori graf adalah pewarnaan
graf. Pewarnaan graf merupakan suatu metode untuk memberikan warna pada
elemen-elemen graf, seperti titik, sisi, atau peta, dengan syarat dua elemen yang
bertetangga tidak boleh memiliki warna yang sama. Banyaknya warna minimum
yang diperlukan untuk pewarnaan titik suatu graf disebut bilangan kromatik lokasi
yang dinotasikan dengan x(G). Konsep bilangan kromatik lokasi diperkenalkan
oleh Chartrand dkk. (2002). Konsep ini merupakan penggabungan teori antara
dimensi partisi dan pewarnaan titik dari suatu graf (Kabang dkk., 2020).

Chartrand dkk. (2002) membuktikan bilangan kromatik lokasi untuk beberapa
kelas graf, di antaranya untuk graf terhubung GG dengan orde n > 3 diperoleh
3 < xu(G) < n, pada graf siklus diperoleh x;(C,) = 3 jika n ganjil dan
x.(C,) = 4 jika n genap. Selanjutnya, Chartrand dkk. (2003) menunjukkan
bahwa graf pohon dengan n > 5, bilangan kromatik lokasinya dapat bernilai

k € {3,4,...,n — 2,n}, tetapi tidak pernah bernilai n — 1. Penelitian mengenai



bilangan kromatik lokasi juga dilakukan oleh Prawinasti dkk. (2021) pada graf split
siklus. Asmiati dkk. (2024) kemudian menentukan batas atas bilangan kromatik
lokasi pada graf shadow siklus.

Irawan dkk. (2021) memperoleh bahwa bilangan kromatik lokasi graf origami O,,
bernilai x1,(0,,) = 4 untuk n = 3 dan x(O,,) = 5 untuk n > 4, di mana hal tersebut
juga berlaku pada subdivisi sisi luarnya O} . Irawan dkk. (2021) juga melakukan
penelitian mengenai bilangan kromatik lokasi untuk subdivisi dari operasi barbel
tertentu pada graf origami. Penelitian tersebut kemudian dikembangkan oleh Asmiati
dkk. (2023) yang menunjukkan bahwa untuk graf origami hasil operasi tertentu
HO,,, diperoleh x1(HO,,) = 5 untuk m = 3 dan x(HO,,) = 6 untuk m lainnya.

Pada tahun 2024, Korivand dkk. melakukan penelitian mengenai bilangan kromatik
lokasi yang berfokus pada pewarnaan sisi, yang dinamakan dengan bilangan
kromatik lokasi sisi. Bilangan kromatik lokasi sisi adalah banyaknya warna minimum
yang diperlukan untuk pewarnaan lokasi sisi pada suatu graf. Pada penelitian tersebut,
Korivand dkk. (2024) menemukan bahwa untuk graf siklus C),, dengan n > 3,
diperoleh x; (C},) = 3 untuk n = 3 dan x/; (C,,) = 4 untuk n > 4. Sementara itu,
untuk graf lengkap K, diperoleh hasil x; (K,,) = n + 1 apabila n genap dan n > 4,
serta ' (K,) = n apabila n ganjil dan n > 3 (Korivand dkk., 2024).

Berdasarkan penelusuran literatur, belum ada penelitian yang membahas bilangan
kromatik lokasi sisi graf origami. Penelitian ini difokuskan untuk mengkaji bilangan

kromatik lokasi sisi pada graf origami dan graf barbel origami.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan bilangan kromatik lokasi sisi

graf origami dan graf barbel origami.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. memperluas pemahaman tentang bilangan kromatik lokasi sisi khususnya pada

graf origami dan graf barbel origami;



2. sebagai referensi pendukung untuk penelitian selanjutnya yang berkaitan

dengan bilangan kromatik lokasi sisi pada suatu graf.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Pada tahun 1736, Leonhard Euler memperkenalkan teori graf untuk pertama kalinya
dalam menyelesaikan permasalahan tujuh jembatan yang menghubungkan empat
daratan yang dibelah oleh sungai Pregel di kota Konigsberg. Untuk menyelesaikan
permasalahan tersebut, Euler memodelkannya ke dalam bentuk graf, dengan daratan
yang dihubungkan oleh jembatan dinyatakan sebagai titik dan jembatan sebagai sisi.
Euler menyimpulkan bahwa tidak ada kemungkinan untuk melalui ketujuh jembatan
tersebut masing-masing tepat satu kali dan kembali ke titik awal, kecuali jika setiap
titik berderajat genap (Daniel & Taneo, 2019).

Gambar 2.1 Representasi graf pada permasalahan jembatan Konigsberg
(Sumber: knkland.com)

Konsep dasar yang digunakan pada penelitian ini diperoleh dari Deo (1989). Suatu
graf G didefinisikan sebagai himpunan terurut (V(G), F(G)), dengan V(G) =
{v1, vy, ..., v, } menyatakan himpunan titik yang tidak kosong dari G' dan E(G) =
{e1, €9, ..., €, } menyatakan himpunan sisi, yaitu pasangan tak terurut dari V(G).
Banyaknya titik pada himpunan V' (G) dinamakan orde pada graf G. Jika dua titik
v1 dan vy dihubungkan oleh sisi e, maka v, dan vy dikatakan bertetangga (adjacent),
titik v; dan vy juga dikatakan menempel (incident) dengan sisi e, demikian pula
sisi e dikatakan menempel (incident) dengan titik v; dan ve. N (v) adalah himpunan

titik-titik yang bertetangga dengan v.


https://www.knkland.com/2020/09/pengantar-teori-graf.html

Gambar 2.2 Contoh graf dengan 6 titik dan 10 sisi

Gambar 2.2 merupakan graf G(V, E), dengan V(G) = {vy, vq, v3, vy, U5, v6} dan
E(G) = {e1, ea, €3, €4, €5, €6, €7, €3, €9, €10 }. Titik vz bertetangga dengan vy, v, vy,
dan v;, sedangkan titik v, dan vs menempel pada sisi es. Sebaliknya, sisi eg
menempel pada titik v dan v3. Himpunan tetangga dari v, adalah N(vy) =
{vs, vs,v6}. Banyaknya sisi yang menempel pada titik v disebut derajat (degree)
yang dinotasikan dengan d(v). Daun (pendant) adalah titik yang berderajat satu.
Derajat masing-masing titik pada Gambar 2.2 adalah d(v,) = 4,d(vy) = 4, d(vs) =
4,d(vy) = 3, d(vs) = 4, titik vg adalah daun, karena d(vg) = 1.

Graf G dikatakan terhubung (connected graph) apabila untuk setiap pasangan titik
w dan v di V(@) terdapat lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut. Loop
adalah sisi yang hanya menempel pada satu titik sebagai titik awal dan akhir. Dua
atau lebih sisi yang terhubung dengan dua titik ujung yang sama disebut sisi ganda
(parallel edges). Graf yang tidak memuat loop dan sisi ganda disebut graf sederhana.

Pada Gambar 2.2, sisi e; merupakan loop, sedangkan e; dan eg adalah sisi ganda.

Jalan (walk) adalah barisan terurut yang terdiri dari titik dan sisi secara bergantian,
di mana setiap sisi terhubung dengan titik sebelumnya dan sesudahnya. Contoh jalan
berdasarkan Gambar 2.2 adalah v; —e; — vy — €9 — Uy — €3 — V3 — €7 — VU5 — €9 —
vy — €19 — Ug. Lintasan (path) adalah jalan yang melewati titik yang berbeda-beda
dengan setiap titik dilewati tepat satu kali. Contoh lintasan berdasarkan Gambar 2.2
adalah vg — €19 — v4 — eg — V3 — €7 — U5 — g — U] — €1 — V. Lintasan dengan titik
awal dan titik akhir yang sama dinamakan lintasan tertutup (sirkuit). Contoh sirkuit

pada Gambar 2.2 adalah vy — egy —v3 — e7 — v5 — €5 — vy.

2.2 Graf Origami dan Graf Barbel Origami

Graf siklus merupakan suatu lintasan tertutup, yaitu lintasan yang dimulai dan
diakhiri pada titik yang sama, yang dinotasikan dengan C,, dengan n menyatakan
orde dari graf tersebut.



Gambar 2.3 Contoh graf siklus C,, dengan 3 <n <6

Graf origami O,,, dengan n > 3, merupakan graf dengan pusat berupa graf siklus dan
lipatan-lipatan origami yang terbentuk dari gabungan dua graf siklus Cs. Himpunan
titik dari O,, adalah V' (O,,) = {u;,v;,w; | 1 < i < n} dan himpunan sisinya
E(0,) = {uw, uv;, viw; | 1 < i < n} U{uug,wuq |1 <i<n-—1}U
{u1ty, uyw, } (Fakhira dkk., 2025).

Gambar 2.4 Graf origami Os

Graf barbel origami yang dinotasikan sebagai Bo, untuk n > 3 merupakan graf
yang dibentuk oleh dua graf origami, yaitu O,, dan O, yang dihubungkan oleh
sebuah jembatan. Himpunan titik dari O/, adalah V(O.)) = {u},vj,w} | 1 <i <n}
dan sisi jembatannya adalah v} (Fakhira dkk., 2025).

Gambar 2.5 Graf barbel origami 5o,

2.3 Bilangan Kromatik Lokasi Sisi

Berikut diberikan definisi pewarnaan lokasi sisi untuk graf terhubung sederhana
G. Misalkan ¢ : F(G) — N adalah pewarnaan sisi pada G, dengan sisi-sisi yang



bertetangga memiliki warna yang berbeda. Bilangan kromatik sisi yang dinotasikan
X'(G) adalah banyaknya warna minimum yang dibutuhkan untuk melakukan
pewarnaan pada sisi-sisi di G sehingga tidak ada dua sisi yang bertetangga memiliki
warna yang sama. Berdasarkan definisi ini, diperoleh bahwa jika p menyatakan
derajat maksimum titik pada G, maka y'(G) > p (Beineke & Wilson, 1973).

Misalkan 7 : (C, Cs, ..., C},) menyatakan partisi terurut dari F(G), yaitu kelas-kelas
warna yang dihasilkan oleh c. Untuk suatu titik v di G, kode warna sisi ¢, (v) adalah
n -tuple (d(v, C1),d(v, Cy), ...,d(v,C},)), dengan d(v, C;) = min{d(v,e) | e € C;}
untuk 1 < i < n, dan d(v,e) = min{d(v,x),d(v,y) | e = zy}. Pewarnaan c
merupakan pewarnaan lokasi sisi jika titik-titik pada G memiliki kode warna sisi
yang berbeda. Bilangan kromatik lokasi sisi yang dinotasikan dengan x; (G) adalah
banyaknya minimum warna yang diperlukan untuk pewarnaan lokasi sisi pada G
(Korivand dkk., 2024).

Berikut ini diberikan Teorema dasar mengenai bilangan kromatik lokasi sisi.

Teorema 2.3.1 Misalkan G graf terhubung dengan derajat maksimum A(G), maka
XL(G) = A(G).

Bukti. Misalkan v € V(G) dengan d(v) = A(G), maka semua sisi yang bertetangga
dengan v diberi warna yang berbeda. Jadi, x'(G) > A(G). Hal ini mengakibatkan
X1 (G) > A(G). |

Teorema 2.3.2 (Korivand dkk., 2024) Untuk bilangan bulat n > 3, diperoleh
3, jikan =3;
4, jikan > 4.

Bukti. Untuk n = 3, diperoleh bahwa x; (C),) = 3. Selanjutnya untuk n > 4, akan
dilakukan pembuktian menggunakan kontradiksi. Misalkan y/; (C,,) = 3. Tanpa
mengurangi perumuman, diasumsikan bahwa warna 3 adalah warna yang paling
sedikit digunakan pada graf siklus C,,. Misalkan e = v,v, menyatakan sisi yang
diberi warna 3. Karena n > 4, untuk n ganjil, titik-titik v3, v,, memiliki kode warna
sisi yang sama, dan untuk n genap, v, vy memiliki kode warna sisi yang sama.
Akibatnya, terdapat setidaknya dua sisi yang diberi warna 3. Asumsikan e dan f
merupakan dua sisi yang diberi warna 3 dengan jarak minimum, sedemikian sehingga
d(e, f) = min{d(ey,e2) | €1,e2 € C3}. Jika jarak e dan f sekurang-kurangnya dua,
maka terdapat lintasan a — v — u — b dengan e = uv sehingga kode warna sisi
titik @ dan b adalah sama, yaitu ¢, (a) = ¢, (b). Hal ini bertentangan dengan definisi

pewarnaan lokasi sisi. Selanjutnya, misalkan {eq, s, ..., €,,,} merupakan matching



alternatif maksimum dari sisi-sisi yang diberi warna 3, yaitu suatu himpunan sisi
berwarna 3 yang tersusun berurutan sedemikian sehingga setiap dua sisi berurutan
memenuhi d(e;, ¢;41) = 1, untuk 1 < ¢ < m. Karena warna 3 adalah warna yang
paling sedikit digunakan di C,,, maka titik a dan b dengan sifat d(a, e;) = d(b, e,,,) =
1 dan bukan titik ujung dari e;, untuk setiap 1 < 7 < m, memiliki kode warna sama
yaitu (0,0, 1) yang menyebabkan kontradiksi terhadap syarat pewarnaan lokasi sisi.
Akibatnya, diperoleh pewarnaan lokasi sisi pada graf siklus C), adalah 4 dengan dua
sisi yang bertetangga diberi warna 3 dan 4, sedangkan sisi lainnya diberi warna 1
dan 2. |

Berikut ini diberikan contoh graf siklus Cs. Akan ditentukan bilangan kromatik
lokasi sisi untuk graf tersebut.

Gambar 2.6 Contoh pewarnaan lokasi sisi graf C

Diberikan graf siklus Cj seperti pada Gambar 2.6, akan ditentukan batas bawah
bilangan kromatik lokasi sisi graf siklus Cs. Karena graf siklus Cs memiliki 6 sisi,

maka berdasarkan Teorema 2.3.2, diperoleh x’, (Cg) > 4.

Misalkan ¢ adalah pewarnaan sisi pada graf siklus Ci menggunakan empat

warna. Sehingga diperoleh kelas-kelas warna C; = {wjus,uzus},Cy =
{ugus, ugus}, Cs = {usug} dan Cy = {ujug}. Diperoleh kode warna sebagai
berikut:

cr(uy) = (0,1,1,0); cr(uyg) = (0,0,1,2);

cr(ug) = (0,0,2,1); cr(us) = (1,0,0,1);

cr(ug) = (0,0,2,2); cr(ug) = (1,2,0,0).

Setiap titik pada graf siklus Cs memiliki kode warna yang berbeda, maka c

merupakan pewarnaan lokasi sisi. Jadi, x} (Cs) < 4. Oleh karena itu, diperoleh



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester genap tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung yang beralamatkan
di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa,
Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Langkah-langkah Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan dalam menentukan bilangan kromatik lokasi sisi
graf origami dan graf barbel origami adalah sebagai berikut.

1. Langkah-langkah menentukan bilangan kromatik lokasi sisi graf origami
sebagai berikut.

a. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi sisi graf origami O,,
untuk n > 3. Dengan menggunakan Teorema 2.3.1, maka x’ (O,) >
A(O,,). Apabila batas bawah tersebut tidak memenuhi syarat pewarnaan
lokasi sisi, maka dilakukan penyesuaian melalui penambahan warna

hingga seluruh syarat pewarnaan lokasi sisi terpenuhi.

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi sisi graf origami O,,
untuk n > 3 dengan cara membangun pola pewarnaan berdasarkan
karateristik struktur graf. Pewarnaan sisi dimulai dari penggunaan label
terkecil sehingga diperoleh minimum warna yang memenuhi syarat

pewarnaan lokasi sisi.

c. Jika batas atas bilangan kromatik lokasi sisi x;(O,) < x dan batas
bawah bilangan kromatik lokasi sisi x (O,) > =z, maka diperoleh

bilangan kromatik lokasi sisi ;. (O,,) = .



d.

c.

10

Merumuskan hasil yang telah diperoleh ke dalam bentuk pernyataan
matematika.

Melakukan pembuktian terhadap hasil yang diperoleh sebelumnya.

2. Langkah-langkah menentukan bilangan kromatik lokasi sisi graf barbel

origami sebagai berikut.

a.

Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi sisi graf barbel
origami Bp, untuk » > 3. Dengan menggunakan Teorema 2.3.1,
maka X} (Bo,) > A(Bo,). Apabila batas bawah tersebut tidak
memenuhi syarat pewarnaan lokasi sisi, maka dilakukan penyesuaian
melalui penambahan warna hingga seluruh syarat pewarnaan lokasi sisi
terpenuhi.

Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi sisi graf barbel origami
Bo, untuk n > 3 dengan cara membangun pola pewarnaan berdasarkan
karateristik struktur graf. Pewarnaan sisi dimulai dari penggunaan label
terkecil sehingga diperoleh minimum warna yang memenuhi syarat

pewarnaan lokasi sisi.

Jika batas atas bilangan kromatik lokasi sisi x} (Bo,) < = dan batas
bawah bilangan kromatik lokasi sisi x7 (Bp,) > x, maka diperoleh
bilangan kromatik lokasi sisi x; (Bo,) = «.

Merumuskan hasil yang telah diperoleh ke dalam bentuk pernyataan
matematika.

Melakukan pembuktian hasil yang diperoleh sebelumnya.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan sebelumnya, diperoleh bahwa bilangan kromatik
lokasi sisi graf origami O,, adalah 6 untuk 3 < n < 6, dan 7 untuk n > 7. Pada graf
barbel origami By, , x;(Bo, ) = 7 untuk n > 3.

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan mengkaji bilangan kromatik lokasi sisi graf

origami untuk operasi graf lainnya.
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