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ABSTRACT

MODEL REDUCTION METHOD (MRM) PADA ANALISIS GABUNGAN
DUA RANDOMIZED COMPLETE BLOCK DESIGN (RCBD)

By

MUHAMMAD TRI HARSONO

Randomized Complete Block Design (RCBD) is an experimental design frequently
used to control variation caused by nuisance factors. This design groups experimental
units into relatively homogeneous blocks. However, the mathematical model of
RCBD contains linear constraints on the treatment and block effect parameters,
which causes its design matrix to be nonfull rank. The structural problem becomes
more complex when combining two RCBD models in a single analytical framework
to expand information. This research applies the Model Reduction Method (MRM)
to the combination of two RCBD models, focusing on the formation of a full rank
model, parameter estimation using the Least Squares method, and the evaluation of
estimator properties based on the Best Linear Unbiased Estimator (BLUE) criteria.
This research also includes a simulation using SAS 9.4 software to empirically assess
the performance of parameter estimation and hypothesis testing. The results prove
that MRM is effectively used to transform a nonfull rank model into a full rank
model, which is represented in the form Y = ΓrΘr+Ψ. Parameter estimation on the
full rank model produces estimators that are unbiased and have minimum variance,
in accordance with the BLUE criteria. The hypothesis testing results indicate that
the obtained model has a good power of test under low error variance conditions,
and continues to show consistent performance, reaching a value of one across all
error variance conditions as the spread of the parameter Θr becomes larger.

Keywords: RCBD, Model Reduction Method, Full Rank, Least Squares, BLUE.



ABSTRAK

MODEL REDUCTION METHOD (MRM) PADA ANALISIS GABUNGAN
DUA RANDOMIZED COMPLETE BLOCK DESIGN (RCBD)

Oleh

MUHAMMAD TRI HARSONO

Randomized Complete Block Design (RCBD) merupakan desain percobaan yang
sering digunakan untuk mengendalikan keragaman akibat faktor pengganggu. Desain
ini mengelompokkan unit percobaan ke dalam blok yang relatif homogen. Namun,
model matematis RCBD mengandung kendala linear pada parameter efek perlakuan
dan blok, yang menyebabkan matriks desainnya bersifat nonfull rank. Permasalahan
struktural menjadi lebih kompleks ketika mengombinasikan dua model RCBD dalam
satu kerangka analisis guna memperluas informasi. Penelitian ini menerapkan Model
Reduction Method (MRM) pada kombinasi dua model RCBD yang berfokus pada
pembentukan model full rank, pendugaan parameter menggunakan metode Least
Squares, serta evaluasi sifat penduga berdasarkan kriteria Best Linear Unbiased
Estimator (BLUE). Penelitian ini juga menyertakan simulasi menggunakan software
SAS 9.4 untuk menilai kinerja pendugaan parameter dan pengujian hipotesis secara
empiris. Hasil penelitian membuktikan bahwa MRM efektif digunakan untuk
mentransformasi model nonfull rank menjadi model full rank, yang direpresentasikan
dalam bentuk Y = ΓrΘr + Ψ. Pendugaan parameter pada model full rank
menghasilkan penduga yang bersifat takbias dan memiliki ragam minimum, sesuai
dengan kriteria BLUE. Hasil pengujian hipotesis menunjukkan bahwa model yang
diperoleh memiliki kuasa uji yang baik pada kondisi ragam galat rendah, serta tetap
menunjukkan performa yang konsisten mencapai nilai satu pada seluruh kondisi
ragam galat seiring dengan sebaran parameter Θr yang semakin besar.

Kata kunci: RCBD, Model Reduction Method, Full Rank, Least Squares, BLUE.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Model linear merupakan kerangka dasar yang banyak digunakan dalam analisis
statistika, terutama pada data dari berbagai pengaturan eksperimental dan
observasional yang bertujuan mempelajari pengaruh perlakuan terhadap suatu
variabel respon (Hocking, 1985). Model linear umum dinyatakan dalam bentuk
Y = Xβ + ε, dengan interpretasi dan sifat statistika yang bergantung pada asumsi
distribusi galat ε, struktur kovarians matriks Σ, serta rank struktur matriks desain X
(Usman dan Warsono, 2001). Berbagai desain percobaan dapat dipandang sebagai
kasus khusus dari model linear umum yang memiliki struktur matriks desain dan
kendala parameter tertentu.

Randomized Complete Block Design (RCBD) merupakan salah satu desain
percobaan yang sering digunakan untuk mengendalikan keragaman akibat faktor
blok. Desain RCBD mengelompokkan unit percobaan ke dalam blok yang relatif
homogen sehingga variasi yang tidak diinginkan dapat diminimalkan (Myers dan
Milton, 1991). Menurut Usman, dkk. (2011) penggunaan RCBD meningkatkan
ketelitian analisis terhadap pengaruh perlakuan dan banyak diterapkan pada
penelitian di bidang pertanian, biologi, dan ilmu terapan. Namun, model matematis
RCBD mengandung kendala linear pada parameter efek perlakuan (

∑t
j=1 τj = 0)

dan efek blok (
∑b

i=1 βi = 0), yang menyebabkan matriks desain model RCBD
bersifat nonfull rank atau jumlah parameter melebihi rank matriks desain.

Permasalahan struktural menjadi lebih kompleks ketika mengombinasikan dua
model RCBD dalam satu kerangka analisis. Kombinasi dua RCBD bertujuan
memperluas informasi dan meningkatkan efisiensi analisis. Namun, struktur model
gabungan menghasilkan lebih banyak parameter yang saling bergantung secara
linear, sehingga tetap menyebabkan matriks desain bersifat nonfull rank. Model
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linear nonfull rank menimbulkan solusi pendugaan parameter yang tidak unik
Usman, dkk. (2011). Nilai harapan dan ragam penduga sulit ditentukan secara
eksplisit karena parameter tidak teridentifikasi secara penuh.

Penanganan model linear yang mengandung kendala linear telah dibahas dalam
berbagai penelitian metodologis. Hocking (1985) memperkenalkan Model Reduction
Method (MRM) sebagai pendekatan untuk mereduksi model nonfull rank berkendala
menjadi model full rank tanpa kendala melalui transformasi matriks. Penelitian
oleh Daoud, dkk. (2006) membuktikan bahwa MRM mampu mentransformasi
model linear berkendala menjadi model tereduksi yang bersifat full rank tanpa
menghilangkan informasi penting yang terkandung dalam model awal. Usman, dkk.
(2013) dan Usman, dkk. (2016) menerapkan MRM pada desain percobaan yang
lebih kompleks dan memperoleh model full rank yang memungkinkan pendugaan
parameter dan pengujian hipotesis dilakukan secara optimal. Usman, dkk. (2011)
menunjukkan bahwa kombinasi beberapa RCBD menghasilkan model nonfull rank
akibat kendala linear pada parameter efek perlakuan dan blok. Kajian yang secara
khusus membahas penerapan MRM pada kombinasi dua model RCBD beserta
evaluasi sifat penduga dan kinerja pengujian hipotesis melalui simulasi masih
terbatas.

Penelitian ini membahas penerapan Model Reduction Method (MRM) pada
kombinasi dua model Randomized Complete Block Design (RCBD) yang
menitikberatkan pada pembentukan model full rank, pendugaan parameter
menggunakan metode Least Squares, serta evaluasi sifat penduga berdasarkan
kriteria Best Linear Unbiased Estimator (BLUE). Penelitian ini juga menyertakan
simulasi menggunakan bantuan software SAS 9.4 untuk menilai kinerja pendugaan
parameter dan pengujian hipotesis secara empiris.
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1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Menerapkan Model Reduction Method (MRM) pada kombinasi dua model
Randomized Complete Block Design (RCBD).

2. Melakukan pendugaan parameter dan pengujian hipotesis pada kombinasi dua
model Randomized Complete Block Design (RCBD) yang bersifat full rank.

3. Mendesain simulasi menggunakan software SAS 9.4.

1.3 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:

1. Menjadi sumber acuan dalam penerapan Model Reduction Method (MRM) pada
kombinasi dua model Randomized Complete Block Design (RCBD).

2. Menjelaskan proses pendugaan parameter dan pengujian hipotesis pada
kombinasi dua model Randomized Complete Block Design (RCBD) yang bersifat
full rank.

3. Menjadi panduan praktis dalam mendesain simulasi menggunakan software SAS
9.4.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Matriks

Definisi 2.1.1 Matriks (Usman dan Warsono, 2001)
Matriks X berukuran n× k merupakan susunan elemen berbentuk persegi panjang
yang terdiri atas n baris dan k kolom. Suatu vektor Y berukuran n× 1 merupakan
matriks yang memiliki n baris dan satu kolom.

Contoh 2.1.1
Misalkan diberikan matriks:

X =

2 7 8

1 1 0

0 4 −5

 , Y =

16
5


Matriks X merupakan matriks persegi 3× 3 dan Y merupakan vektor 3× 1.

Definisi 2.1.2 Transpos Matriks (Myers dan Milton, 1991)
Misalkan X merupakan matriks berukuran n × k. Transpos dari matriks X
dilambangkan dengan X′, merupakan matriks berukuran k × n yang diperoleh
dengan menukar baris dan kolom dari X.

Sifat-sifat Transpos Matriks (Myers dan Milton, 1991):

1. (cX)′ = cX′, dengan X matriks berukuran n× k dan c bilangan real.

2. (X + Y)′ = X′ + Y′, dengan X dan Y matriks berukuran n× k.

3. (X′)′ = X, dengan X matriks berukuran n× k.

4. (XY)′ = Y′X′, dengan X matriks berukuran n × k dan Y matriks berukuran
k ×m.
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Contoh 2.1.2
Misalkan diberikan matriks:

X =

2 0

1 1

7 2


Matriks X berukuran 3 × 2, sehingga transpos matriks X berukuran 2 × 3 dan
dinyatakan sebagai:

X′ =

[
2 1 7

0 1 2

]

Definisi 2.1.3 Matriks Identitas, Matriks Satuan, dan Matriks Nol (Usman dan
Warsono, 2001)
Matriks identitas adalah matriks persegi berukuran n × n yang memiliki elemen
bernilai satu pada diagonal utama dan elemen bernilai nol pada posisi selain diagonal
utama. Matriks identitas dilambangkan dengan In. Matriks satuan adalah matriks
yang seluruh elemennya bernilai satu. Matriks satuan berukuran n×n dilambangkan
dengan Jn, sedangkan matriks satuan berukuran n × 1 dilambangkan dengan 1n.
Matriks nol adalah matriks yang seluruh elemennya bernilai nol. Matriks nol
berukuran m× n dilambangkan dengan 0m×n.

Contoh 2.1.3
Misalkan diberikan matriks:

I3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 J3 =

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 03×2 =

0 0

0 0

0 0


Matriks I3 merupakan matriks identitas berukuran 3 × 3, matriks J3 merupakan
matriks satuan berukuran 3× 3, dan matriks 03×2 merupakan matriks nol berukuran
3× 2.

Definisi 2.1.4 Matriks Diagonal (Usman dan Warsono, 2001)
Misalkan X merupakan matriks berukuran n× n dengan elemen diagonal xii dan
elemen di luar diagonal xij . Matriks X disebut sebagai matriks diagonal apabila
xij = 0 untuk setiap i ̸= j. Matriks diagonal umumnya dilambangkan dengan D.
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Contoh 2.1.4
Misalkan diberikan matriks:

X =

2 0 0

0 1 0

0 0 −1


Matriks X merupakan matriks diagonal berukuran 3× 3.

Definisi 2.1.5 Invers Matriks (Myers dan Milton, 1991)
Misalkan X merupakan matriks persegi berukuran n × n. Invers dari matriks X
dilambangkan dengan X−1, merupakan matriks berukuran n× n yang memenuhi

XX−1 = X−1X = I

Apabila invers dari matriks X ada, maka matriks X disebut invertible atau
nonsingular. Sebaliknya, apabila invers dari matriks X tidak ada, maka matriks
X disebut noninvertible atau singular.

Contoh 2.1.5
Misalkan diberikan matriks:

X =

[
2 0

4 −1

]
Melalui perkalian matriks secara langsung, diperoleh invers dari matriks X adalah:

X−1 =

[
1
2

0

2 −1

]

yang menunjukkan bahwa matriks X merupakan matriks nonsingular.

Definisi 2.1.6 Linear Dependen (Myers dan Milton, 1991)
Misalkan {x1, x2, ..., xk} merupakan himpunan yang terdiri atas k vektor kolom.
Jika terdapat bilangan real a1, a2, ..., ak yang tidak semuanya nol sehingga:

a1x1 + a2x2 + ...+ akxk = 0

ada, maka vektor-vektor x1, x2, ..., xk dikatakan saling bergantung linear (linearly
dependent). Jika tidak, vektor-vektor tersebut dikatakan saling bebas linear (linearly
independent).
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Contoh 2.1.6
Misalkan diberikan vektor-vektor:

x1 =

10
0

 , x2 =

01
0

 , x3 =

00
1


Misalkan a1, a2, dan a3 merupakan bilangan real sedemikian sehingga:

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0

Substitusi vektor menghasilkan:

a1

10
0

+ a2

01
0

+ a3

00
1

 =

00
0


ekuivalen sebagai: a1a2

a3

 =

00
0


Persamaan terpenuhi apabila a1 = a2 = a3 = 0, sehingga vektor x1, x2, dan x3

linearly independent.

Definisi 2.1.7 Rank Matriks (Myers dan Milton, 1991)
Misalkan X merupakan matriks berukuran n×k. Rank dari matriks X dilambangkan
dengan rank(X) atau r(X), merupakan jumlah maksimum baris atau kolom matriks
X yang saling bebas secara linear.

Sifat-sifat Rank Matriks (Myers dan Milton, 1991):

1. Misalkan X adalah matriks berukuran n× k dengan n ≥ k. Jika X merupakan
matriks full rank, maka berlaku r(X) = r(X′) = r(X′X) = k.

2. Misalkan X adalah matriks persegi berukuran k × k. Matriks X bersifat
nonsingular jika dan hanya jika r(X) = k.

3. Misalkan X adalah matriks berukuran n × k, P adalah matriks nonsingular
berukuran n × n, dan Q adalah matriks nonsingular berukuran k × k, maka
berlaku r(X) = r(PX) = r(XQ).
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4. Rank suatu matriks diagonal sama dengan jumlah elemen diagonal yang tidak
bernilai nol.

5. Rank XY kurang dari atau sama dengan rank X dan kurang dari atau sama dengan
rank Y.

Contoh 2.1.7
Misalkan diberikan matriks:

X =


1 0 1

2

0 1 1
2

1 −1 0

1 1 1


Matriks X beukuran 4 × 3, sehingga rank maksimum matriks tersebut adalah 3.
Namun, pengamatan terhadap kolom-kolom matriks menunjukkan bahwa x3 =
1
2
x1 +

1
2
x2. Terlihat bahwa kolom x1 dan x2 saling bebas secara linear, sehingga rank

matriks X adalah 2 atau dapat ditulis r(X) = 2.

Teorema 2.1.1 (Usman dan Warsono, 2001)
Peringkat (rank) hasil perkalian dua matriks X dan Y memenuhi ketaksamaan:

rank(XY) ≤ min[rank(X), rank(Y)]

Bukti:
Setiap baris matriks XY merupakan kombinasi linear dari baris-baris matriks Y.
Akibatnya, jumlah baris yang saling bebas secara linear pada XY tidak melebihi
jumlah baris bebas linear pada Y, sehingga berlaku rank(XY) ≤ rank(Y). Setiap
kolom matriks XY merupakan kombinasi linear dari kolom-kolom matriks X.
Akibatnya, jumlah kolom yang saling bebas secara linear pada XY tidak melebihi
jumlah kolom bebas linear pada X, sehingga berlaku rank(XY) ≤ rank(X).
Berdasarkan kedua ketaksamaan, diperoleh rank(XY) ≤ min[rank(X), rank(Y)].

Teorema 2.1.2 (Usman dan Warsono, 2001)
Misalkan X merupakan matriks berukuran n× k, P merupakan matriks nonsingular
berukuran n × n, dan Q merupakan matriks nonsingular berukuran k × k. Maka
berlaku:

r(X) = r(PX) = r(XQ)
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Bukti:
P adalah matriks nonsingular, sehingga berlaku PP−1 = P−1P = I. Berdasarkan
sifat rank matriks dan ketaksamaan rank hasil perkalian matriks, diperoleh:
r(X) = r(IX) = r(P−1PX) ≤ r(PX) ≤ r(X)

r(X) ≤ r(PX) ≤ r(X) → r(X) = r(PX)

Q adalah matriks nonsingular, sehingga berlaku QQ−1 = Q−1Q = I. Berdasarkan
sifat rank matriks dan ketaksamaan rank hasil perkalian matriks, diperoleh:
r(X) = r(XI) = r(XQQ−1) ≤ r(XQ) ≤ r(X)

r(X) ≤ r(XQ) ≤ r(X) → r(X) = r(XQ)

Berdasarkan uraian di atas, dapat disimpulkan bahwa r(X) = r(PX) = r(XQ).

Definisi 2.1.8 Generalized Invers (Usman dan Warsono, 2001)
Misalkan X merupakan matriks berukuran n×k. Suatu matriks X− dikatakan sebagai
Generalized Invers dari X apabila X− ada dan memenuhi empat syarat berikut:

1. XX− simetrik

2. X−X simetrik

3. XX−X = X

4. X−XX− = X−

Jika matriks X bersifat nonsingular, maka X−1 memenuhi keempat syarat di atas.

Contoh 2.1.8
Misalkan diberikan matriks:

X =

[
1 1

2 2

]
Matriks X bersifat singular sehingga invers biasa X−1 tidak ada. Salah satu
generalized inverse dari X dipilih sebagai:

X− =

[
0.1 0.2

0.1 0.2

]

Verifikasi keempat syarat generalized inverse:

1. XX− =

[
1 1

2 2

][
0.1 0.2

0.1 0.2

]
=

[
0.2 0.4

0.4 0.8

]
, simetrik.
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2. X−X =

[
0.1 0.2

0.1 0.2

][
1 1

2 2

]
=

[
0.5 0.5

0.5 0.5

]
, simetrik.

3. XX−X =

[
1 1

2 2

][
0.1 0.2

0.1 0.2

][
1 1

2 2

]
=

[
1 1

2 2

]
= X.

4. X−XX− =

[
0.1 0.2

0.1 0.2

][
1 1

2 2

][
0.1 0.2

0.1 0.2

]
=

[
0.1 0.2

0.1 0.2

]
= X−.

karena keempat syarat terpenuhi, sehingga matriks X− merupakan generalized
inverse dari matriks X.

2.2 Model Linear Umum

Definisi 2.2.1 (Usman dan Warsono, 2001)
Misal Y adalah vektor peubah acak n × 1 yang teramati, misal X adalah matriks
n × p dengan n > p dan unsur-unsurnya adalah bilangan tertentu yang diketahui,
misal β adalah vektor parameter p× 1 yang tidak diketahui nilainya, misal ε adalah
vektor peubah acak n× 1 yang tidak teramati, dengan E(ε) = 0 dan cov(ε) = Σ.
Misalkan hal ini dihubungkan menjadi:

Y = Xβ + ε (2.1)

Model (2.1) didefinisikan sebagai model linear umum dan dapat dituliskan sebagai
berikut, dengan p = k + 1:

y1

y2
...
yn


n×1

=


1 x11 x12 · · · x1k

1 x21 x22 · · · x2k

...
...

... . . . ...
1 xn1 xn2 · · · xnk


n×p


β0

β1

...
βk


p×1

+


ε1

ε2
...
εn


n×1

Menurut Usman dan Warsono (2001), Model (2.1) memiliki banyak pengertian
khusus tergantung pada distribusi galat ε, struktur kovarians matriks Σ, serta rank
struktur matriks desain X, jika peringkat atau rank dari matriks X sama dengan
jumlah kolomnya, maka modelnya dinamakan berperingkat penuh (full rank model)
dan jika peringkat matriksnya lebih kecil dari jumlah kolomnya, maka model tersebut
dinamakan model tidak penuh (nonfull rank model).
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2.3 Randomized Complete Block Design (RCBD)

Randomized Complete Block Design (RCBD) merupakan salah satu desain
percobaan yang digunakan untuk mengendalikan sumber keragaman yang
berasal dari faktor pengganggu (nuisance factor) yang diketahui dan dapat
dikendalikan. Faktor pengganggu didefinisikan sebagai faktor yang berpotensi
memengaruhi respon, tetapi tidak menjadi fokus utama penelitian. Keberadaan
faktor pengganggu dapat meningkatkan ragam galat sehingga mengurangi ketelitian
dalam membandingkan pengaruh perlakuan (Montgomery, 2013).

RCBD menerapkan prinsip blocking, yaitu pengelompokkan unit percobaan ke
dalam beberapa blok yang relatif homogen berdasarkan faktor pengganggu tertentu.
Setiap blok memuat seluruh perlakuan yang diteliti, sehingga setiap perlakuan
muncul tepat satu kali pada setiap blok. Istilah complete pada RCBD menunjukkan
bahwa seluruh perlakuan terdapat di setiap blok. Proses pengacakan dilakukan pada
urutan perlakuan di dalam masing-masing blok untuk menghilangkan pengaruh
faktor acak yang tidak teramati (Montgomery, 2013).

Menurut Montgomery (2013), RCBD bertujuan untuk memisahkan variasi yang
disebabkan oleh perbedaan antarblok dari variasi galat percobaan. Pemisahan variasi
menyebabkan ragam galat menjadi lebih kecil dibandingkan desain acak lengkap,
sehingga perbandingan antarperlakuan dapat dilakukan dengan tingkat ketelitian
yang lebih tinggi. RCBD banyak digunakan pada penelitian eksperimental di bidang
pertanian, industri, biologi, dan ilmu terapan, terutama ketika unit percobaan
memiliki heterogenitas yang dapat dikendalikan melalui pengelompokkan.

Secara konseptual, RCBD merupakan pengembangan dari uji paired t-test, karena
setiap perlakuan dibandingkan pada kondisi blok yang sama. Contoh penerapan
RCBD meliputi penggunaan mesin yang berbeda sebagai blok, batch bahan baku
sebagai blok, perbedaan waktu pengamatan, atau variasi individu sebagai unit
percobaan. Selain mengendalikan faktor pengganggu, RCBD juga dapat digunakan
untuk menguji kekokohan (robustness) pengaruh perlakuan terhadap kondisi yang
sulit dikendalikan secara langsung (Montgomery, 2013).
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Model RCBD dinyatakan sebagai berikut:

yij = µ+ βi + τj + εij dengan i = 1, 2, . . . , b, j = 1, 2, . . . , t. (2.2)

keterangan:
yij : respon pada blok ke-i dan perlakuan ke-j.
µ : rataan umum.
βi : efek blok ke-i.
τj : efek perlakuan ke-j.
εij : galat pada blok ke-i dan perlakuan ke-j.
εij ∼ i.i.d.N (0, σ2).

Model efek tetap digunakan pada RCBD, sehingga parameter efek blok dan efek
perlakuan diperlakukan sebagai konstanta yang tidak bersifat acak (Montgomery,
2013). Model efek tetap pada RCBD memuat kendala parameter berupa:

b∑
i=1

βi = 0,

t∑
j=1

τj = 0

2.4 Model Reduction Method (MRM)

Pada pemodelan linear, matriks desain X tidak selalu memiliki peringkat penuh.
Matriks desain yang bersifat nonfull rank menyebabkan pendugaan parameter model
linear tidak bersifat unik karena lebih dari satu solusi memenuhi persamaan normal.
Model nonfull rank umumnya muncul akibat adanya kendala linear pada parameter
model. Hocking (1985) memperkenalkan Model Reduction Method (MRM) sebagai
pendekatan untuk mereduksi model nonfull rank yang mengandung kendala menjadi
model full rank tanpa kendala melalui transformasi matriks, tanpa menghilangkan
informasi struktural model.

Misalkan diberikan model linear:

Y = Xθ + ε (2.3)
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dengan kendala parameter:
Gθ = g

keterangan:
Y : vektor respons berukuran n× 1.
X : matriks desain berukuran n× p dengan rank < p.
θ : vektor parameter berukuran p× 1.
ε : vektor galat berukuran n× 1 dengan ε ∼ N (0, σ2I).
G : matriks berukuran q × p berperingkat q.
g : vektor konstanta berukuran q × 1.

Langkah awal dalam MRM dilakukan dengan mendefinisikan matriks permutasi
ortogonal T yang bertujuan untuk menyusun ulang parameter sehingga kendala
dapat dipisahkan. Matriks T memenuhi sifat:

T′T = Ip

Penerapan transformasi pada Model (2.3) menghasilkan bentuk:

Y = XT′Tθ + ε

ekuivalen sebagai:
Y = X1θ1 + ε (2.4)

dengan:
X1 : XT′.
θ1 : Tθ.

Kendala parameter setelah transformasi dinyatakan dalam bentuk:

G1θ1 = g

Asumsikan bahwa θ1 dan G1 dapat dipartisi sehingga kendala dapat ditulis:

G11θ11 + G12θ12 = g

G11 adalah matriks q × q dengan rank q, sehingga penyelesaian untuk θ11 dapat
diperoleh sebagai:

θ11 = G−1
11 g − G−1

11 G12θ12
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Selanjutnya, matriks desain X1 dipartisi menjadi X1 = [X11 X12] dan substitusikan
ke dalam Model (2.4), sehingga diperoleh:

Yr = Xrθr + ε (2.5)

dengan:
Yr : Y − X11G−1

11 g.
Xr : X12 − X11G−1

11 G12.
θr : θ12.

Model (2.5) disebut dengan model full rank tanpa kendala (Hocking, 1985).

2.5 Pendugaan Parameter

Pendugaan parameter merupakan salah satu aspek utama dalam inferensia statistika
yang bertujuan memperoleh nilai penduga bagi parameter populasi yang tidak
diketahui. Proses pendugaan parameter dilakukan melalui pemilihan penduga yang
memenuhi kriteria tertentu sehingga penduga yang dihasilkan memiliki sifat-sifat
statistika yang optimal (Usman dan Warsono, 2001).

Teorema 2.5.1 (Myers dan Milton, 1991)
Model linear umum Y = Xβ+ ε dimana X adalah matriks full rank n× p, β adalah
vektor parameter tidak diketahui p × 1, dan ε adalah vektor acak n × 1 dengan
E(ε) = 0, cov(ε) = σ2I, E(Y) = Xβ, dan V ar(Y) = σ2I, penduga least squares
untuk β dan σ2 adalah:

β̂ = (X′X)−1X′Y; σ̂2 =
1

n− p
Y′[I − X(X′X)−1X′]Y

Bukti:
Penduga Least Squares untuk β

Vektor galat (ε) dapat ditulis sebagai ε = Y − Xβ, sehingga diperoleh:

ε′ε = (Y − Xβ)′(Y − Xβ)

= (Y′ − β′X′)(Y − Xβ)

= Y′Y − Y′Xβ − β′X′Y + β′X′Xβ

= Y′Y − 2β′X′Y + β′(X′X)β
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Menggunakan aturan turunan terhadap β

∂ε′ε

∂β
=

∂

∂β
[Y′Y − 2β′X′Y + β′(X′X)β]

= −2X′Y + 2(X′X)β

Menyamakan turunan dengan nol

−2X′Y + 2(X′X)β = 0

−X′Y + (X′X)β = 0

(X′X)β = X′Y

(X′X)−1(X′X)β = (X′X)−1X′Y

sehingga penduga Least Squares untuk β diperoleh sebagai:

β̂ = (X′X)−1X′Y

Ekspektasi penduga (β̂)

E(β̂) = E[(X′X)−1X′Y]

= (X′X)−1X′E(Y)

= (X′X)−1(X′X)β

= β → β̂ penduga takbias bagi β.

Ragam penduga (β̂)

V ar(β̂) = V ar[(X′X)−1X′Y]

= (X′X)−1X′V ar(Y)[(X′X)−1X′]′

= (X′X)−1(X′X)(X′X)−1σ2

= (X′X)−1σ2

Penduga Least Squares untuk σ2

Penduga logis σ2 (Myers dan Milton, 1991):

σ̂2 =
(Y − Xβ)′(Y − Xβ)

n
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Koreksi bias penduga ragam (σ̂2)

E(σ̂2) =
1

n
E[(Y − Xβ)′(Y − Xβ)]

=
1

n
E[(Y − X(X′X)−1X′Y)′(Y − X(X′X)−1X′Y)]

=
1

n
E[Y′(I − X(X′X)−1X′)(I − X(X′X)−1X′)Y]

karena (I − X(X′X)−1X′) idempoten, maka:

E(σ̂2) =
1

n
E[Y′(I − X(X′X)−1X′)Y]

=
1

n
[tr(I − X(X′X)−1X′)σ2 + (Xβ)′(I − X(X′X)−1X′)Xβ]

=
1

n
[σ2[tr(I)− tr(X(X′X)−1X′)] + β′X′Xβ − β′X′X(X′X)−1(X′X)β]

=
1

n
[σ2[tr(I)− tr(X(X′X)−1X′)]]

Pertimbangkan rank matriks I dan X(X′X)−1X′

E(σ̂2) =
1

n
σ2[n− p]

=
n− p

n
σ2

E(σ̂2) ̸= σ2 → bias

Mengatasi bias diberlakukan pengali n
n−p

, sehingga:

σ̂2 =
1

n− p
Y′[I − X(X′X)−1X′]Y

Teorema 2.5.2 Gauss–Markov (Myers dan Milton, 1991)
Misal Y = Xβ + ε dimana X adalah matriks full rank n × p, β adalah vektor
parameter tidak diketahui p× 1, dan ε adalah vektor acak n× 1 dengan rata-rata 0
dan ragam σ2I. Penduga least squares β̂ merupakan Best Linear Unbiased Estimator
(BLUE) bagi β.
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Bukti:
Misalkan β∗ sebagai penduga linear takbias lainnya dari β. Penduga β∗ dinyatakan
dalam bentuk:

β∗ = [(X′X)−1X′ + B]Y

dengan B merupakan matriks p× n yang elemennya bilangan real.

Ekspektasi penduga (β∗)

E(β∗) = E[((X′X)−1X′ + B)Y]

= [(X′X)−1X′ + B]E(Y)

= [(X′X)−1X′ + B]Xβ

= [I + BX]β

karena β∗ penduga takbias untuk β, maka E(β∗) = β, sehingga (I + BX) adalah
matriks identitas dengan BX = 0.

Ragam penduga (β∗)

V ar(β∗) = V ar[((X′X)−1X′ + B)Y]

= [(X′X)−1X′ + B]V ar(Y)[(X′X)−1X′ + B]′

= [(X′X)−1X′ + B][X(X′X)−1 + B′]σ2

= [(X′X)−1X′X(X′X)−1 + (X′X)−1X′B′ + BX(X′X)−1 + BB′]σ2

karena BX = 0 maka X′B′ = 0, sehingga V ar(β∗) dapat ditulis:

V ar(β∗) = [(X′X)−1 + BB′]σ2

= (X′X)−1σ2 + BB′σ2

= V ar(β̂) + BB′σ2

Terbukti bahwa V ar(β̂) ≤ V ar(β∗).
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2.6 Pengujian Hipotesis

Pengujian hipotesis merupakan aspek utama lain dalam inferensia statistika
yang bertujuan mengevaluasi kebenaran suatu pernyataan atau dugaan mengenai
parameter populasi berdasarkan informasi yang diperoleh dari data sampel. Proses
pengujian hipotesis dilakukan melalui perumusan hipotesis nol dan hipotesis
alternatif, penentuan statistik uji yang sesuai, serta pengambilan keputusan
berdasarkan kaidah pengujian yang ditetapkan (Usman dan Warsono, 2001).

Pada model linear umum, hipotesis dinyatakan dalam bentuk:

H0 : Hβ = h vs. Ha : Hβ ̸= h

atau
H0 : Hβ − h = 0 vs. Ha : Hβ − h ̸= 0

dimana H adalah matriks q × p dengan rank q ≤ p dan h adalah vektor q × 1.
Hipotesis ini memungkinkan untuk menguji hubungan fungsional antara parameter
(Myers dan Milton, 1991).

Kriteria pengujian:
Tolak H0 jika Fhit ≥ Fα

dengan:

Fhit =

(
(Hβ̂ − h)′[H(X′X)−1H′]−1(Hβ̂ − h)

Y′(I − XX−)Y

)(
n− p

q

)
(2.6)

Pengambilan keputusan pada pengujian hipotesis dapat menghasilkan keputusan
yang sesuai atau tidak sesuai dengan keadaan sebenarnya dari hipotesis nol.
Keputusan yang tidak sesuai terdiri atas kesalahan tipe I, yaitu penolakan hipotesis
nol ketika hipotesis nol benar, dan kesalahan tipe II, yaitu kegagalan menolak
hipotesis nol ketika hipotesis nol salah. Keputusan yang sesuai terjadi ketika hipotesis
nol ditolak pada kondisi hipotesis nol salah (1−β), dan peluang terjadinya keputusan
tersebut didefinisikan sebagai kuasa uji atau power of test (Usman dan Warsono,
2001). Ringkasan hubungan antara keputusan pengujian dan keadaan hipotesis nol
disajikan pada Tabel 2.1.
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Tabel 2.1 Kesalahan Pengujian Hipotesis

Keputusan

Situasi
H0 Benar H0 Salah

Tidak Tolak H0

Keputusan Benar

(1−α)

Kesalahan Tipe II

(β)

Tolak H0

Kesalahan Tipe I

(α)

Keputusan Benar

(1− β)



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian dilaksanakan pada Semester Ganjil Tahun Akademik 2025/2026 dengan
lokasi penelitian di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan
Alam, Universitas Lampung.

3.2 Data Simulasi

Data yang digunakan merupakan data simulasi yang dibangkitkan menggunakan
software SAS 9.4 dengan variabel respon diasumsikan berdistribusi normal Y ∼
N (µ, σ2). Desain simulasi terdiri atas dua model Randomized Complete Block
Design (RCBD) yang dikombinasikan, dimana setiap model memiliki 4 efek blok
dan 3 efek perlakuan, sehingga diperoleh 24 observasi.

3.3 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini disusun melalui tahapan
sebagai berikut:

1. Kombinasi dua model Randomized Complete Block Design (RCBD)
diformulasikan ke dalam bentuk model linear umum menggunakan notasi matriks.

2. Model linear yang diperoleh selanjutnya diperiksa sifat full rank-nya. Apabila
model awal bersifat nonfull rank, maka dilakukan reduksi model menggunakan
Model Reduction Method (MRM) untuk memperoleh model tereduksi yang
bersifat full rank.
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3. Melakukan pendugaan parameter menggunakan metode Least Squares dan
menganalisis sifat-sifat penduga parameter.

4. Pemeriksaan karakteristik penduga parameter sesuai dengan kriteria Best Linear
Unbiased Estimator (BLUE).

5. Pengujian hipotesis dilakukan dengan hipotesis nol yang menyatakan bahwa
seluruh efek blok dan efek perlakuan pada RCBD kedua tidak berbeda dengan
efek pada RCBD pertama.

6. Melakukan simulasi.

Gambar 3.1 Flowchart Tahapan Penelitian.
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Tahapan simulasi pendugaan parameter:

1. Penetapan parameter sebenarnya
Menentukan nilai-nilai parameter tetap (true values) yang akan menjadi acuan
evaluasi, yaitu:

(a) Jumlah blok (b) = 4.

(b) Jumlah perlakuan (t) = 3.

(c) Replika simulasi (Nsim) = 1000 iterasi untuk setiap skenario.

(d) Dua skenario varians, yaitu σ2 = 1 dan σ2 = 9.

(e) Nilai parameter rataan umum (µ1 = 10, µ2 = 20), efek blok (β), dan
efek perlakuan (τ ) untuk dua variabel respon.

2. Pembangkitan data
Data dibangkitkan menggunakan model matematis RCBD:

yij(l) = µ(l) + βi(l) + τj(l) + εij(l)

Proses ini dilakukan di dalam loop sim = 1 to 1000 dengan ketentuan:

(a) Galat (ε) berdistribusi N (0, σ2).

(b) Blok dan perlakuan pertama ditetapkan memiliki efek nol sebagai
pembanding.

(c) Membuat variabel indikator untuk mengakomodasi struktur multivariate
dalam satu model regresi tunggal.

3. Estimasi parameter
Pendugaan parameter menggunakan Prosedur Regresi (PROC REG) pada
software SAS sebanyak 1000 kali untuk setiap skenario varians.

4. Penghitungan nilai harapan penduga

(a) Mengelompokkan hasil estimasi berdasarkan tipe parameter.

(b) Menghitung nilai harapan dari total 1000 estimasi per parameter.

5. Evaluasi kualitas penduga
Kualitas penduga dievaluasi menggunakan ukuran statistik RMSE.
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6. Visualisasi
Menyajikan grafik antara Expected Value hasil simulasi dengan True Value
pada berbagai tingkat σ2.

Gambar 3.2 Flowchart Simulasi Pendugaan Parameter.
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Tahapan simulasi pengujian hipotesis:

1. Penentuan skenario parameter
Menentukan variasi kondisi untuk menguji sensitivitas model:

(a) 20 tingkat nilai parameter Θ. Iterasi 1 dimulai dengan semua Θ = 0

(untuk mengecek Kesalahan Tipe I).

(b) 4 level varians (σ2 = 3, 6, 9, 12).

(c) Setiap skenario dijalankan 1000 kali pengulangan.

2. Pembangkitan data
Data dibangkitkan menggunakan model matematis RCBD dengan ketentuan
yang sama pada Pendugaan Parameter.

3. Pengujian hipotesis
Melakukan uji hipotesis simultan berbasis statistik F untuk menguji kesamaan
efek blok dan perlakuan antar level respons.

4. Perhitungan nilai kuasa uji
Nilai kuasa uji dihitung dengan merata-ratakan hasil keputusan penolakan
hipotesis nol dari 1000 replika.

5. Visualisasi
Menyajikan hasil simulasi kuasa uji dalam bentuk tabel ringkasan.
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Gambar 3.3 Flowchart Simulasi Pengujian Hipotesis.



BAB V

KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

1. Hasil penelitian membuktikan bahwa Model Reduction Method (MRM) efektif
digunakan untuk mentransformasi model nonfull rank yang mengandung kendala
menjadi model full rank tanpa kendala pada kombinasi dua model Randomized
Complete Block Design (RCBD).

2. Pendugaan parameter pada model full rank menghasilkan penduga yang bersifat
takbias dan memiliki ragam minimum, sesuai dengan kriteria Best Linear
Unbiased Estimator (BLUE).

3. Hasil pengujian hipotesis menunjukkan bahwa model yang diperoleh memiliki
kuasa uji (power of test) yang baik pada kondisi ragam galat rendah, serta tetap
menunjukkan performa yang konsisten mencapai nilai satu pada seluruh kondisi
ragam galat seiring dengan sebaran parameter Θr yang semakin besar.

5.2 Saran

1. Mengembangkan penerapan Model Reduction Method (MRM) pada desain
percobaan atau model linear lain yang memiliki struktur lebih kompleks guna
menguji konsistensi efektivitas metode tersebut.

2. Analisis dapat diperluas dengan mempertimbangkan variasi struktur ragam dan
ukuran sampel yang berbeda agar kinerja pendugaan parameter serta pengujian
hipotesis dapat dievaluasi secara lebih komprehensif.



DAFTAR PUSTAKA

Daoud, J. I., Usman, M., Elfaki, F. A. M., Othman, R., & Sidiq, A. (2006).
Transformation of a constrained model into unconstrained model in two way
treatment structure with interaction. Quantitative Methods, 2(2), 29-36.

Graybill, F. A. (1976). Theory and application of the linear model. Massachusetts:
Duxbury Press.

Hocking, R. R. (1985). The analysis of linear models. California: Brooks/Cole
Publishing Company.

Montgomery, D. C. (2013). Design and Analysis of Experiments (8th ed.). Hoboken:
John Wiley & Sons.

Myers, R. H., & Milton, J. S. (1991). A First Course in the Theory of Linear
Statistical Models. New York: John Wiley & Sons.

Usman, M., Elfaki, F. A. M., & Daoud, J. I. (2013). Ratio of linear function of
parameters and testing hypothesis of the combination two split plot designs.
Middle-East Journal of Scientific Research, 13(Mathematical Applications in
Engineering), 109-115.

Usman, M., Malik, I., Warsono, & Elfaki, F. A. M. (2016). Analysis and ratio of
linear function of parameters in fixed effect three level nested design. ARPN
Journal of Engineering and Applied Sciences, 11(11), 7121-7128.

Usman, M., Njuho, P., Elfaki, F. A. M., & Daoud, J. I. (2011). The combination of
several RCBDS. Australian Journal of Basic and Applied Sciences, 5(4), 67-75.

Usman, M., & Warsono. (2001). Teori model linear dan aplikasinya. Sinar Baru
Algensindo.


	DAFTAR TABEL
	DAFTAR GAMBAR
	PENDAHULUAN
	Latar Belakang
	Tujuan Penelitian
	Manfaat Penelitian

	TINJAUAN PUSTAKA
	Matriks
	Model Linear Umum
	Randomized Complete Block Design (RCBD)
	Model Reduction Method (MRM)
	Pendugaan Parameter
	Pengujian Hipotesis

	METODE PENELITIAN
	Waktu dan Tempat Penelitian
	Data Simulasi
	Metode Penelitian

	KESIMPULAN
	Kesimpulan
	Saran

	DAFTAR PUSTAKA

