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ABSTRACT

THE APPLICATION OF LINEAR SIDE CONDITIONS Tβ = 0 TO
NON–FULL RANK LINEAR MODELS

By

Meliyana Bohori

Linear models are the basis of statistical analysis, including analysis of variance
(ANOVA). However, under incomplete ranking conditions, the design matrix exhibits
linear dependence, thereby preventing the estimation of unique model parameters.
This study aims to address this issue by applying side conditions in the form of
the linear constraint Tβ = 0 without altering the model structure. The methods
employed include the formulation of a restricted linear model, the derivation of
parameter estimators, and simulation studies. The results show that side conditions
produce unique, stable, and nearly unbiased parameter estimators. Furthermore, the
results indicate that test power increases as differences between parameters increase
and decreases as the variance of the error term increases. Thus, this approach is
effective in ensuring the uniqueness of parameter estimates and improving the quality
of analysis in ANOVA models with non-full rank design matrices.

Keywords: side conditions, identifiability constraints, parameter estimation, least
square, non-full rank.



ABSTRAK

APLIKASI LINEAR SIDE CONDITIONS Tβ = 0 PADA NON-FULL RANK
LINEAR MODEL

Oleh

Meliyana Bohori

Model linier merupakan landasan analisis statistik, termasuk analisis variansi
(ANOVA). Namun, dalam kondisi non-full rank, matriks desain menunjukkan
ketergantungan linier, sehingga menghalangi estimasi parameter model yang unik.
Penelitian ini bertujuan untuk mengatasi masalah tersebut dengan menerapkan
side condition berupa batasan linier Tβ = 0 tanpa mengubah struktur model.
Metode yang digunakan meliputi perumusan model linier terbatas, derivasi estimator
parameter, dan studi simulasi. Hasil menunjukkan bahwa kondisi tambahan
menghasilkan estimator parameter yang unik, stabil, dan tidak bias. Selain itu,
hasil menunjukkan bahwa kuasa uji meningkat seiring dengan meningkatnya
perbedaan antarparameter dan menurun seiring dengan meningkatnya varians.
Dengan demikian, pendekatan ini efektif dalam memastikan keunikan estimasi
parameter dan meningkatkan kualitas analisis pada model ANOVA dengan matriks
desain yang non-full rank.

Kata-kata kunci: Side conditions, identifiability constraints, estimasi parameter,
least square, non-full rank.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori model linear merupakan konsep fundamental dalam analisis statistik yang
mencakup berbagai bentuk model analisis data, seperti regresi, analisis variansi
dalam rancangan percobaan, serta model campuran. Secara umum, model linear
dapat dinyatakan dalam bentuk Y = Xβ + ε, dengan asumsi utama bahwa
E(εi) = 0, Var(εi) = σ2 bersifat konstan, dan Cov(εi, εj) = 0 untuk i ̸= j. Struktur
hubungan antara variabel respon dan parameter model sepenuhnya ditentukan oleh
matriks rancangan X . Dalam konteks ini, jika rank matriks X sama dengan jumlah
kolomnya, maka model disebut sebagai model berperingkat penuh (full rank model).
Sebaliknya, jika rank matriks X lebih kecil daripada jumlah kolomnya, maka model
tersebut dikategorikan sebagai model tidak berperingkat penuh (non–full rank
model) (Usman & Warsono, 2009).

Dalam rancangan percobaan, analisis data umumnya dirumuskan dalam
kerangka model linear melalui analisis variansi (ANOVA), yang digunakan untuk
membandingkan rataan respon dari berbagai perlakuan atau kombinasi perlakuan
yang diterapkan pada unit percobaan (Montgomery, 2013). Secara konseptual
ANOVA merupakan kasus khusus dari model linear yang dalam praktiknya
sering dinyatakan dengan jumlah parameter yang melebihi jumlah parameter
yang dapat diestimasi secara statistik. Kondisi ini menyebabkan model menjadi
terparametrisasi berlebih (overparameterized). Secara matematis, kondisi ini
menghasilkan matriks rancangan X berbentuk persegi panjang berdimensi n× p,
dengan rank(X) = r < p, sehingga kolom-kolom X bersifat saling bergantung
secara linear dan matriks tersebut tidak berperingkat penuh. Konsekuensinya,
matriks X ′X menjadi matriks singular yang tidak memiliki invers, sehingga
penduga kuadrat terkecil β̂ = (X ′X)−1X ′y tidak dapat ditentukan secara unik
dan model menjadi tidak teridentifikasi dengan baik (Rencher & Schaalje, 2008).
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Ketidakteridentifikasian ini secara langsung berimplikasi pada interpretasi ANOVA,
karena ketidakunikan estimasi parameter menyebabkan efek faktor tidak memiliki
makna tunggal. Nilai parameter yang diperoleh bergantung pada representasi model
atau pembatas yang digunakan, meskipun nilai pendugaan respon yang dihasilkan
tetap sama untuk seluruh representasi parameter yang ekuivalen (Hector dkk., 2010).

Untuk mengatasi ketidakteridentifikasian parameter pada model ANOVA
dengan matriks rancangan non-full rank, berbagai pendekatan telah dikembangkan
dalam literatur statistik. Salah satu pendekatan yang umum digunakan adalah
generalized inverse, yang memungkinkan diperolehnya penduga kuadrat terkecil
meskipun matriks normal X ′X bersifat singular dan tidak memiliki invers biasa
(John, 1970). Namun, karena terdapat banyak bentuk generalized inverse yang
sama-sama sah secara matematis, penduga parameter yang dihasilkan tidak
bersifat unik sehingga interpretasi efek faktor dalam ANOVA tidak memiliki
interpretasi tunggal (Murray-Lasso, 2008). Pendekatan lain yang sering digunakan
adalah reparameterisasi model, yang bertujuan mengatasi redundansi parameter
dengan membentuk parameter baru sebagai kombinasi linear dari parameter asli
sehingga model menjadi berperingkat penuh dan teridentifikasi (Little dkk., 2010).
Reparameterisasi ini dilakukan melalui pembatasan linear formal yang mengubah
struktur parameter, sehingga formulasi model tidak lagi identik dengan struktur
awal ANOVA dan dapat menyulitkan interpretasi langsung terhadap efek faktor asli
(Hirschberg & Slottje, 1999).

Sebagai alternatif yang lebih langsung, pendekatan side conditions atau
pembatasan linear pada parameter diterapkan untuk menutup defisiensi rank
tanpa mengubah struktur model, dengan mengenakan kendala Tβ = 0 untuk
mengatasi ketergantungan linear antar parameter. Pendekatan ini berfungsi sebagai
identifiability constraints yang memastikan parameter model teridentifikasi secara
unik dan pendugaan parameter dapat dilakukan secara tunggal (Seber, 2015).
Keunggulan utama metode ini adalah kemampuannya mempertahankan nilai
pendugaan respon dan konsistensi interpretasi efek faktor dalam kerangka ANOVA,
meskipun representasi parameter individual bergantung pada pembatas yang
digunakan (Hector dkk., 2010).
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Dalam praktiknya, penerapan side conditions Tβ = 0 memungkinkan estimasi
parameter menjadi unik pada model linear dengan matriks rancangan tidak penuh,
seperti pada rancangan percobaan ANOVA dua arah dan faktorial dalam Completely
Randomized Design (CRD). Landasan teoretis mengenai pembatasan linear sebagai
identifiability constraints telah dibahas dalam literatur statistik klasik, antara lain
oleh Plackett (1950) melalui modifikasi metode kuadrat terkecil, Nelder (1994)
yang menekankan penyederhanaan konstrain parameter untuk interpretasi model,
serta secara lebih sistematis dalam kerangka model linier oleh Rencher & Schaalje
(2008), Wang & Chow (2007), dan Seber (2015).

Meskipun demikian, penerapan side conditions dalam praktik analisis rancangan
percobaan masih relatif jarang ditemukan dan umumnya terbatas pada penjelasan
konseptual dalam buku teks akademik. Upaya pengembangan pendekatan pernah
dibahas oleh Seegrist (1973) melalui augmentasi data untuk mempermudah
formulasi kuadrat terkecil serta lebih lanjut Darghan dkk. (2014) menunjukkan
bahwa side conditions melalui matriks teraugmentasi yang diperluas (extended
augmented matrix) efektif dalam menangani model non-full rank, termasuk pada
kasus yang memiliki gangguan kompleks seperti efek overlap pada model klasifikasi
dua arah. Namun, pendekatan tersebut belum secara eksplisit menunjukkan prosedur
penurunan penduga parameter pada model linear non-full rank melalui side
conditions, serta pembahasan sifat statistik estimator yang dihasilkan masih terbatas
dan belum disajikan secara sistematis. Oleh karena itu, diperlukan kajian sistematis
untuk memperoleh estimator unik melalui linear side conditions serta mengkaji sifat
statistiknya.

Berdasarkan kesenjangan tersebut, penelitian ini difokuskan pada penerapan linear
side conditions pada model non-full rank melalui konstruksi augmented matrix
untuk menunjukkan prosedur penurunan penduga parameter yang teridentifikasi
secara unik serta mengevaluasi sifat statistik estimator yang dihasilkan. Kajian ini
diharapkan dapat memberikan gambaran yang lebih jelas mengenai implementasi
side conditions dalam menjamin keunikan estimasi parameter dan kualitas hasil
analisis pada rancangan percobaan.
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1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Memperoleh penduga parameter yang bersifat unik pada model linear non-full
rank melalui penerapan linear side conditions Tβ = 0

2. Mengevaluasi sifat statistik dari estimator yang dihasilkan oleh penerapan linear
side conditions Tβ = 0.

1.3 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memperkaya kajian metodologis mengenai
penerapan linear side conditions pada model linear non-full rank, khususnya
dalam menghasilkan estimasi parameter yang unik serta mengevaluasi sifat statistik
estimator yang diperoleh. Selain itu, hasil penelitian ini diharapkan dapat menjadi
referensi dalam penerapan kendala linear pada analisis rancangan percobaan.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Factorial Completely Randomized Design (Factorial CRD)

Rancangan percobaan (experimental design) adalah suatu rancangan pengambilan
pengamatan yang disusun sedemikian rupa untuk memberikan jawaban yang
paling informatif terhadap pertanyaan-pertanyaan yang sedang diteliti (Clarke,
2008). Menurut Milliken & Johnson (2009) terdapat dua hal yang mendasari suatu
rancangan percobaan yaitu struktur perlakuan (treatment structure) yang merujuk
pada jenis dan kombinasi perlakuan yang diuji, serta struktur rancangan (design
structure) yang berkaitan dengan cara unit percobaan dikelompokkan, diacak, dan
diberi perlakuan untuk mengendalikan variasi yang tidak diinginkan, termasuk
melalui pembentukan kelompok unit percobaan yang relatif homogen.

Struktur rancangan terdiri atas beberapa jenis, salah satunya Factorial Completely
Randomized Design (CRD). Percobaan faktorial menggunakan lebih dari satu
faktor, di mana perlakuan merupakan kombinasi dari taraf suatu faktor dengan taraf
faktor lain. Suatu percobaan faktorial yang terdiri atas dua faktor yaitu A dan B

yang masing-masing memiliki taraf sebanyak a dan b, setiap kombinasi diulang c

kali, sehingga terdapat abc unit percobaan. Model linier aditif untuk respon yang
dihasilkan dapat dituliskan sebagai berikut :

yijk = µ+ αi + βj + εijk


i = 1, 2, . . . , a

j = 1, 2, . . . , b

k = 1, 2, . . . , c

(2.1)

dimana:
yijk = respon pengamatan pada taraf ijk

µ = nilai tengah umum

αi = pengaruh taraf ke-i faktor A



6

βj = pengaruh taraf ke-j faktor B

εijk = residual pengamatan pada taraf ijk

Tabel rancangan data pada Factorial Completely Randomized Design (CRD)
disajikan pada Tabel 2.1 sebagai berikut.

Tabel 2.1 Tabel Rancangan Faktorial FCRD (Montgomery, 2013)

i 1 2 · · · b

b∑
j=1

Yijk = Yi..

1 Y11· Y12· · · · Y1b· Y1..

2 Y21· Y22· · · · Y2b· Y2..

3 Y31· Y32· · · · Y3b· Y3..

...
...

... c
... (bc)

a Ya1· Ya2· · · · Yab· Ya..

a∑
i=1

Yijk = Y.j. Y.1. Y.2. (ac) Y.b. Y··· (abc)

Percobaan faktorial memiliki beberapa keunggulan dibandingkan percobaan satu
faktor, antara lain:

1. Percobaan faktorial memungkinkan beberapa faktor diuji secara bersamaan
dalam suatu rancangan percobaan, sehingga menjadikannya lebih efisien
dibandingkan menguji satu faktor pada satu waktu (Montgomery, 2013).

2. Menghasilkan kesimpulan yang dapat diterapkan pada berbagai kondisi karena
melibatkan kombinasi level faktor (Milliken & Johnson, 2009).

2.2 Konsep Dasar Matriks

Definisi 2.2.1 Matriks Suatu matriks adalah susunan angka-angka atau elemen
dalam bentuk empat persegi dengan banyaknya baris m dan banyaknya kolom n.
Suatu vektor Y adalah matriks dengan n baris dan 1 kolom (Usman & Warsono,
2009).
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Bilangan yang terletak pada baris i dan kolom j di dalam matriks A akan
dinyatakan sebagai aij . Matriks umum m× n dapat ditulis sebagai

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn


m×n

Berikut ini beberapa contoh matriks:

A =

[
2 −1

1 3

]
2×2

B =

[
1 0 2

−1 4 3

]
2×3

C =

10
3


3×1

D =


1 0

2 −1

0 3

4 5


4×2

Definisi 2.2.2 Matriks Identitas merupakan matriks berdimensi n × n yang
anggota-anggotanya 1 pada diagonal utamanya dan nol selainnya dan dilambangkan
dengan In (Usman & Warsono, 2009).
Contoh matriks identitas ukuran 3× 3

I3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


Definisi 2.2.3 Ruang Kolom (Column Space) Ruang kolom dari suatu matriks X
berukuran m× n adalah himpunan yang elemennya terdiri dari semua vektor kolom
berdimensi m yang dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari n kolom matriks
X . Ruang kolom matriks X selanjutnya dinotasikan dengan M(X).
Dengan demikian, elemen-elemen ruang kolom X adalah semua vektor kolom
berdimensi m yang berbentuk umum

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn,

dengan α1, α2, . . . , αn skalar dan x1, x2, . . . , xn menyatakan kolom-kolom dari X .
Secara ekuivalen, ruang kolom X terdiri dari semua vektor yang berbentuk Xα

dengan α adalah vektor kolom berukuran n× 1 (Harville, 2008).
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Sebagai contoh misalkan diberikan matriks berukuran 3× 4:

X =

 2 −4 0 0

−1 2 0 0

0 0 1 2

 .

Kolom-kolom matriks X adalah

x1 =

 2

−1

0

 , x2 =

−4

2

0

 , x3 =

00
1

 , x4 =

00
2

 .

Maka ruang kolom matriks X adalah

M(X) = {α1x1 + α2x2 + α3x3 + α4x4 | α1, α2, α3, α4 ∈ R} .

Sebagai contoh, vektor 4

−2

−3

 = 2

 4

−2

0

+ 1

−4

2

0

− 3

00
1

+ 0

00
2


merupakan elemen dari ruang kolom M(X). Sebaliknya, vektor10

0


bukan merupakan elemen dari ruang kolom M(X) karena tidak dapat dinyatakan
sebagai kombinasi linier dari kolom-kolom matriks X .

Definisi 2.2.4 Ruang Baris (Row Space) Ruang baris dari suatu matriks X

berukuran m× n adalah himpunan yang elemennya terdiri dari semua vektor baris
berdimensi n yang dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari m baris matriks
X . Ruang baris matriks X selanjutnya dinotasikan dengan R(X).
Dengan demikian, elemen-elemen ruang baris X adalah semua vektor baris
berdimensi n yang berbentuk umum

α1x
′
1 + α2x

′
2 + · · ·+ αmx

′
m,
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dengan α1, α2, . . . , αm skalar dan x′
1, x

′
2, . . . , x

′
m menyatakan baris-baris dari X .

Secara ekuivalen, ruang baris X terdiri dari semua vektor yang berbentuk a′X,

dengan a′ adalah vektor baris berdimensi 1×m (Harville, 2008).
Misalkan diberikan matriks

X =

 1 0 2

2 1 3

−1 1 1

 ,

Dengan baris-barisnya adalah

x′
1 =

[
1 0 2

]
, x′

2 =
[
2 1 3

]
, x′

3 =
[
−1 1 1

]
.

Berdasarkan definisi, ruang baris dari X adalah

R(X) = {α1x
′
1 + α2x

′
2 + α3x

′
3 | α1, α2, α3 ∈ R} .

Sebagai contoh, vektor baris[
−3 1 1

]
= 1

[
1 0 2

]
− 1

[
2 1 3

]
+ 2

[
−1 1 1

]
merupakan elemen dari ruang baris R(X).
Sebaliknya, vektor baris [

1 0 0
]

bukan merupakan elemen dari ruang baris R(X) karena tidak dapat dinyatakan
sebagai kombinasi linier dari baris-baris matriks X .

Hubungan antara ruang baris dan ruang kolom

Lemma berikut menjelaskan bahwa ruang baris dari suatu matriks X identik dengan
ruang kolom dari transpose matriks tersebut atau X ′, sehingga R(X) = M(X⊤).

Lemma 2.2.5 Untuk setiap matriks X , berlaku

y ∈ M(X ′) jika dan hanya jika y′ ∈ R(X).

Bukti. Jika y ∈ M(X ′), maka terdapat vektor kolom a sehingga

y = X ′a.
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Dengan mentranspose diperoleh

y′ = (X ′a)′ = a′X.

Ini menunjukkan bahwa y′ merupakan kombinasi linier dari baris-baris X , sehingga

y′ ∈ R(X).

Sebaliknya, dengan argumen serupa dapat ditunjukkan bahwa jika y′ ∈ R(X), maka
y ∈ M(X ′). ■

Definisi 2.2.6 Transpose Jika matriks X berdimensi n × k, transpose matriks X
dilambangkan dengan X ′ dan ditandai dengan pertukaran baris dan kolom sehingga
dimensi menjadi k×n (Myers & Milton, 1991). Sebagai contoh, misalkan diberikan
matriks

X =

[
1 2 3

4 5 6

]
.

Transpose dari matriks X adalah

X ′ =

1 4

2 5

3 6

 .

Sifat dasar transpose:

1. (cX)′ = cX ′, c adalah skalar, X adalah matriks.

2. (X ± Y )′ = X ′ ± Y ′, X dan Y adalah matriks berukuran sama.

3. (X ′)′ = X, X adalah matriks apa pun.

4. (XY )′ = Y ′X ′, Terdefinisi jika kolom X sama dengan baris Y

Definisi 2.2.7 Invers Matriks Suatu matriks X berdimensi n × n dikatakan
mempunyai invers, dilambangkan dengan X−1 berlaku XX−1 = X−1X = I .
Jika suatu matriks mempunyai invers maka dikatakan matriks tersebut nonsingular,
jika tidak mempunyai invers dikatakan matriks tersebut singular (Usman & Warsono,
2009).
Sebagai contoh, misalkan diberikan matriks

A =

[
2 1

1 1

]
.
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Determinan matriks A adalah

det(A) = (2)(1)− (1)(1) = 1 ̸= 0,

sehingga matriks A invertibel. Invers dari matriks A adalah

A−1 =

[
1 −1

−1 2

]
.

Teorema 2.2.8 Jika suatu matriks mempunyai invers, maka inversnya unik.

Bukti. Misalkan invers dari suatu matriks nonsingular X adalah Y dan Z, harus
berlaku

XY = Y X = I

XZ = ZX = I

Akan ditunjukkan bahwa Y = Z

Y = Y I = Y (XZ) = (Y X)Z = IZ = Z

Jadi diperoleh invers dari X adalah unik. ■

Teorema 2.2.9 Jika X dan Y adalah nonsingular matriks, dan XY mempunyai
invers, maka inversnya adalah (XY )−1 = Y −1X−1.

Bukti. Kita ketahui bahwa XY (XY )−1 = I , tetapi juga

XY Y −1X−1 = X(Y Y −1)X−1

= XIX−1

= XX−1

= I

diperoleh invers dari XY adalah unik. ■

Definisi 2.2.10 Rank Matriks Rank dari suatu matriks X berukuran m× n adalah
banyaknya maksimum baris (atau kolom) yang saling bebas secara linier dalam
matriks X . Rank matriks X dinotasikan dengan rank(X) = p (Myers & Milton,
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1991). Sebagai contoh misalkan

B =

1 0 2

0 0 1

1 1 0

 .

Kolom-kolom matriks B saling bebas linear, sehingga rank(B) = 3.

Sifat dasar rank:

1. rank(X) = rank(X ′).

2. Untuk matriks bujur sangkar X berukuran n × n, berlaku rank(X) = n

jika dan hanya jika X nonsingular.

3. Jika X = diag(xi) merupakan matriks diagonal, maka rank(X) sama dengan
banyaknya elemen diagonal X yang tidak bernilai nol.

Definisi 2.2.11 Linear Dependen Suatu Matriks Jika X adalah matriks berukuran
n× p dengan p ≤ n, dan x1, x2, . . . , xp menyatakan p vektor kolom dari matriks X
yang masing-masing berdimensi n× 1, maka vektor-vektor x1, x2, . . . , xp dikatakan
bergantung secara linear (linear dependent) jika terdapat skalar a1, a2, . . . , ap yang
tidak semuanya nol sedemikian sehingga

a1x1 + a2x2 + · · ·+ apxp = 0.

Sebaliknya, vektor-vektor tersebut dikatakan bebas secara linear (linear independent)
jika persamaan di atas hanya dipenuhi untuk a1 = a2 = · · · = ap = 0.
Jika terdapat tepat r ≤ p vektor kolom dari x1, x2, . . . , xp yang bebas secara linear,
sementara setiap vektor kolom lainnya dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear
dari r vektor bebas linear tersebut, maka rank dari matriks X didefinisikan sebagai
r dan dinotasikan dengan rank(X) = r (Usman & Warsono, 2009).
Contoh misalkan diberikan matriks

X =

2 1 1

4 2 2

0 0 0

 ,
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dengan vektor-vektor kolom

x1 =

24
0

 , x2 =

12
0

 , x3 =

12
0

 .

Perhatikan bahwa terdapat skalar a1 = 1, a2 = −1, dan a3 = −1 yang tidak
semuanya nol sehingga

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 1 · x1 − 1x2 − 1x3 =

00
0

 .

Dengan demikian, vektor-vektor kolom x1, x2, x3 bergantung secara linear (linear
dependent).

Definisi 2.2.12 Generalized inverse Jika matriks X berukuran m× n dan jika X−

ada dan memenuhi empat syarat berikut maka X− dikatakan Generalized inverse
X .

1. XX− simetrik;

2. X−X simetrik;

3. XX−X = X; dan

4. X−XX− = X−.

Jelas bahwa jika X nonsingular maka X−1 memenuhi keempat syarat tersebut
(Usman & Warsono, 2009).
Sebagai contoh ambil matriks bujur sangkar nonsingular, misalnya

X =

[
1 0

0 2

]
.

Matriks ini invertibel, sehingga inversnya adalah

X−1 =

[
1 0

0 1
2

]
.

Sekarang kita cek empat syarat generalized inverse:
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1. XX− simetrik

XX−1 =

[
1 0

0 2

][
1 0

0 1
2

]
=

[
1 0

0 1

]
= I,

jelas simetrik.

2. X−X simetrik

X−1X =

[
1 0

0 1
2

][
1 0

0 2

]
=

[
1 0

0 1

]
= I,

juga simetrik.

3. XX−X = X

XX−1X =

[
1 0

0 2

][
1 0

0 1
2

][
1 0

0 2

]
=

[
1 0

0 2

]
= X

4. X−XX− = X−

X−1XX−1 =

[
1 0

0 1
2

][
1 0

0 2

][
1 0

0 1
2

]
=

[
1 0

0 1
2

]
= X−1.

2.3 Model Linear Umum

Model linear umum adalah sebagai berikut

y = Xβ + ε (2.2)

Dengan Y adalah n× 1 vektor peubah acak yang teramati, X adalah n× p matrik
(n > p) dengan unsur-unsurnya adalah bilangan tertentu yang diketahui, β adalah
p× 1 vektor parameter yang tidak diketahui nilainya, ε adalah n× 1 vektor variabel
acak yang tidak teramati, dengan E(ε) = 0 dan Cov(ε) =

∑
.

Jika rank dari matriks X sama dengan jumlah kolomnya model dinamakan
model berperingkat penuh (full rank model) dan jika peringkat matriksnya tidak
penuh maka modelnya dinamakan model berperingkat tidak penuh (non-full rank
model) (Usman & Warsono, 2009).
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Model pada 2.1 dapat dinyatakan dalam representasi matriks model linear
umum sebagai berikut



y11c

y12c
...

y1bc

y21c
...

yabc


n×1

=



1 1 0 · · · 0 1 0 · · · 0

1 1 0 · · · 0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

...
... . . . ...

1 1 0 · · · 0 0 0 · · · 1

1 0 1 · · · 0 1 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

...
... . . . ...

1 0 0 · · · 1 0 0 · · · 1


n×p



µ

α1

α2

...
αa

β1

β2

...
βb


p×1

+ εijkn×1

2.4 Estimabilitas Fungsi Parameter dalam Model Linier Umum

Dalam kerangka model linier umum, {y,Xβ}, suatu fungsi parameter dikatakan
estimable apabila fungsi tersebut dapat diestimasi secara tak bias oleh suatu
estimator linier berbasis data yang tersedia. Fokus utama adalah pada fungsi linier
dari parameter berbentuk c′β, dengan c merupakan vektor tetap. Fungsi c′β disebut
estimable jika dan hanya jika terdapat estimator linier tak bias untuk fungsi tersebut.
Dengan demikian, estimabilitas dipahami sebagai kemungkinan melakukan estimasi
tak bias yang bermakna berdasarkan struktur rata-rata model Xβ dan informasi
yang terkandung dalam data y.

Secara aljabar matriks, kondisi perlu dan cukup bagi estimabilitas suatu
fungsi linier adalah bahwa vektor koefisien c′ berada dalam ruang baris matriks
desain, yaitu c′ ∈ M(X ′). Kondisi ini ekuivalen dengan keberadaan suatu vektor a
sedemikian sehingga

c′ = a′X,

yang menjamin bahwa c′β dapat dituliskan sebagai nilai harapan dari kombinasi
linier pengamatan. Dengan demikian, estimabilitas bergantung sepenuhnya pada
struktur ruang vektor yang dibentuk oleh matriks desain, bukan pada distribusi galat
atau bentuk kovariansnya (Zimmerman, 2020).
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Apabila matriks desain X tidak memiliki rank penuh, maka tidak semua
parameter individual dalam β dapat diestimasi secara tak bias, hanya kombinasi
linier tertentu yang berada dalam estimable space yang dapat diinterpretasikan
secara statistik. Ruang semua fungsi estimable membentuk ruang vektor linier
dengan dimensi sama dengan rank(X), dan suatu basis dari ruang ini dapat
digunakan untuk merepresentasikan seluruh fungsi estimable. Hal ini menunjukkan
bahwa estimabilitas merupakan konsep struktural yang fundamental dalam teori
model linier dan berperan penting dalam penentuan parameter atau fungsi parameter
yang memiliki makna inferensial (Harville, 2018).

2.5 Estimasi Parameter pada Model Linear

Pendugaan parameter dalam model linier merupakan proses untuk memperoleh
nilai taksiran bagi parameter-parameter model berdasarkan data pengamatan
yang tersedia. Pendugaan ini dilakukan dalam kerangka model linier dengan
asumsi utama bahwa E(εi) = 0,Var(εi) = δ2 bersifat konstan. Metode yang
umum digunakan untuk melakukan pendugaan parameter tersebut adalah metode
kuadrat terkecil (least squares method), yaitu suatu pendekatan yang bertujuan
meminimumkan jumlah kuadrat residual antara nilai pengamatan dan nilai respon
yang diprediksi oleh model (Myers & Milton, 1991).

Misalkan Y = Xβ + ε dimana X adalah n × p matriks. β adalah p × 1

vektor parameter yang tidak diketahui nilainya, dan ε adalah n × 1 random
vektor residual dengan rata-rata 0 dan varian σ2I . Penduga parameter β dengan
meminimumkan jumlah kuadrat residual adalah sebagai berikut :

jumlah kuadrat galat adalah

ε′ε = (y −Xβ)′(y −Xβ). (2.3)

Penyederhanaannya adalah sebagai berikut:

ε′ε = (y′ − β′X ′)(y −Xβ)

= y′y − y′Xβ − β′X ′y + β′X ′Xβ
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Karena y′Xβ dan β′X ′y merupakan skalar dimensi 1× 1 yang saling transpose dan
bernilai sama, kedua suku tersebut dapat digabungkan menjadi 2β′X ′y.

ε′ε = y′y − 2β′X ′y + β′X ′Xβ.

Untuk meminimumkan fungsi ε′ε terhadap parameter β, dilakukan diferensiasi
terhadap β. Turunan yang diperoleh kemudian disetarakan dengan nol, sehingga
dihasilkan suatu persamaan yang dikenal sebagai persamaan normal. Dengan
menggunakan aturan diferensiasi diperoleh

∂(ε′ε)

∂β
= −2X ′y + (X ′X)β + (X ′X)′β = −2X ′y + 2(X ′X)β.

Dengan menyetarakan turunan ini sama dengan nol, kita peroleh

−2X ′y + 2(X ′X)β = 0.

Atau
(X ′X)β = X ′y (Persamaan Normal) (2.4)

Dengan mengalikan kedua ruas persamaan tersebut dengan invers matriks (X ′X)−1

diperoleh penduga parameter metode kuadrat terkecil, yaitu

β̂ = (X ′X)−1X ′y.

Model 2.1 dalam matriks persamaan normal dinyatakan sebagai berikut



abc bc · · · bc ac · · · ac

bc bc · · · 0 c · · · c
...

... . . . ...
... . . . ...

bc 0 · · · bc c · · · c

ac c · · · c ac · · · 0
...

... . . . ...
... . . . ...

ac c · · · c 0 · · · ac


β =



y...

y1..
...

ya..

y.1.
...
y.b.


Terlihat bahwa baris dan kolom matriks X ′X terpaut linier, sehingga matriks X ′X

bersifat singular. Kondisi ini dapat diatasi menggunakan linear side conditions.
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2.6 Linear Side Conditions

Dalam model linear y = Xβ + ε, side conditions adalah sekumpulan kendala
linear yang dikenakan pada parameter β untuk mengatasi masalah ketidakunikan
(non-identifiability) yang muncul ketika matriks desain X tidak memiliki rank penuh.
Pada model non-full rank, kolom-kolom X saling bergantung secara linear sehingga
parameter β tidak dapat diestimasi secara unik. Secara matematis, ketika rank(X) =

r < p, sistem persamaan normal yang diberikan pada (2.4) yaitu

(X ′X)β = X ′y

memiliki tak hingga banyak solusi. Untuk mengatasi hal ini, Seber (2015) dan
Rencher & Schaalje (2008) menyatakan bahwa perlu dikenakan side conditions
berbentuk

Tβ = 0 (2.5)

di mana T merupakan matriks berukuran (p − r) × p dengan rank (p − r). Side
conditions ini berfungsi untuk “melengkapi” kekurangan rank pada X sehingga β̂

menjadi dapat diidentifikasi secara unik kondisional.

Definisi 2.6.1 Misalkan terdapat vektor a berukuran n × 1 sedemikian sehingga
E(a′y) = c′β untuk semua β yang memenuhi Tβ = 0. Dengan demikian c′β disebut
fungsi yang dapat diestimasi secara kondisional dan a′y adalah penduga tak-bias
kondisional dari c′β (Wang & Chow, 2007).

Teorema 2.6.2 Di bawah kendala linear Tβ = 0, fungsi linear c′β dapat diestimasi
secara kondisional jika dan hanya jika

c ∈ M(X ′ : T ′)

Bukti. Menurut definisi, di bawah kendala Tβ = 0, c′β dapat diestimasi secara
kondisional jika dan hanya jika terdapat a′y sedemikian sehingga

E(a′y) = c′β

untuk semua β yang memenuhi Tβ = 0.
Untuk β yang memenuhi Tβ = 0, kita mempunyai

a′Xβ − c′β = 0,
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atau secara ekuivalen,
(a′X − c′) ∈ M(T ′).

Pernyataan ini benar jika dan hanya jika terdapat suatu vektor b sehingga

c = X ′a+ T ′b.

Ini menyelesaikan pembuktian. ■

Berdasarkan Teorema estimabilitas kondisional (Wang & Chow, 2007), suatu fungsi
linear parameter c′β dapat diestimasi secara kondisional di bawah kendala Tβ = 0

jika dan hanya jika vektor c berada dalam ruang kolom gabungan matriks desain
dan matriks kendala, yaitu c ∈ M(X ′ : T ′). Teorema ini menunjukkan bahwa
kendala linear berperan melengkapi kekurangan informasi akibat matriks desain
yang non-full rank, tanpa mengubah makna inferensial model. Suatu kendala linear
Tβ = 0 disebut side condition yang valid apabila memenuhi dua syarat.

1. Kendala tersebut tidak membatasi informasi yang telah terkandung dalam data,
yang secara matematis dinyatakan dengan M(X ′) ∩M(T ′) = {0}.

2. Kendala tersebut harus cukup untuk menjamin bahwa seluruh fungsi parameter
dapat diestimasi secara kondisional, yaitu M(X ′ : T ′) = Rp.

Apabila kendala pertama terpenuhi sehingga baris-baris matriks T bebas linear dari
baris-baris matriks X , maka ruang baris keduanya tidak saling beririsan. Dengan
menetapkan rank(T ) = (p− r) untuk melengkapi kekurangan rank matriks desain

X , rank dari matriks gabungan

[
X

T

]
menjadi penjumlahan dari rank masing-masing

matriks

rank

[
X

T

]
= rank(X) + rank(T ).

Dengan mensubstitusi rank yang diketahui:

rank

[
X

T

]
= r + (p− r)

rank

[
X

T

]
= p.

(2.6)

sehingga diperoleh M(X ′ : T ′) = Rp.
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Teorema 2.6.3 (Wang & Chow, 2007) Misalkan S adalah matriks simetri berdimensi
p× p yang bersifat positif semidefinit dan T adalah matriks berukuran q × p maka
invers general dari matriks blok[

S T ′

T 0

]−
=

[
H− −H−T ′Q−TH− H−T ′Q−

Q−TH− Q−Q−Q−

]
,

di mana H = S + T ′T dan Q = TH−T ′.

Bukti. Diberikan

F =

[
I T ′

0 I

]
.

Maka

F

[
S T ′

T 0

]
=

[
S + T ′T T ′

T 0

]
=

[
H T ′

T 0

]
.

Kemudian,[
I 0

−TH− I

][
H T ′

T 0

][
I −H−T ′

0 I

]
=

[
H T ′ −HH−T ′

T − TH−H M

]
, (2.7)

di mana
M = −TH−T ′ − (T − TH−H)H−T ′.

Karena S ≥ 0, maka terdapat sebuah matriks X sedemikian sehingga S = X ′X .
Oleh karena itu,

H = X ′X + T ′T =

[
X

T

]′ [
X

T

]
.

Hal ini membawa ke

M(T ′) ⊂ M(X ′...T ′) = M(H),

yang menyiratkan T − TH−H = 0. Dengan memanfaatkan sifat invariansi dari
generalized inverse dan berdasarkan simetri dari H , diperoleh

T ′ −HH−T ′ = 0.

Oleh karena itu, (2.7) menjadi
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[
I 0

−LT− I

][
T L′

L 0

][
I −T−L′

0 I

]
=

[
T 0

0 −LT−L′

]
. (2.8)

Jika kita mendefinisikan

P1 =

[
I 0

−TH− I

]
F,

dan

P2 =

[
I −H−T ′

0 I

]
,

maka Persamaan (2.8) menjadi

P1

[
S T ′

T 0

]
P2 =

[
H 0

0 −Q

]
.

Dengan demikian,[
S ′ T ′

T 0

]−
= P2

[
H− 0

0 −Q−

]
P1

=

[
I −H−T ′

0 I

][
H− 0

0 −Q−

][
I T ′

−TH− I −Q

]

=

[
H− −H−T ′Q−TH− H−T ′Q− +H−T ′(I −Q−Q)

Q−TH− Q−Q−Q−

]
(2.9)

Karena M(T ′) ⊂ M(H), maka Q = TH−T ′ tidak bergantung pada pilihan H−.
Jika kita memilih H− yang nonsingular, maka M(T ) ⊂ M(Q). Dengan demikian,
kita memperoleh

T ′ = T ′Q−Q. (2.10)

Substitusi T ′ di 2.9 dengan 2.10, maka hasil diperoleh[
S T ′

T 0

]−
=

[
H− −H−T ′Q−TH− H−T ′Q−

Q−TH− Q−Q−Q−

]

■
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Korolari 2.6.4 Misalkan S = X ′X ≥ 0 berdimensi p× p, M(X ′)∩M(T ′) = {0},
rank(X) + rank(T ) = p, dan rank(Tq×p) = q dengan q = p− r. Maka:

1. H = X ′X + T ′T dan

[
X ′X T ′

T 0

]−1

adalah matriks nonsingular.

2. [
X ′X T ′

T 0

]−1

=

[
H−1X ′XH−1 H−1T ′

TH−1 0

]
.

Bukti.

1. Di bawah asumsi M(X ′) ∩M(T ′) = {0}, diperoleh

rank(H) = rank(X) + rank(T )

= r + (p− r)

= p.

Dengan demikian matriks H adalah nonsingular.

Selanjutnya, berdasarkan asumsi tersebut:

rank

[
X ′X T ′

T 0

]
= rank

[
X ′X

T

]
+ rank

[
T ′

0

]
= rank(X ′X) + rank(T ) + rank(T ′)

= p+ q.

(2.7)

Sehingga bagian (1) terbukti: matriks tersebut nonsingular.

2. Di bawah asumsi M(X ′) ∩M(T ′) = {0} dapat ditunjukkan bahwa

Q = TH−1T ′ = T ′(X ′X + T ′T )−1T = T (T ′T )−1T ′.

Hal ini diperoleh dengan mempertimbangkan ruang baris Rp yang dibentang
oleh baris-baris independen dari X dan T . Karena Q2 = Q, maka setiap nilai
eigen dari matriks Q berukuran q × q bernilai 0 atau 1.

Namun, karena
rank(Q) = rank(T ) = q,
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maka Q bersifat nonsingular sehingga inversnya ada. Dengan demikian semua
nilai eigen dari Q bernilai 1. Selain itu, karena Q adalah matriks simetri,
diperoleh Q = Iq.

Dengan mengombinasikan Q = Iq dengan Teorema 2.6.3, maka pernyataan
pada bagian (2) korolari terbukti.

2.7 Kuasa Uji

Pengujian hipotesis pada model linear dilakukan menggunakan uji F, yang digunakan
untuk menguji apakah sekumpulan parameter dalam model secara simultan
berpengaruh signifikan terhadap variabel respon. Secara umum, hipotesis yang
diuji dirumuskan sebagai berikut:

H0 : Gβ = g, Ha : Gβ ̸= g,

dengan G adalah matriks berukuran q × p dan berperingkat q, β adalah vektor
parameter berukuran p×1, dan w adalah vektor berukuran q×1 (Usman & Warsono,
2009). Kriteria pengujian adalah:

Tolak H0 jika Fcalc > Fα.

Pada proses pengujian hipotesis terdapat dua jenis kesalahan, sebagaimana
ditunjukkan pada Tabel 2.2

Tabel 2.2 Dua tipe kesalahan tolak H0

Hipotesis benar Hipotesis salah

Tidak tolak H0

Keputusan benar Kesalahan tipe II
(1− α) (β)

Tolak H0

Kesalahan tipe I Keputusan benar
(α) (1− β)

Kesalahan tipe I yaitu a merupakan peluang menolak H0 padahal H0 benar.
Sedangkan kesalahan tipe II adalah β, yaitu peluang tidak tolak H0 dimana H0

salah. Pada kuasa uji, statistik uji akan jatuh pada wilayah penolakan H0 ketika H0

salah. Dengan demikian kuasa uji = 1− β (Walpole, 1992).



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu
Pengetahuan Alam Universitas Lampung. Waktu penelitian dilaksanakan pada
semester Ganjil tahun ajaran 2025/2026.

3.2 Data Simulasi

Data yang digunakan adalah data yang dibangkitkan melalui software SAS 9.4.
Adapun data yang dibangkitkan adalah Y N(µ, σ2), dengan desain simulasi
mencakup dua faktor, yaitu A dengan 4 level dan B dengan 3 level, masing-masing
diulang sebanyak 3 kali, sehingga menghasilkan 36 observasi.

3.3 Tahapan Penelitian

Tahapan penelitian yang dilakukan pada penelitian ini meliputi studi pustaka dan
peninjauan literatur mengenai penerapan linear constraints side conditions pada
non-full rank linear model. Adapun langkah-langkah yang ditempuh adalah sebagai
berikut:

1. Studi Pustaka
Mengkaji pendugaan parameter β dan sifat-sifat estimasinya pada model
linear non-full rank dengan menggunakan linear side conditions melalui
kajian pustaka.

2. Simulasi Tahap 1: Evaluasi Ketakbiasan Penduga Parameter
Melakukan simulasi data sejumlah 36 observasi menggunakan perangkat lunak
SAS 9.4. Adapun langkah-langkah yang dilakukan adalah:
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(a) Membentuk matriks desain X dengan men-generate x1 sampai x8 yang
mencakup dua faktor, yaitu faktor A dengan 4 level dan faktor B dengan
3 level, masing-masing diulang sebanyak 3 kali.

(b) Membangkitkan data respon Y ∼ N(µ, σ2).

(c) Mencari β̂ dengan menerapkan linear side conditions dan mengevaluasi
hasil pendugaan.

(d) Mengevaluasi sifat ketakbiasan dari hasil pendugaan parameter tersebut.

3. Simulasi Tahap 2: Pengujian Hipotesis dan Evaluasi Kuasa Uji
Tahap ini secara khusus mengevaluasi kuasa uji (power of the test) dari
pengujian hipotesis berikut:

H0 : Gβ = g, Ha : Gβ ̸= g

Adapun langkah-langkah simulasi Monte Carlo yang dilakukan meliputi:

(a) Menetapkan skenario simulasi yang terdiri dari 20 variasi nilai vektor β
dan 4 variasi ragam galat (σ2).

(b) Membentuk matriks desain X dengan faktor A (4 level) dan faktor B (3
level), dengan ulangan sebanyak 7 kali (total 84 observasi).

(c) Melakukan simulasi Monte Carlo sebanyak 1000 ulangan untuk setiap
skenario guna menghitung nilai statistik uji F .

(d) Menghitung nilai Kuasa Uji berdasarkan proporsi penolakan H0 dari
1000 ulangan tersebut.
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3.4 Flowchart Simulasi

(a) Simulasi Tahap 1

Mulai Tahap 1

Studi Pustaka
Mengkaji pendugaan parameter β dan

sifat estimasinya pada non-full rank linear
model dengan linear side conditions

Simulasi Data (SAS 9.4)
Generate data Y ∼ N(µ, σ2)

Membentuk matriks desain X (x1 − x8)
Faktor A (4 level)
Faktor B (3 level)

3 Ulangan (Total 36 observasi)

Pendugaan Parameter
Mencari β̂ dengan menerapkan

linear side conditions

Evaluasi
Apakah hasil

pendugaan valid?

Penyesuaian Model/Data
Periksa ulang data simulasi

atau batasan model

Evaluasi Ketakbiasan
Mengkaji sifat ketakbiasan
dari penduga parameter β̂

Selesai Tahap 1

Tidak

Iya

Gambar 3.1 Diagram Alir Simulasi Tahap 1
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(b) Simulasi Tahap 2

Mulai Tahap 2

Inisialisasi Desain
A = 4, B = 3, c = 7, α = 0.05,MC = 1000

Bentuk matriks X , matriks T , M = X ′X + T ′T

Hitung batas penolakan Fcrit

Iterasi Skenario Parameter (β)
Pilih vektor β ke-iter (dari 20 iterasi)

Iterasi Simpangan Baku Galat (σ)
Pilih σ ∈ {1, 2, 4, 6} dan Set reject = 0

Simulasi Monte Carlo (1000 Ulangan)
1. Generate Data Y = Xβ + ϵ

dan galat ϵ ∼ N(0, σ2)

2. Hitung β̂RLS dan nilai statistik uji F
3. Jika F > Fcrit, maka reject = reject +1

Hitung Kuasa Uji
Power = reject/MC

Cek σ

Apakah variasi
σ sudah habis?

Cek β

Apakah skenario
β sudah habis?

Output
Simpan dataset &

Plot kurva Kuasa Uji

Selesai Tahap 2

Belum

Sudah

Belum

Sudah

Gambar 3.2 Flowchart Algoritma Simulasi Monte Carlo Tahap 2



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan dapat disimpulkan bahwa:

1. Penerapan side conditions mampu mengatasi masalah non-full rank dengan
membatasi ruang parameter sehingga parameter model dapat diperoleh secara
unik tanpa mengubah struktur ruang kolom matriks rancangan.

2. Hasil simulasi menunjukkan bahwa penerapan side conditions Tβ = 0

berhasil menghasilkan penduga parameter yang stabil dan hampir tidak bias
serta memberikan kinerja pengujian yang baik, di mana kuasa uji meningkat
ketika perbedaan parameter semakin besar dan menurun seiring meningkatnya
varians galat.

5.2 Saran

Pengembangan penelitian berikutnya dapat diarahkan pada implementasi side
conditions pada model linear yang lebih kompleks, seperti dalam menangani masalah
keteridentifikasian pada desain tak seimbang (unbalanced design).
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