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ABSTRACT

APPLICATION OF THE REPARAMETERIZATION METHOD
IN RESOLVING NON-FULL RANK MATRICES

IN TWO-FACTOR NESTED DESIGNS

By

Ejia Khinara

The matrix X in experimental design models is sometimes found to be non-full-rank,
which causes parameter estimates to be non-unique. One example of this occurs in
two-factor nested designs. This study aims to transform such a design model into a
full-rank model and to evaluate the unbiasedness of its estimators theoretically using
the Gauss-Markov theorem and empirically through simulation using SAS software.
The method used is the reparameterization method, which works by redefining the
model’s parameters by combining them into a single parameter to obtain a new
matrix that is full-rank. The results of the study show that this method is capable of
transforming a two-factor nested design model that is not full rank into a full rank
model. The resulting estimator is unbiased and has minimum variance.

Keywords: Reparameterization, full rank, estimable, unbiased, estimated value.



ABSTRAK

PENERAPAN METODE REPARAMETERISASI
DALAM MENGATASI MATRIKS NON FULL RANK

PADA RANCANGAN NESTED DUA FAKTOR

Oleh

Ejia Khinara

Matriks X pada model rancangan eksperimental terkadang dijumpai tidak
berperingkat penuh yang menyebabkan estimasi parameternya menjadi tidak unik.
Salah satu contohnya terjadi pada rancangan tersarang (nested) dua faktor. Penelitian
ini bertujuan membuat model rancangan tersebut menjadi model full rank dan
mengevaluasi ketakbiasan estimatornya secara teoritis menggunakan teorema
Gauss-Markov dan empiris melalui simulasi dengan software SAS. Metode yang
digunakan adalah metode reparameterisasi. Cara kerjanya adalah mendefinisikan
kembali parameter-parameter model dengan menggabungkan parameter menjadi satu
sehingga diperoleh matriks baru yang memiliki peringkat penuh. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa metode ini mampu membuat model rancangan tersarang
(nested) dua faktor yang tidak full rank menjadi model full rank. Estimator yang
dihasilkan memiliki sifat tak bias dan varians minimum.

Keywords: Reparameterisasi, full rank, estimable, tak bias, nilai dugaan.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Pada penelitian eskperimental, hubungan antar variabel repons Y dan variabel yang
memiliki pengaruh terhadap Y yaitu variabel X dapat dinyatakan dalam suatu model
statistik yang mengandung parameter-parameter yang tidak diketahui dan suatu
komponen galat acak. Apabila parameter-parameter tersebut muncul secara linear di
dalam model, maka model tersebut dikatakan model linear (Khuri, 2010).

Dalam model linear umum Y = Xβ + ε jika matriks X memiliki rank sejumlah
kolomnya (full column rank) maka estimasi parameternya unik dan tak bias serta
dikatakan memiliki sifat estimasi linear tak bias terbaik Best Linear Unbiased
Estimation/BLUE. Akan tetapi, bila matriks X tidak memiliki rank sejumlah
kolomnya (not full column rank) maka X′X singular (Daoud et al., 2006). Hal ini
mengakibatkan estimasi parameter dari sistem persamaan normal memiliki banyak
solusi dan menjadi tidak unik dikarenakan matriks tersebut tidak memiliki invers
(Rencher & Schaalje, 2008). Menurut Harville (2018) pada model not full rank
tidak semua parameternya bersifat estimable secara individual. Dalam konteks
analisis ragam, kondisi ini mengakibatkan hanya paramater tertentu yaitu parameter
estimable yang dapat diuji (Myers & Milton, 1991).

Model rancangan pada penelitian eskperimental merupakan bentuk khusus dari
model linear umum. Matriks X yang terbentuk hanya terdiri dari angka 0 dan 1
serta memiliki pola tertentu bergantung rancangannya. Matriks X juga terkadang
dijumpai tidak berperingkat penuh karena model sering kali dituliskan dengan
jumlah parameter yang lebih banyak daripada yang dapat diestimasi. Keadaan ini
menyebabkan estimasi parameter β menjadi tidak unik (Usman et al., 2016; Rencher
& Schaalje, 2008; Graybill, 1976).
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Ada beberapa metode yang dapat digunakan agar matriks X memiliki
peringkat penuh yaitu metode mean model, metode model reduksi dan metode
reparameterisasi (Usman et al., 2016). Pada metode reparameterisasi, cara kerjanya
adalah mendefinisikan ulang parameter-parameter model dengan menggabungkan
parameter menjadi satu sehingga diperoleh matriks baru yang memiliki peringkat
penuh. Dengan demikian, persamaan normal dapat diselsaikan secara unik untuk
memperkirakan parameter model baru (Myers & Milton, 1991).

Salah satu rancangan yang digunakan di penelitian eskperimental adalah rancangan
tersarang (nested). Misalkan terdapat faktor B yang memiliki beberapa level, di
mana level-level tersebut serupa tetapi hanya berlaku dalam faktor A tertentu atau
dengan kata lain faktor B bersarang di bawah faktor A. Rancangan ini disebut
rancangan tersarang (nested) dua faktor (Montgomery, 2013). Rancangan tersarang
pada umumnya digunakan untuk menganalisis data survei, guna mengungkap variasi
pada variabel yang dikumpulkan tanpa perlakuan. Contohnya penelitian mengenai
distribusi kelimpahan fitoplankton yang ada di sungai musi (Hidayat dkk., 2018).
Kemudian, rancangan tersarang juga digunakan pada bidang pertanian seperti
penelitian mengenai pengaruh masa dan suhu simpan pada benih kedelai yang
dilakukan oleh Perdana dkk., 2023, pada bidang teknologi pangan seperti penelitian
mengenai pemanfaatan sumber nitrogen organik dalam pembuatan nata de coco
yang dilakukan oleh Santosa dkk., 2021 dan bidang lainnya.

Pada rancangan tersarang (nested) harus ada setidaknya minimal dua faktor yang
mempengaruhi (Nugroho, 2008). Struktur hierarkis yang terbentuk pada rancangan
ini, di mana faktor yang satu tersarang di dalam faktor lainnya menyebabkan
ketergantungan linear antar kolom pada matriks desain X. Ketergantungan linear
ini mengindikasikan bahwa tidak semua kolom dari matriks desain bersifat bebas
linear. Secara matematis kondisi tersebut mengakibatkan matriks desain tidak
berperingkat penuh (not full column rank) sehingga model rancangan tersarang
termasuk model yang tidak berperingkat penuh. Ketidakberperingkatan penuh ini
menyebabkan matriks X′X singular dan persamaan normal tidak dapat digunakan
untuk mengestimasi parameter model secara unik juga hanya parameter tertentu
yang dapat diuji (Khuri, 2010). Oleh karena itu, diperlukan suatu metode yang
dapat mengubah model menjadi berperingkat penuh agar parameter dapat diestimasi
dengan tepat.
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Penelitian mengenai penanganan matriks tidak berperingkat penuh pada rancangan
tersarang (nested) telah dilakukan oleh Usman et al., 2016 menggunakan metode
reduksi, sedangkan penelitian menggunakan metode reparameterisasi telah dilakukan
oleh Saleem & Jaber, 2022 pada rancangan acak lengkap faktorial. Belum banyak
penelitian mengenai penerapan metode reparameterisasi pada rancangan tersarang
(nested). Oleh karena itu, peneliti tertarik untuk mengkaji penanganan matriks tidak
berperingkat penuh pada rancangan tersarang (nested) dua faktor menggunakan
metode reparameterisasi. Metode reparameterisasi dipilih karena metode ini dapat
mengubah struktur matriks X yang tidak berperingkat penuh menjadi matriks baru
yang berperingkat penuh tanpa menghilangkan informasi statistik asli dari model
awal sehingga pada model hasil reparameterisasi estimator parameter dari persamaan
normal yang dihasilkan bersifat unik dan tak bias, sama seperti model aslinya
(Graybill, 1976).

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Membuat model rancangan tersarang (nested) dua faktor menjadi model yang
berperingkat penuh menggunakan metode reparameterisasi.

2. Mengevaluasi sifat ketakbiasan dari estimator parameter hasil reparameterisasi
secara teoritis menggunakan teorema Gauss-Markov dan secara empiris melalui
simulasi dengan software SAS.

1.3 Manfaat Penelitian

Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:

1. Sebagai pengetahuan dan wawasan mengenai penerapan metode reparameterisasi
pada rancangan tersarang (nested) dua faktor.

2. Dapat digunakan sebagai referensi bagi penelitian selanjutnya.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Matriks

Menurut Usman & Warsono (2009) sebuah matriks dinotasikan dengan huruf besar
dan dicetak tebal contohnya L,X,U,. . . , dan lainnya. Matriks dapat diartikan sebagai
susunan angka-angka dalam bentuk empat persegi panjang yang anggota-anggotanya
merupakan skalar. Misalkan matriks X, ukuran dari matriks tersebut adalah n× p

di mana n menyatakan banyaknya baris dan p menyatakan banyaknya kolom.
Kemudian, suatu matriks X mempunyai unsur yang dinotasikan xij dengan i

menyatakan banyaknya baris dan j menyatakan banyaknya kolom. Unsur suatu
matriks X juga dapat dilambangkan dengan:

X = [xij] (2.1)

Beberapa konsep mengenai matriks adalah sebagai berikut:

1. Matriks identitas, matriks satuan, dan matriks nol
Suatu matriks yang anggota-anggotanya bernilai 1 pada diagonal utama dan 0

selainnya disebut matriks identitas berukuran n × n yang dinotasikan dengan
In. Matriks satuan adalah matriks yang seluruh elemennya bernilai 1. Untuk
matriks satuan berukuran n× n dinotasikan dengan Jn. Sementara itu, matriks
yang seluruh elemennya bernilai 0 disebut matriks nol berukuran m × n yang
dinotasikan dengan 0m×n.

2. Rank matriks
Sebelum membahas definisi rank matriks, terlebih dahulu akan dibahas konsep
linearly dependent dan linearly independent.
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Definisi 2.1
Misalkan {x1,x2, . . . ,xk} adalah himpunan k vektor kolom. Jika terdapat
bilangan real a1, a2, . . . , ak yang tidak semuanya nol sehingga

a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk = 0 (2.2)

maka vektor-vektor x1,x2, . . . ,xk dikatakan bergantung linear (linearly
dependent). Jika tidak, maka dikatakan bebas linear (linearly independent)
(Myers & Milton, 1991).

Misalkan A adalah matriks berukuran m× n. Rank kolom dari A adalah jumlah
maksimum kolom yang bebas linear dan rank baris dari A adalah jumlah
maksimum baris yang bebas linear. Rank dari A dilambangkan dengan r(A).
Jelas bahwa:

r(A) ≤ min(m,n) (2.3)

Jika r(A) = m, maka A dikatakan memiliki full row rank, sedangkan jika
r(A) = n, maka A dikatakan memiliki full column rank. Selanjutnya, jika
r(A) = 0, maka A adalah matriks nol, dan sebaliknya (Magnus & Neudecker,
2007).

Teorema 2.1

(i) Jika matriks A dan B conformable untuk perkalian, maka r(AB) ≤ r(A)

dan r(AB) ≤ r(B).

(ii) Untuk setiap matriks A, berlaku r(A′A) = r(AA′) = r(A′) = r(A).

3. Transpos matriks
Matriks A berukuran m × n maka transpos dari matriks tersebut dinotasikan
dengan A′ yang memiliki ukuran n×m. Matriks A′ dibentuk melalui pertukaran
baris dengan kolom.

4. Perkalian matriks
Misalkan matriks A berukuran m×n yang unsurnya aij dan matriks B berukuran
n× p yang unsurnya bjk dengan i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, . . . , p.
Perkalian matriks A dan B dinotasikan dengan AB = C dengan C adalah matriks
berukuran m× p yang unsur ke-ik nya adalah:

cik =

n∑
j=1

aijbjk (2.4)
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5. Invers matriks
Matriks A mempunyai invers yang dinotasikan dengan A−1, jika AA−1 =

A−1A = I. Suatu matriks yang memiliki invers disebut matriks nonsingular
sedangkan matriks yang tidak mempunyai invers disebut matriks singular.

2.2 Model Linear Umum

Teori model linear berperan penting dalam pengembangan beberapa bidang statistik
seperti analisis regresi, analisis varians, desain eksperimental, analisis multivariat,
dan lain-lain (Khuri, 2010).

Definisi 2.2
Misalkan model:

y = Xβ + ε (2.5)

di mana y adalah vektor peubah acak yang teramati berukuran n × 1, X adalah
matriks berukuran n × p dengan n > p yang mana unsur-unsurnya merupakan
bilangan tertentu yang diketahui, β adalah vektor parameter berukuran p× 1 yang
nilainya tidak diketahui, ε adalah vektor peubah acak yang tidak teramati dengan
E(ε) = 0 dan cov(ε) = Σ. Maka model (2.5) dinamakan model linear umum.

Model (2.5) memiliki pengertian khusus tergantung pada distribusi dari ε, struktur
kovarians matriks Σ, dan peringkat struktur dari matriks X. Jika peringkat atau rank
dari matriks X sama dengan jumlah kolomnya dinamakan berperingkat penuh dan
apabila peringkat matriksnya tidak penuh maka modelnya dinamakan model tidak
penuh (non full rank model) (Usman et al., 2016).

2.3 Rancangan Nested Dua Faktor

Rancangan tersarang atau yang bisa disebut nested design adalah suatu rancangan
yang memiliki sifat dimana suatu faktor tersarang pada faktor lainnya. Rancangan
ini memiliki karakteristik yaitu tidak terjadi interaksi antara dua faktor atau lebih
(Hidayat dkk., 2018).
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Model dari rancangan tersarang dua faktor adalah sebagai berikut (Montgomery,
2013):

yijk = µ+ τi + βj(i) + ε(ij)k


i = 1, 2, . . . , a

j = 1, 2, . . . , b

k = 1, 2, . . . , n.

(2.6)

Di mana yijk adalah nilai pengamatan dari faktor A ke-i, faktor B ke-j, dan ulangan
ke-k, µ adalah nilai tengah keseluruhan, τi adalah efek faktor A ke-i, βj(i) adalah
efek faktor B ke-j pada faktor A ke-i, dan ε(ij)k adalah galat dari faktor A ke-i, faktor
B ke-j, dan ulangan ke-k dengan asumsi ε(ij)k ∼ NIID(0, σ2I). Struktur model (6)
dapat divisualisasikan pada gambar berikut:

Gambar 1. Struktur Rancangan Nested Dua Faktor.

Gambar 1 adalah struktur rancangan nested 2 faktor dengan faktor utama adalah
faktor A sebanyak a level, faktor B yang tersarang pada A sebanyak b level dengan
pengulangan sebanyak n kali pengamatan.
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2.4 Metode Reparameterisasi

Metode reparameterisasi merupakan salah satu metode yang digunakan untuk
menangani model yang memiliki matriks X berperingkat tidak penuh. Suatu vektor
parameter baru α didefiniskan sebagai reparameterisasi dari parameter lama β

jika dan hanya jika tiap αi estimable untuk i = 1, 2, . . . ,M . Dengan kata lain, α
merupakan himpunan basis dari fungsi estimable β (Graybill, 1976).

Menurut Rencher & Schaalje (2008) pada reparameterisasi model yang tidak
berperingkat penuh yaitu:

y = Xβ + ε (2.7)

Di mana X berukuran n× p dengan rank k < p ≤ n, diubah menjadi model yang
berperingkat penuh yaitu:

y = Uα+ ε (2.8)

Di mana U berukuran n× k dengan rank k dan α = L′β adalah sekumpulan fungsi
linear independent yang dapat diestimasi dari β. Karena Uα = Xβ maka dapat
ditulis:

Uα = UL′β = Xβ (2.9)

Di mana X = UL′ dan L′ adalah matriks berukuran k × p dengan rank k < p

maka L′L merupakan matriks nonsingular berdasarkan Teorema 2.1 (ii). Setelah itu,
kalikan UL′ = X dengan L untuk memperoleh U.

UL′L = XL

U = XL(L′L)−1
(2.10)

Matriks U tidak dapat memiliki rank lebih besar dari k, karena U memiliki k kolom
jadi rank(U) = k dan model (2.8) memiliki peringkat atau rank penuh.

2.5 Kronecker Product

Kronecker product digunakan untuk menyederhanakan bentuk matriks.
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Definisi 2.3
Jika A matriks berukuran r× s dengan aij adalah unsur ke-ij dengan i = 1, 2, . . . , r

dan j = 1, 2, . . . , s; B adalah matriks berukuran t × v maka kronecker product
dilambangkan dengan A⊗B adalah matriks berukuran rt× sv dengan mengalikan
setiap unsur aij dengan keseluruhan matriks B yaitu:

A⊗B =


a11B a12B · · · a1sB

a21B a22B · · · a2sB
...

... · · · ...
ar1B ar2B · · · arsB

 (2.11)

(Usman et al., 2016).

2.6 Metode Least Square

Metode Least Square atau yang bisa disebut metode kuadrat terkecil merupakan salah
satu metode yang dapat digunakan untuk pendugaan parameter. Pada persamaan
(2.5) modelnya dapat diubah menjadi:

ε = y −Xβ (2.12)

Selanjutnya, menggunakan metode Least Square parameter yang akan diduga adalah
β̂ dengan cara meminimumkan jumlah kuadrat residual.

ε′ε = (y −Xβ)′(y −Xβ) =

n∑
i=1

ε2i (2.13)

Pada metode Least Square vektor ε dari random error memiliki mean 0 dan varians
σ2I serta tidak mengasumsikan distribusi apapun (Myers & Milton, 1991).

Teorema 2.2
Misal model y = Xβ+ε di mana X adalah matriks full rank berukuran n× (k+1),
β adalah vektor dari parameter yang tidak diketahui berukuran (k + 1)× 1, serta ε

adalah random vector berukuran n × 1 dengan mean 0 dan varians σ2I. Penduga
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Least Square untuk β dinotasikan b adalah (Myers & Milton, 1991):

b = (X′X)−1X′y (2.14)

Teorema 2.3
Misal model y = Xβ+ε di mana X adalah matriks full rank berukuran n× (k+1),
β adalah vektor dari parameter yang tidak diketahui berukuran (k + 1)× 1, serta ε

adalah random vector berukuran n × 1 dengan mean 0 dan varians σ2I. Penduga
Least Square b adalah penduga BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) bagi β
(Myers & Milton, 1991).

2.7 Eselon Baris Matriks X

Pada model tidak penuh, matriks X dapat direduksi ke dalam bentuk eselon baris
(bagian atas) untuk menentukan parameter yang estimable pada β. Proses reduksi
ini melibatkan serangkaian operasi baris seperti mengurangkan satu baris dengan
baris lain, atau mengurangkan kelipatan dari suatu baris terhadap baris lain, atau
mengalikan baris dengan konstanta, atau mengalikan baris dengan suatu konstanta,
atau bisa juga dengan menukar dua baris. Tujuannya adalah menerapkan operasi
baris ini hingga diperoleh submatriks bagian atas berukuran k × p (k adalah rank
matriks X) yang berada dalam bentuk eselon baris dan baris sisanya nol.

Setiap operasi baris yang dilakukan setara dengan mengalikan matriks X dengan
matriks berperingkat penuh berukuran n × n. Contohnya, baris kedua matriks X
diganti dengan selisih antara baris kedua dan pertama setara dengan perkalian matriks
X oleh matriks A, di mana:

A =


1 0 0 · · · 0

−1 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

 (2.15)

Dengan melakukan r kali operasi yang sesuai, bentuk eselon baris dari X dapat



11

dituliskan sebagai berikut:

ArAr−1 · · ·A1X = X∗ (2.16)

di mana tiap Aj adalah matriks berperingkat penuh berukuran n× n dan X∗ berada
dalam eselon baris, atau dapat dituliskan menjadi AX = X∗. Karena X∗ berada
dalam eselon baris, maka bagian bawah submatriks (n− k)× p adalah matriks nol,
oleh karena itu bagian yang menarik berada pada baris pertama k dari X∗ dan baris
pertama k dari A.

Definisikan X∗
k adalah baris pertama k dari X∗ dan dapat ditulis menjadi:

X∗
k =

x
∗′
1
...
x∗′
k

 (2.17)

di mana x∗
i dengan i = 1, 2, . . . , k adalah vektor berukuran p× 1. Lalu didefinisikan

juga Ak baris pertama k dari A yaitu:

Ak =

a
′
1
...
a′
k

 (2.18)

Di mana ai dengan i = 1, 2, . . . , k adalah vektor berukuran p × 1. Berdasarkan
Teorema 2.4, tiap x∗′

i β adalah fungsi estimable karena a′
iX = x∗′

i untuk i =

1, 2, . . . , k (Elswick et al., 2012).

2.8 Fungsi Estimable

Pada model tidak penuh (non full rank model), vektor parameter β tidak dapat
diestimasi secara unik. Oleh karena itu, pada model tidak penuh yang diestimasi
adalah fungsi linear dari parameter β yaitu l′β (Myers & Milton, 1991). Suatu fungsi
linear dari l′β dikatakan estimable jika terdapat kombinasi linear dari pengamatan
yang nilai harapannya sama dengan l′β, yaitu l′β estimable jika terdapat vektor a
sehingga E(a′y) = l′β.
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Teorema 2.4
Pada model y = Xβ + ε, di mana E(y) = Xβ dan X adalah matriks berukuran
n×p dengan rank k < p ≤ n, fungsi linear l′β estimable jika dan hanya jika kondisi
berikut terpenuhi:
l′ adalah kombinasi linear dari baris-baris X, yaitu terdapat suatu vektor a sehingga

a′X = l′ (2.19)

Bukti
Jika terdapat vektor a sehingga l′ = a′X maka, menggunakan vektor a diperoleh
E(a′y) = a′E(y) = a′Xβ = l′β. Sebaliknya, jika l′β estimable, maka terdapat
vektor a sehingga E(a′y) = l′β. Dengan demikian a′Xβ = l′β yang berarti bahwa
a′X = l′ (Rencher & Schaalje, 2008).

Teorema 2.5
Pada model tidak berperingkat penuh (non full rank) y = Xβ+ ε, banyaknya fungsi
linear independent yang dapat diestimasi dari β adalah sebanyak rank dari matriks
X.

Bukti
Pertama akan ditunjukkan bahwa paling sedikit K buah vektor berukuran p × 1,
yaitu l1, l2, . . . , lK , sedemikian sehingga l′kβ adalah fungsi estimable untuk setiap
k = 1, 2, . . . , K. Kemudian akan ditunjukkan bahwa jika l′mβ fungsi estimable
linear independent untuk m = 1, 2, . . . ,M , maka M tidak boleh lebih besar dari K.

Misalkan baris ke-i dari matriks X dinotasikan l′i karena E(y) = Xβ maka E(yi) =

l′iβ. Namun, karena matriks X memiliki rank K maka matriks X memiliki K baris
yang bebas linear, atau dapat dikatakan ada K buah l′iβ yang merupakan fungsi
estimable linear independent. Dengan demikian, terdapat paling sedikit K fungsi
estimable linear independent yaitu K baris dari Xβ. Selanjutnya akan ditunjukkan
bahwa tidak mungkin terdapat lebih dari K fungsi estimable linear independen.

Misalkan l′1β, l
′
2β, . . . , l

′
Mβ adalah sembarang himpunan yang terdiri dari M fungsi

estimable dengan M ≥ K. Berdasarkan Teorema 2.4 harus ada suatu vektor
konstanta misalnya am sedemikian hingga X′am = lm untuk setiap fungsi l′mβ
dengan m = 1, 2, . . . ,M . Kemudian, M persamaan ini dapat dituliskan menjadi
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persamaan matriks yaitu:

X′[a1, a2, . . . , aM ] = [l1, l2, . . . , lM ] (2.20)

atau
X′A = L (2.21)

Dengan demikian, rank dari matriks L harus lebih kecil atau sama dengan rank dari
X′ yaitu K. Akan tetapi, rank dari L adalah banyaknya vektor bebas linear dalam
himpunan l1, l2, . . . , lM . Oleh karena itu, M harus lebih kecil atau sama dengan K

(Graybill, 1976).



BAB III

METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 bertempat di
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas
Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data respon simulasi yang
dihasilkan dari persamaan model baru hasil reparameterisasi, yaitu model (2.8)
dengan ε berdistribusi N(0, σ2I). Terdapat dua skenario varians galat yang
digunakan dalam penelitian ini, yaitu σ2

1 = 1 dan σ2
2 = 9. Untuk masing-masing

skenario, data respon dibangkitkan sebanyak 1000 replikasi melalui software SAS.

3.3 Metode Penelitian

Penelitian ini mengkaji mengenai penerapan metode reparameterisasi untuk
mengatasi matriks yang tidak full rank pada rancangan tersarang (nested) 2 faktor.
Kajian dalam penelitian ini dilakukan secara dua tahap yaitu kajian teoritis dan kajian
empiris. Pada kajian teoritis dilakukan proses mengubah model awal yang sulit
diestimasi menjadi model baru yang full rank dan dapat diestimasi. Fokus utamanya
adalah pembentukan matriks baru melalui fungsi estimable serta pembuktian sifat
statistik dari penduga yang dihasilkan. Adapun langkah-langkah yang dilakukan
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pada kajian teoritis secara terperinci adalah sebagai berikut:

a) Transformasi model rancangan tersarang (nested) 2 faktor pada persamaan (2.6)
ke dalam bentuk model linear umum.

b) Membangun matriks desain X dan memeriksa rank matriks.
c) Jika matriks tidak full rank maka dilakukan reparameterisasi dengan tahapan

sebagai berikut:
1. Membangun matriks eselon lalu mengambil baris tak nol dari matriks tersebut

dan menamainya sebagai matriks L′.
2. Mencari kumpulan fungsi estimable linear independent α dari matriks L′.
3. Membangun matriks X baru atau matriks U yang full rank dengan rumus

pada persamaan (2.10) dan memeriksa rank matriks.
d) Melakukan pendugaan parameter untuk model baru yang telah full rank

menggunakan metode Least Square.
e) Memeriksa karakteristik penduga BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) untuk

model baru yang telah full rank menggunakan teorema Gauss-Markov.

Selanjutnya, kajian empiris dilakukan untuk memvalidasi hasil dari kajian teoritis
melalui simulasi. Dengan menggunakan software SAS, simulasi dirancang untuk
mengamati perilaku penduga dalam beberapa skenario ukuran sampel dan varians
galat. Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada kajian empiris secara terperinci
adalah sebagai berikut:

a) Menentukan struktur rancangan tersarang (nested) 2 faktor yaitu, a = 3, b = 4

dan ulangan n = 2, n = 10 serta n = 30.
b) Membangun matriks X untuk masing-masing struktur dan memeriksa rank

matriks.
c) Mencari matriks eselon dari matriks X, lalu mengambil baris tak nol dari matriks

tersebut dan menamainya sebagai matriks L′.
d) Membangun matriks X baru atau matriks U yang full rank dengan rumus pada

persamaan (2.6) dan memeriksa rank matriks.
e) Menentukan nilai dari parameter β yaitu:

β = [µ, τ1, τ2, τ3, β1(1), β2(1), β3(1), β4(1), β1(2), β2(2), β3(2), β4(2), β1(3), β2(3),

β3(3), β4(3)]
′

= [3, 3, 2, 1, 2.4, 2.2, 2.0, 1.8, 1.6, 1.4, 1.2, 1.0, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2]′

f) Mencari nilai α sebenarnya menggunakan rumus α = L′β.
g) Menetapkan banyaknya ulangan yaitu sebanyak 1000×.
h) Menetapkan 2 skenario varians galat yaitu σ2

1 = 1 dan σ2
2 = 9.
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i) Membangkitkan data respon berdasarkan model (2.8) dengan ε ∼ N(0, σ2I).
j) Menduga parameter α menggunakan metode Least Square untuk setiap ulangan.
k) Menghitung rata-rata nilai dugaan yang diperoleh dari 1000× ulangan.
l) Memvisualisasikan hasil simulasi.

3.4 Flowchart Tahapan Penelitian

Flowchart atau diagram alir merupakan bagian dari aliran yang menunjukkan
tindakan atau prosedur yang terjadi dalam suatu sistem. Tujuan dari flowchart
ini adalah untuk menjelaskan bagaimana suatu sistem berpindah dari komponen
yang satu ke komponen lainnya (Asmara dkk., 2024). Pada penelitian ini, flowchart
disusun untuk menggambarakan tahapan-tahapan metode reparameterisasi untuk
rancangan tersarang (nested) 2 faktor. Flowchart ditampilkan menjadi 2 gambar
yang mewakili tahapan penelitian secara teoritis dan empiris. Adapun flowchart
tahapan penelitian secara teoritis ditampilkan pada gambar berikut:
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Gambar 2. Flowchart Teoritis.
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Selanjutnya, untuk flowchart tahapan penelitian secara empiris dapat dilihat pada
gambar berikut:

Gambar 3. Flowchart Empiris.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan pada bab sebelumnya,
maka kesimpulan yang didapat pada penelitian ini adalah:

1. Metode reparameterisasi dapat digunakan untuk mentransformasi model
rancangan tersarang (nested) dua faktor yang semula tidak berperingkat penuh
menjadi model berperingkat penuh.

2. Berdasarkan kajian teoritis menggunakan Gauss-Markov dan secara empiris
melalui simulasi dengan software SAS, menunjukkan bahwa parameter hasil
reparameterisasi memiliki sifat tak bias dan memiliki varians minimum.
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