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ABSTRACT

NUMERICAL SIMULATION OF HOPF BIFURCATION IN
A THREE-VARIABLE PLANKTON MODEL WITH
VARIATION OF PHYTOPLANKTON MAXIMUM
GROWTH RATE PARAMETERS

By

Nur Rahma Azzahra

Marine ecosystems are complex biological systems involving dynamic interactions
between biotic and abiotic components, particularly phytoplankton and zooplankton,
and environmental factors such as dissolved oxygen. Trophic interactions in aquatic
systems can be mathematically modeled using a system of nonlinear differential
equations to analyze population stability and dynamics. One important phenomenon
in nonlinear dynamic systems is the Hopf bifurcation, which occurs when parameter
changes cause periodic oscillations or limit cycles around an equilibrium point. This
study aims to numerically analyze Hopf bifurcation in a three-dimensional plankton
model involving oxygen, phytoplankton, and zooplankton, with Phytoplankton
Maximum Growth Rate Parameters as the main controlling parameter representing
the maximum phytoplankton growth rate. The analysis was conducted through
Jacobian matrix evaluation, eigenvalue calculations, and numerical simulations using
the Runge—Kutta method to identify changes in system stability due to parameter
variations. The results are expected to provide a deeper understanding of the stability
limits of marine ecosystems and the potential for oscillatory dynamics due to changes
in biological factors, thus contributing to the development of mathematical ecological
modeling.

Keywords: Plankton Model with Three Variables, Hopf Bifurcation, Nonlinear
Dynamical System, Stability, Numerical Simulation, Phytoplankton Maximum
Growth Rate Parameters



ABSTRAK

SIMULASI NUMERIK BIFURKASI HOPF PADA MODEL PLANKTON
TIGA PEUBAH DENGAN VARIASI PARAMETER LAJU
PERTUMBUHAN MAKSIMUM FITOPLANKTON

Oleh

Nur Rahma Azzahra

Ekosistem laut merupakan sistem biologis kompleks yang melibatkan interaksi
dinamis antara komponen biotik dan abiotik, khususnya antara fitoplankton,
zooplankton, dan faktor lingkungan seperti oksigen terlarut. Interaksi trofik dalam
sistem perairan dapat dimodelkan secara matematis menggunakan sistem persamaan
diferensial nonlinier untuk menganalisis kestabilan dan dinamika populasi. Salah
satu fenomena penting dalam sistem dinamis nonlinier adalah bifurkasi Hopf,
yang terjadi ketika perubahan parameter menyebabkan munculnya osilasi periodik
atau limit cycle di sekitar titik kesetimbangan. Penelitian ini bertujuan untuk
menganalisis bifurkasi Hopf secara numerik pada model plankton tiga dimensi
yang melibatkan oksigen, fitoplankton, dan zooplankton, dengan parameter laju
pertumbuhan maksimum fitoplankton sebagai parameter pengendali utama yang
merepresentasikan laju pertumbuhan maksimum fitoplankton. Analisis dilakukan
melalui evaluasi matriks Jacobian, perhitungan nilai eigen, serta simulasi numerik
menggunakan metode Runge—Kutta untuk mengidentifikasi perubahan kestabilan
sistem akibat variasi parameter. Hasil penelitian diharapkan dapat memberikan
pemahaman yang lebih mendalam mengenai batas kestabilan ekosistem laut serta
potensi terjadinya dinamika osilatori akibat perubahan faktor biologis, sehingga
berkontribusi dalam pengembangan pemodelan ekologi matematis.

Kata-kata kunci: Model Plankton Tiga Peubah, Bifurkasi Hopf, Sistem Dinamis
Nonlinier, Kestabilan, Simulasi Numerik, Parameter Laju Pertumbuhan Maksimum
Fitoplankton
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Ekosistem laut merupakan sistem biologis yang kompleks karena melibatkan
interaksi antara komponen biotik dan abiotik (Mason, 1981). Dinamika ekosistem
laut dijelaskan melalui interaksi antara organisme seperti fitoplankton dan
zooplankton dalam rantai makanan (Mann & Lazier, 2006). Penurunan kadar
oksigen terlarut dapat memengaruhi stabilitas ekosistem dan kualitas perairan
(Diaz & Rosenberg, 2008). Fitoplankton berperan sebagai produsen utama dalam
sistem perairan, sedangkan zooplankton bertindak sebagai konsumen primer yang
mengontrol populasi fitoplankton (Kumar dkk., 2020).

Pemodelan dinamika populasi dalam ekosistem dapat dilakukan menggunakan
sistem persamaan diferensial nonlinier (Murray, 2002). Analisis sistem dinamis
nonlinier memungkinkan pengkajian kestabilan dan perubahan perilaku solusi di
sekitar titik kesetimbangan (Hirsch dkk., 2013). Model plankton tiga variabel telah
digunakan untuk menggambarkan interaksi trofik secara kuantitatif dalam sistem
perairan (Yussof dkk., 2020).

Perubahan kualitatif perilaku sistem akibat variasi parameter dikenal sebagai
bifurkasi (Wiggins, 2003). Dalam analisis sistem dinamis, kestabilan lokal ditentukan
melalui nilai eigen matriks Jacobian (Hirsch dkk., 2013). Salah satu jenis bifurkasi
penting adalah bifurkasi Hopf, yang terjadi ketika sepasang nilai eigen kompleks
konjugat melintasi sumbu imajiner sehingga memunculkan orbit periodik atau limit
cycle (Hirsch dkk., 2013). Identifikasi perubahan struktur dinamika akibat variasi
parameter dapat dilakukan melalui pendekatan teori bifurkasi modern (Kuznetsov,
2023).

Model plankton tiga peubah yang dikembangkan oleh Mondal dkk. (Mondal dkk.,

2022) memasukkan interaksi biologis melalui respons fungsional nonlinier serta



pengaruh parameter fisiologis terhadap dinamika sistem. Dalam model tersebut,
laju pertumbuhan maksimum fitoplankton merepresentasikan parameter 5 (Mondal
dkk., 2022). Peningkatan laju pertumbuhan fitoplankton dapat memperkuat interaksi

predator—mangsa dan memicu dinamika osilatori dalam sistem.

Evaluasi matriks Jacobian dan perhitungan nilai eigen menjadi langkah utama
dalam identifikasi bifurkasi (Hirsch dkk., 2013). Analisis numerik diperlukan untuk
mendeteksi perubahan kestabilan akibat variasi parameter (Roesch & Stumpf, 2019).
Simulasi sistem menggunakan metode Runge—Kutta membantu menentukan nilai

kritis parameter secara komputasional (Mandal dkk., 2024).

Dengan menggabungkan metode numerik, analisis kestabilan, dan teori bifurkasi,
penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi yang signifikan dalam bidang
pemodelan ekologi matematis. Hasil yang diperoleh dapat membantu memahami
batas-batas stabilitas ekosistem laut, memprediksi potensi terjadinya fluktuasi
populasi, dan memberikan wawasan tentang bagaimana faktor biologis tertentu

dapat memengaruhi keseimbangan ekologi secara keseluruhan.

Berdasarkan uraian tersebut, penelitian ini difokuskan pada analisis numerik
bifurkasi Hopf pada model plankton tiga peubah dengan variasi parameter 53 sebagai
parameter pengendali utama. Parameter B yang merepresentasikan laju pertumbuhan
maksimum fitoplankton memiliki peran penting dalam menentukan keseimbangan
interaksi antara oksigen, fitoplankton, dan zooplankton dalam ekosistem. Oleh
karena itu, variasi nilai parameter ini berpotensi menyebabkan perubahan struktur

kestabilan sistem.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Menganalisis kestabilan titik tetap model plankton tiga peubah.

2. Mengidentifikasi perubahan kestabilan sistem akibat variasi parameter laju

pertumbuhan maksimum fitoplankton atau parameter 5.
3. Menentukan nilai kritis parameter B, yang memicu terjadinya bifurkasi Hopf.

4. Menganalisis dinamika sistem sebelum dan sesudah nilai kritis melalui simulasi

numerik dan bidang fase.



5. Mengidentifikasi munculnya limit cycle sebagai indikasi terjadinya bifurkasi
Hopf.

1.3 Manfaat Penelitian

Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:

1. Memberikan kontribusi dalam pengembangan analisis dinamika sistem nonlinier,
khususnya pada kajian bifurkasi Hopf.

2. Memberikan pemahaman mengenai dinamika osilasi populasi plankton akibat

perubahan parameter tertentu.

3. Membantu memahami kondisi kritis yang dapat menyebabkan perubahan

dinamika populasi secara periodik.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Model Matematika Ekologi Plankton-Oksigen Tiga Peubah

Model oksigen-fitoplankton-zooplankton (plankton tiga peubah) adalah model
ekologis nonlinier yang menunjukkan bagaimana produksi oksigen, pertumbuhan
fitoplankton, dan aktivitas predasi zooplankton yang berinteraksi satu sama lain.
Model plankton tiga peubah yang dikembangkan oleh Mondal dkk. (2022) disajikan
dalam bentuk:

(dc  Acop ocp vez
— = — — — mc
dt c¢c+c¢y c+ec cH+cs
dp Be ap?z
dt (c—l—q —'yp)p—ahp2+p+g—0p (2.1.1),
dz nc? ap*z
— i z
L dt A+ )ahp?+p+yg a

Dengan kondisi awal:
c(0) >0, p0)>0, =2(0)>0

Sistem tersebut menggambarkan dinamika oksigen (c), fitoplankton (p), dan
zooplankton (z) berdasarkan parameter fisiologis seperti pertumbuhan, predasi,
respirasi, serta mortalitas. Struktur nonlinearnya memungkinkan munculnya
fenomena kompleks seperti osilasi, perubahan kestabilan, dan bifurkasi. Oleh
karena itu analisis numerik dan analisis kualitatif diperlukan untuk memahami
fenomena-fenomena dari model tersebut (Mondal dkk., 2022).

Berikut disajikan tabel keterangan parameter yang digunakan dalam formulasi

persamaan 2.1.1:



Tabel 2.1 Parameter model plankton tiga peubah (Sumber: Mondal dkk., 2022)

Parameter Keterangan

A Tingkat produksi oksigen fitoplankton yang dipengaruhi
oleh komponen lingkungan.

C; Konstanta setengah jenuh seperti produksi oksigen, respirasi
organisme, dan pertumbuhan fitoplankton.

) Laju maksimal respirasi fitoplankton per individu.

v Laju maksimal respirasi zooplankton per individu.

m Laju penurunan oksigen yang disebabkan oleh reaksi
biokimia yang terjadi di ekosistem laut.
Laju pertumbuhan maksimum fitoplankton.

¥ Tingkat kematian fitoplankton yang disebabkan oleh
persaingan antar individu.

@ Tingkat pencarian mangsa zooplankton.

h Waktu yang dibutuhkan untuk menangani zooplankton.

g Saturasi tambahan pada kemampuan predasi zooplankton.

o Laju kematian fitoplankton yang terjadi secara alami.

n Efisiensi zooplankton mengubah hasil konsumsi menjadi
pertumbuhan.

! Laju kematian zooplankton yang terjadi secara alami.

Variabel yang digunakan dalam persamaan 2.1.1 dideskripsikan sebagai berikut ini:

1y

2)

Oksigen

Semua organisme membutuhkan oksigen terlarut untuk melakukan respirasi
dan mikroorganisme menggunakan limbah untuk memecah bahan organik
menjadi senyawa-senyawa yang lebih sederhana (Mason, 1981). Pada perairan
yang tercemar oleh bahan organik, kandungan oksigen terlarutnya akan sangat
menurun bahkan dalam situasi pencemaran yang sangat parah (Mason, 1981).
Oksigen terlarut merupakan tolok ukur penting kualitas air, kesegaran limbah,
dan keadaan aerobik suatu perairan (Mahida, 1993).

Fitoplanton

Fitoplankton merupakan organisme mikroskopis autotrof yang mampu
melakukan fotosintesis dan berperan sebagai produsen primer dalam ekosistem
perairan (Naselli-Flores & Padisdk, 2022). Pertumbuhan dan distribusi
fitoplankton dipengaruhi oleh intensitas cahaya, ketersediaan nutrien, suhu,

serta kondisi fisik-kimia perairan lainnya. Dinamika fitoplankton sering menjadi



fokus utama dalam pemodelan ekologi karena variabilitas pertumbuhannya
memengaruhi interaksi dengan zooplankton dan kestabilan sistem perairan secara
keseluruhan.

3) Zooplankton

Zooplankton adalah organisme heterotrof yang memperoleh energi dengan
memakan fitoplankton atau plankton lainnya (Kumar dkk., 2020). Sebagai
konsumen primer, zooplankton memiliki peran strategis dalam menyalurkan
energi dari produsen primer ke tingkat trofik yang lebih tinggi. Perubahan
komposisi dan kelimpahan zooplankton dapat menjadi indikator gangguan
lingkungan seperti eutrofikasi, pemanasan global, serta tekanan antropogenik
lainnya (Rahman dkk., 2023). Oleh karena itu, pemahaman tentang zooplankton
sangat penting dalam analisis model matematis ekosistem, terutama yang

berkaitan dengan stabilitas dan bifurkasi sistem plankton tiga peubah.

2.2 Sistem Persamaan Diferensial Biasa

Sistem persamaan diferensial biasa (PDB) merupakan kerangka dasar dalam
pemodelan dinamika populasi plankton yang berubah terhadap waktu (Curtu dkk.,
2014), termasuk model CPZ yang melibatkan oksigen (C), fitoplankton (P), dan
zooplankton (Z). Secara umum, bentuk matematis sistem PDB dapat dinyatakan
sebagai:
d—X = f(x,0), x € R3 (2.2.1).
dt
Dengan vektor keadaan:

x=(C,P,2Z)" (2.2.2).

Merepresentasikan  tiga komponen utama pada ekosistem plankton.
Parameter—parameter dalam model seperti laju pertumbuhan, efisiensi konsumsi,
saturasi nutrien, serta tingkat mortalitas dihimpun dalam himpunan parameter 6
(Mondal dkk.,2022). Dengan menyatakan ruang keadaan x € R3, model CPZ
memberikan fondasi bagi analisis numerik untuk mendeteksi bifurkasi Hopf dan

perubahan struktur kestabilan lainnya.



2.3 Titik Keseimbangan

Kondisi di mana laju perubahan seluruh variabel sistem bernilai nol disebut titik
keseimbangan (Schroder, 1999). Hal tersebut terjadi ketika:

fl@*)=0 (2.3.1).

Titik ini menunjukkan kondisi variabel atau populasi sistem dalam jangka panjang.
Analisis titik keseimbangan adalah alat penting untuk analisis bifurkasi dan

kestabilan karena menentukan karakteristik perilaku sistem (Hirsch dkk., 2013).

Dalam suatu sistem dinamika nonlinier yang dituliskan sebagai:

dx
T —F(x.0 2.3.2).
Suatu titik x* = (c¢*, p*, z*) disebut sebagai titik keseimbangan atau steady state
apabila memenubhi:

F(x*,6) =0 (2.3.3).

Hal ini menyatakan bahwa pada titik tersebut tidak terdapat perubahan nilai variabel
terhadap waktu sehingga sistem berada dalam keadaan tetap. Dalam konteks
model plankton tiga peubah, titik keseimbangan merepresentasikan kondisi ekologis
ketika interaksi antar komponen populasi berada dalam keadaan stasioner (Mondal
dkk.,2022).

2.4 Analisis Kestabilan

Analisis kestabilan digunakan untuk menentukan bagaimana perilaku sistem ketika
mengalami gangguan kecil di sekitar titik keseimbangan. Dalam sistem dinamika
nonlinear, penentuan kestabilan suatu titik keseimbangan sangat penting untuk
memahami apakah solusi sistem akan kembali menuju titik tersebut atau justru
menjauh dari titik itu seiring waktu (Hirsch dkk., 2013).

Untuk menganalisis kestabilan lokal di sekitar titik tersebut, sistem nonlinear dapat

dilinearisasi menggunakan perluasan deret Taylor orde pertama (Perrusquia, 2022).



Linearisasi ini menghasilkan matriks Jacobian:

O ... Of
ox1 Oxp
Ja)=|1 . (2.4.1).
Ofn Ofn
8_w1 T % r=x*

Kestabilan titik keseimbangan tersebut ditentukan melalui analisis nilai eigen dari

matriks Jacobian. Kriteria kestabilan diberikan sebagai berikut:

1. Jika seluruh nilai eigen memiliki bagian real negatif, maka titik keseimbangan

bersifat asimtotik stabil.

2. Jika terdapat nilai eigen dengan bagian real positif, maka titik keseimbangan
tersebut tidak stabil.

3. Jika bagian real dari suatu nilai eigen melewati nol akibat perubahan parameter,
maka terjadi perubahan kestabilan yang menandakan adanya kemungkinan
bifurkasi (Mondal dkk.,2022).

Dengan demikian, analisis kestabilan melalui pendekatan nilai eigen merupakan
metode utama dalam mengidentifikasi perubahan perilaku sistem, termasuk
munculnya osilasi, hilangnya titik keseimbangan, ataupun perubahan kestabilan
antar titik keseimbangan. Teknik ini sangat relevan ketika mempelajari dinamika

ekologi seperti model oksigen—plankton tiga peubah.

2.5 Analisis Bifurkasi

Bifurkasi merupakan perubahan kualitatif pada struktur dinamika suatu sistem ketika
parameter tertentu divariasikan (Wiggins, 2003). Perubahan kualitatif tersebut dapat
berupa perubahan jumlah titik keseimbangan, perubahan kestabilan, atau munculnya
solusi periodik baru (Kuznetsov, 2023). Dalam sistem dinamis nonlinier, bifurkasi
terjadi ketika nilai parameter melewati suatu nilai kritis sehingga sifat solusi berubah

secara mendasar (Strogatz, 2015).

Secara umum, sistem dinamis bergantung pada parameter 5 dapat dituliskan sebagai

dx
= f(z, B) (2.5.1).

dengan x € R" dan B € R (Hirsch dkk., 2013). Nilai parameter B = B, disebut



sebagai nilai kritis apabila pada titik tersebut terjadi perubahan struktur kestabilan

sistem (Kuznetsov, 2023).

Dalam analisis kestabilan lokal, perubahan bifurkasi biasanya terdeteksi melalui
perubahan tanda bagian real dari nilai eigen matriks Jacobian (Wiggins, 2003). Jika
bagian real suatu nilai eigen melintasi nol akibat variasi parameter, maka sistem
mengalami perubahan kestabilan yang mengindikasikan kemungkinan terjadinya
bifurkasi (Roesch & Stumpf, 2019).

2.5.1 Bifurkasi Hopf

Bifurkasi Hopf merupakan salah satu jenis bifurkasi lokal yang terjadi ketika
sepasang nilai eigen kompleks konjugat dari matriks Jacobian melintasi sumbu
imajiner pada bidang kompleks (Wiggins, 2003). Fenomena ini menyebabkan
perubahan kestabilan titik keseimbangan dan diikuti oleh kemunculan solusi periodik
berupa limit cycle (Kuznetsov, 2023).

Misalkan sistem dinamis nonlinier dinyatakan sebagai:
dx
i B
d t f ('I’ ) )
dengan x € R™ dan B merupakan parameter bifurkasi (Hirsch dkk., 2013). Titik x*
menyatakan titik keseimbangan yang memenuhi f(z*, B) = 0. Titik keseimbangan

x* mengalami bifurkasi Hopf pada B = DB, apabila terpenuhi kondisi berikut
(Wiggins, 2003):

1. Terdapat sepasang nilai eigen kompleks konjugat
)\172(3) = Oé(B) + ZCU(B),

2. Pada B = B,, berlaku a(B..) = 0,

3. Bagian imajiner tidak nol, yaitu w(B,) # 0.

Kondisi tersebut menunjukkan bahwa pasangan nilai eigen melintasi sumbu imajiner
ketika parameter melewati nilai kritis (Wiggins, 2003). Perubahan tanda bagian real
dari negatif menjadi positif menyebabkan titik keseimbangan berubah dari fokus
stabil menjadi fokus tidak stabil (Strogatz, 2015).
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Gambar 2.1 Bifurkasi Hopf dan limit cycle ketika parameter melewati nilai kritis.

Secara geometris, untuk B < B, lintasan sistem berbentuk spiral menuju titik
keseimbangan (spiral-in), sedangkan untuk B > B, lintasan berbentuk spiral
menjauhi titik keseimbangan (spiral-out) (Wiggins, 2003). Pada saat melewati nilai

kritis tersebut, muncul orbit tertutup yang disebut limit cycle (Kuznetsov, 2023).

Limit cycle merupakan solusi periodik terisolasi yang menarik atau menolak lintasan
di sekitarnya (Hirsch dkk., 2013). Jika limit cycle yang muncul bersifat stabil dan
terbentuk setelah titik tetap kehilangan kestabilannya, maka bifurkasi tersebut disebut
bifurkasi Hopf superkritis (Kuznetsov, 2023). Sebaliknya, jika limit cycle yang
muncul bersifat tidak stabil dan terjadi sebelum titik tetap kehilangan kestabilannya,
maka bifurkasi tersebut disebut bifurkasi Hopf subkritis (Wiggins, 2003).
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2.6 Integrator Skema Simulasi Ekologi Plankton—-Oksigen

2.6.1 Integrator Runge-Kutta Klasik

Metode Runge-Kutta orde 4 digunakan untuk menyelesaikan sistem PDB nonlinier

dengan stabilitas tinggi. Prosedur iteratifnya dinyatakan sebagai:

ki = f(yn)a
k? = f(yn + glﬁ) )

h
ks = f(yn + 5’@) )
k’4 = f(yn + hkg) s

h
Ynr1 =Yn+ & (k1 4 2ko + 2ks3 + ky) (2.6.1).

Besaran h merupakan langkah waktu (step size). Metode ini efektif untuk sistem
nonlinier karena memiliki kesalahan orde O(h?) (Mandal dkk., 2024).

2.6.2 Integrator Runge-Kutta-Fehlberg

Metode Runge—Kutta—Fehlberg atau RK4(5) adalah metode integrasi numerik
adaptif yang banyak digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial
biasa. Fehlberg mengembangkan metode ini sebagai pasangan orde ganda (embedded
pair) Runge—Kutta orde 4 dan orde 5, yang memungkinkan perhitungan solusi dan
estimasi galat lokal dilakukan secara simultan (Fehlberg, 1969). Dengan keberadaan
dua solusi berbeda orde tersebut, RK(4)5 dapat secara otomatis menyesuaikan ukuran

langkah (step size) untuk menjaga akurasi dan efisiensi komputasi.

Sistem PDB memiliki bentuk umum:

dy

— = 1(t.y) (2.6.2)

Metode Runge—Kutta—Fehlberg menggunakan enam tahapan komputasi (stage)
dengan bentuk:
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ky = f(tn + a2h, yn + hC21k1)7

ks = f(tn + ash, yn + h(csiki + ca2ks)),

(

( (
ko = f(tn + ash, yn + hcaks + caoks + cazks)),
ks = f(tn + ash, yn + h(csiki + csoka + cs3ks + csaka)),
( (

ke = f(tn + agh, yn + h(ce1k1 + cooka + co3ks + coaks + C65k5))

Dalam penelitian ini, Runge—Kutta—Fehlberg digunakan untuk menyelesaikan sistem
PDB nonlinier model plankton tiga peubah. Karena model tersebut memiliki
dinamika kompleks dan dapat mengalami perubahan struktur solusi akibat variasi
parameter, metode adaptif seperti Runge—Kutta—Fehlberg sangat penting untuk
menjaga stabilitas perhitungan dan mendeteksi fenomena bifurkasi secara akurat.
Oleh sebab itu, Runge—Kutta—Fehlberg bukan hanya metode integrasi numerik, tetapi
juga alat fundamental yang mendukung kelancaran analisis bifurkasi dalam model

ekologi nonlinier ini.

2.7 Numerical Analysis Software Python

Python adalah salah satu bahasa pemrograman dan software yang paling banyak
digunakan dalam penelitian ilmiah seperti analisis numerik, simulasi sistem dinamis,
dan pemodelan matematika (Linge & Langtangen, 2018). Karena sifatnya yang
fleksibel, open-source, dan didukung oleh komunitas pengguna yang luas. Python
sangat cocok untuk penelitian akademik yang membutuhkan komputasi numerik

intensif.

Python menyediakan berbagai pustaka yang dapat dimanfaatkan dalam analisis
numerik untuk mempelajari kestabilan, menyelesaikan sistem persamaan diferensial,
dan mensimulasikan dinamika nonlinier. SciPy menyediakan solver ODE seperti
solve_ivp yang mengimplementasikan metode Runge-Kutta orde tinggi untuk
penyelesaian numerik sistem diferensial (Haiman dkk., 2020). Sedangkan pustaka
seperti SciPy, yang mendukung analisis simbolik seperti penurunan Jacobian,
perhitungan nilai eigen, dan pencarian titik tetap, analisis bifurkasi dapat dilakukan
secara lebih mendalam. Dengan demikian, python cocok digunakan dalam

pemodelan plankton tiga peubah ini.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di

Laboratorium Komputer Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu

Pengetahuan Alam Universitas Lampung yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr.

Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar

Lampung, Lampung.

3.2 Langkah-Langkah Penelitian

. Melakukan studi literatur mengenai model ekologi plankton—oksigen tiga peubah,

teori kestabilan sistem dinamis nonlinier, serta teori bifurkasi Hopf.
. Mengidentifikasi model matematika plankton tiga peubah Mondal dkk. (2022).

. Menentukan nilai parameter dasar berdasarkan literatur serta menetapkan rentang
variasi untuk parameter B sebagai parameter bifurkasi.

. Menentukan titik tetap sistem dengan menyelesaikan sistem:

secara numerik menggunakan metode komputasi (fsolve pada Python).

. Menghitung matriks Jacobian pada titik tetap koeksistensi dan menentukan nilai

eigen secara numerik menggunakan NumPy.
. Menganalisis kestabilan titik tetap berdasarkan tanda bagian real nilai eigen.

. Memvariasikan parameter B dan menghitung nilai maksimum bagian real

eigenvalue, yaitu Re(Apax ), untuk setiap nilai B dalam rentang yang ditentukan.
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11.

12.
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Mengidentifikasi nilai kritis B, ketika:
Re(Amax) =0 (3.1.2).

sebagai indikasi terjadinya bifurkasi Hopf.

Memverifikasi keberadaan pasangan eigen kompleks konjugat di sekitar B,
dengan bentuk:
M2(B) = a(B) £iw(B) (3.1.3).

dengan syarat o(B.) = 0 dan w(B,) # 0.

Melakukan simulasi numerik sistem menggunakan metode Runge—Kutta untuk
dua kondisi, yaitu B < B.dan B > B..

Menganalisis potret fase tiga peubah untuk mengamati perubahan yang terjadi.

Menginterpretasikan hasil analisis secara matematis dan ekologis.
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil analisis kestabilan, variasi parameter, serta simulasi numerik pada

model plankton tiga peubah, diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Titik tetap koeksistensi (c¢*, p*, z*) memiliki kestabilan yang dipengaruhi oleh
parameter 5. Perubahan nilai B menyebabkan perubahan tanda bagian real nilai
eigen sehingga memengaruhi kestabilan sistem.

2. Untuk 1,60 < B < 1,75, sistem bersifat stabil karena Re(Apax) < 0. Sedangkan
untuk B > 1,80, sistem menjadi tidak stabil karena Re(Apax) > 0.

3. Nilai kritis bifurkasi Hopf diperoleh sebesar:
B. ~ 1,78,

yaitu ketika Re(\.x) mendekati nol dan terjadi perubahan kestabilan sistem.

4. Untuk B < B, sistem bersifat fokus stabil dengan trajektori spiral menuju titik
tetap. Sebaliknya, untuk B > B,, sistem menjadi fokus tidak stabil dan trajektori
menjauhi titik tetap. Pada B > B., muncul limit cycle stabil yang menunjukkan
terjadinya bifurkasi Hopf superkritis, yaitu perubahan dari keadaan setimbang

stabil menuju osilasi periodik stabil.

5. Diagram bifurkasi numerik menunjukkan tiga fase dinamika, yaitu stabil untuk
B < 1,79, osilasi periodik untuk 1,79 < B < 4,35, dan kepunahan fitoplankton
untuk B > 4,35.
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, beberapa saran yang dapat

dipertimbangkan untuk pengembangan penelitian selanjutnya, yaitu:

1. Penelitian ini menggunakan model plankton tiga peubah dengan parameter
tetap. Untuk penelitian selanjutnya, disarankan untuk mengembangkan model
dengan menambahkan faktor lain seperti nutrien, suhu, atau pengaruh lingkungan
eksternal sehingga model menjadi lebih realistis dalam menggambarkan dinamika

ekosistem perairan.

2. Pada penelitian ini, analisis difokuskan pada variasi parameter B sebagai
parameter bifurkasi. Penelitian selanjutnya dapat mengkaji pengaruh parameter
lain, seperti laju predasi atau mortalitas, untuk melihat kemungkinan munculnya
jenis bifurkasi lain atau dinamika yang lebih kompleks.
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