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ABSTRAK

MENGKONTRUKSI PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR ORDE-n
MENJADI FUNGSI GREEN MENGGUNAKAN METODE VARIASI
PARAMETER DAN METODE TRANFORMASI LAPLACE

Oleh
Yushaeni

Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksi persamaan diferensial linier orde-n
menjadi fungsi Green menggunakan metode variasi parameter dan metode
transformasi Laplace.

Berdasarkan hasil penelitian didapat bahwa persamaan diferensial linier orde-n
dapat dikontruksi menjadi fungsi Green dengan metode variasi parameter dan
metode transformasi Laplace. Dari kontruksi dengan metode variasi parameter,
solusi umum dari persamaan diferensial linier orde-n

Y=Y, + [G(x D) 4(1) dt

Sedangkan untuk metode transformasi Laplace, solusi umum dari persamaan
diferensial linier orde n

y=y, + j f (yw(x —t)dt

Kata Kunci: Persamaan diferensial linier orde-n, Fungsi Green, Variasi
parameter, Transformasi Laplace
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I. PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Persamaan diferensial merupakan salah satu metode matematika yang banyak
digunakan dalam ilmu pengetahuan seperti fisika, kimia, industri dan teknik
mesin. Dalam bidang-bidang tersebut persamaan diferensial digunakan untuk
memodelkan suatu fenomena dunia nyata yang bersifat komplek. Dalam hal ini,

persamaan diferensial dapat diselesaikan dengan menentukan solusinya.

Solusi persamaan diferensial adalah suatu fungsi yang memenuhi persamaan
diferensial tersebut. Artinya, jika fungsi dan turunan-turunannya disubtitusikan ke
dalam persamaan, diperoleh suatu pernyataan yang benar. Jika suatu solusi dari
persamaan diferensial tidak terdapat konstanta dapat diselesaikan dengan

menggantikan nilai-nilai awal dan syarat batas yang diketahui (Harini, 2010).

Untuk menentukan solusi khusus dengan nilai batas sulit untuk diselesaikan. Ada
dua metode yang digunakan yakni metode numerik dan analitik. Salah satu

metode analitik yang digunakan adalah fungsi Green.



Fungsi Green dikembangkan oleh matematikawan Inggris, George Green pada
tahun 1830. Fungsi Green digunakan untuk menyelesaikan nilai batas dan secara
luas digunakan pada berbagai bidang keilmuan. Bidang keilmuan yang sering
menggunakan fungsi Green yakni bidang fisika, seperti pada teori medan
kuantum. Di mana teori medan kuantum melibatkan persamaan diferensial linear
tak homogen. Ini dapat diartikan bahwa fungsi Green adalah solusi dasar untuk

menyelesaikan persamaan diferensial linier tak homogen.

Persamaan diferensial linier orde n memiliki bentuk:
a,(x) +a,, )y +..+a,(x)y +a,(x)y = f(x) (1.1)
di mana fungsi f(x) dan a,(x) (i=0, 1, ..., n) kontinu pada suatu selang I. Jika

fungsi f(x) dari persamaan tersebut identik dengan nol disebut persamaan
homogen. Jika f(x) tidak identik nol disebut persamaan tak homogen (Finizio dan

Ladas, 1988).

Maka masalahnya adalah bagaimana menentukan solusi persamaan linier orde-n
tak homogen dari nilai batas pada selang 1. Sedangkan persamaan diferensial
tersebut mengandung koefisien-koefisien konstan. Hal ini dapat ditentukan
dengan mengkontruksi persamaan diferensial linier orde-n menjadi fungsi Green
menggunakan dua metode yang seringkali digunakan pada koefisien-koefisien
konstan. Kedua metode tersebut adalah metode variasi parameter dan metode

transformasi Laplace.

Berdasar latar belakang diatas, penelitian ini adalah mengkontrusi persamaan



diferensial linier orde-n menjadi fungsi Green menggunakan metode variasi

parameter dan metode transformasi Laplace.

B. Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksi persamaan diferensial linier orde-n
menjadi fungsi Green menggunakan metode variasi parameter dan metode

transformasi Laplace.

C. Batasan Masalah

Pada penelitian ini masalah dibatasi hanya mengkonstruksi persamaan diferensial
orde-n menjadi fungsi Green menggunakan metode variasi parameter dan metode

transformasi Laplace.

D. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini secara terperinci adalah:

1. Menyelesaikan masalah nilai batas pada persamaan diferensial orde-n.

2. Mempermudah dalam menentukan solusi persamaan diferensial untuk fungsi
f sebarang.

3. Memberikan informasi efektifitas dan efesiensi fungsi Green dalam
menyelesaikan masalah nilai batas persamaan diferensial orde-n dengan

menggunakan metode variasi parameter dan metode transformasi Laplace.



Il. LANDASAN TEORI

A. Persamaan Diferensial Linier Orde-n

Definisi 2.1 Persamaan Diferensial

Suatu persamaan yang melibatkan suatu fungsi yang dicari dan turunannya.
Jika fungsi yang tidak diketahui hanya terdiri dari satu variabel bebas disebut
persamaan diferensial biasa. Jika fungsi yang dicari terdiri dari dua atau lebih
variabel bebas disebut persamaan diferensial parsial (Bronson dan Costa,

2007).

Definisi 2.2 Persamaan Diferensial Linear
Suatu persamaan diferensial dalam bentuk standar
y'="f(xy) (2.1)
Jika f(x,y) dapat dituliskan sebagai f(x,y) = -p(x)+q(x), persamaan diferensial
tersebut adalah linear yang berbentuk
y’ +p(X)y =q(x) (2.2)

(Bronson dan Costa, 2007).



Definisi 2.3 Orde dan Degree

Suatu persamaan diferensial biasa orde-n adalah persamaan berbentuk:

F(x, V.YV y‘”))= 0 yang menyatakan hubungan antara peubah bebas

X, peubah tak bebas y(x) dan turunannya yaitu y', y",..., y™ . Jika turunan

yang tertinggi dalam persamaan diferensial itu adalah turunan ke-n, maka
persamaan diferensial tersebut mempunyai orde (tingkat). Jika turunan yang
tertinggi dalam persamaan diferensial itu berderajad k, maka persamaan

diferensial mempunyai derajad (Kartono, 2002).

Definisi 2.4 Persamaan Diferensial Linier Orde-n

Suatu persamaan diferensial linear orde-n adalah persamaan yang berbentuk
a,(X)+a,, ()Y +...+a(X)y +a,(x)y = f(x) (2.3)

Di mana koefisien-koefisien a,(x), a, ,(x),...,a, dan f(x) merupakan fungsi-

fungsi yang kontinu pada suatu selang I dan bahwa koefisien pertama

a,(x) =0 untuk setiap x € | . Selang | disebut selang definisi (selang asal)

dari persamaan diferensial itu. Jika fungsi f(x) identik dengan nol, maka
persamaan (2.3) homogen. Jika f(x) tak identik nol, persamaan (2.3) disebut
takhomogen. Bila semua koefisien a, (x), a,,(X),...,a, adalah tetap,
persamaan (2.3) dikatakan persamaan diferensial linear dengan koefisien

konstanta (Finizio dan Ladas, 1998).



Definisi 2.5 Persamaan Diferensial Tak Homogen Orde-n
Misalkan L(y)= a,(x)+a, ,()y"™ +...+a,(x)y +a,(X)y (2.4)
dimana a,(x) (i=0,1 2, ..., n—1) adalah kontinu pada interval yang
diinginkan. Dan ¢y = f (x), maka dapat dituliskan sebagai

L(y) = ¢y (2.5)
Anggap Yy, melambangkan solusi tertentu dari persamaan (2.5) dan anggap
y,, solusi homogen atau komplementer mewakili solusi umum untuk

persamaan homogen L(y) = 0 ( Bronson dan Costa, 2007).

Teorema 2.1 Solusi umum untuk L(y) = ¢y adalah
y=YntY, (2.6)
( Bronson dan Costa, 2007).

Bukti:

Jika y,(x), ¥,(X), ..., y,(x) adalah solusi bebas linear dari L(y) = 0 dan
Y, (x) adalah solusi partikuler dari L(y) = f (x), maka solusi umum L(y) = f
adalah
Yn()+Y, ()= €y () +Cy,(X) +...+C,y, () +Yy, (2.7)
€1, Cy, ..., C, konstan. Jika y, dan y, adalah solusi dari L(y) = f, maka
L(Yq-Y,) = L(Yo)-L(y,) = f- =0
Yo Yo = CY, +C ¥, +...+C Y,
Yq = CYy +CoY, +...+C Y, Y,

Jadi benar bahwa y =y, +y, m



Definisi 2.6 Wronskian
Suatu himpunan fungsi { y, (X), Y, (X),..., ¥, (x) } pada interval a< x<b,
yang memiliki sifat bahwa setiap fungsi memiliki n-1 turunan pada interval

ini, adalah determinan adalah

Y1 Yo -0 Ya
Wiy = 7 | e
3;1(n1) y, "y D
(Bronson dan Costa, 2007).
Definisi 2.7 Metode Variasi Parameter
Suatu solusi tertentu dari persamaan diferensial linear orde ke-n
L) = ¢y
memiliki bentuk
Yo =ViYy VoY, +. VY, (2.9)
dimana y; =y, (x) (i=1 2,...,n) diberikan dalam persamaan
Y, =CY, +C,Y, +...+C,Y, (2.10)

dan v, (i =1, 2,...,n)adalah fungsi yang tidak diketahui dari x yang masih

harus ditentukan. v, ditentukan dengan menyelesaikan persamaan-persamaan

linear berikut untuk memperoleh v, :

VyY, +V', Y, +.. VY, =0
viy, o 4V, Y +.. VY, =0

1 :)/1 2 y 2 . y (211)
VY v, v vy = g(x)

(Bronson dan Costa, 2007).



B. Fungsi Green

Definisi 2.9 Fungsi

Sebuah fungsi f adalah suatu aturan padanan yang menghubungkan tiap obyek
X dalam satu himpunan, yang disebut daerah asal, dengan sebuah nilai tunggal
f(x) dari himpunan kedua. Himpunan nilai yang diperoleh secara demikian

disebut daerah hasil (Purcell, Varbeg dan Ringdon, 2004).

Definisi 2.10 Diferensial

Andaikan y = f(x) terdeferensiasi dari peubah bebas x dan andaikan bahwa dx
dan dy. Maka, A(x) adalah kenaikkan sebarang peubah bebas x. dx, disebut
diferensial peubah bebas x, sama dengan A(x). Di mana A(y) adalah
perubahan aktual dalam peubah y sewaktu x berubah dari x berubah dari x ke
x+ A(X) yaitu Ay = f(x+A(x) — f(x)). Dy, disebut diferensial peubah tak-
bebas y, yang didefinisikan oleh dy = f'(x)dx (Purcell, Varbeg dan Ringdon,

2004).

Definisi 2.11 Turunan
Turunan fungsi f adalah fungsi lain f* yang nilainya pada sebarang bilangan ¢

adalah

f(c+h)—f(c)

KGR

asalkan limit ini ada (Purcell, Varbeg dan Ringdon, 2004).



Definisi 2.12 Integral

F suatu anti turunan dari f pada selang | jika D, F(x) = f(x) pada I yakni jika

F'(x) = f(x) untuk semua x dalam I (Purcell, VVarbeg dan Ringdon, 2004).

Definisi 2.13 Fungsi Green
Fungsi Green, G(x) untuk operator-A dan wilayah batas D (domain D) pada
titik x, € D adalah fungsi yang didefinisikan untuk x € D seperti bahwa
1. G(x) memiliki turunan-turunan yang kontinu, kecuali pada titik
X=X, yakni AG =0
2. G(x) = 0 untuk x= X
3. Fungsi G(x) terbatas pada x,dan mempunyai turunan kontinu

dimanapun (Strauss, 1992).

Definisi 2.14 Fungsi Green Persamaan Diferensial

Seandainya

D, f(x) = f(t) (2.12)
di mana D, adalah operator diferensial. Maka solusi dari

D,G(x,t) = 5(x-t) (2.13)
dapat dihitung dengan

f(x) = j G(x,t) f (t) dt. (2.14)

(Gatti, dkk. , 2007)



Definisi 2.15 Fungsi Green Persamaan Diferensial Linear Orde-n

Fungsi G(x,t) dari persamaan (1.1) dikatakan fungsi Green untuk masalah nilai
awal persamaan diferensial di atas jika memenuhi kondisi berikut ini:

1. G(x,t) terdefinisi pada daerah R=I x | dari semua titik (x,t) dengan x dan t

terletak dalam selang I.

2 n
2. G(x,t),@,g,...,E , merupakan fungsi yang kontinu pada R=1 x I.
OX OX ox"

3. Untuk setiap x,dalam selang I dan fungsi f € C(l), fungsi

y,(x)= jG(x,t) f (t)dt adalah solusi persamaan diferensial (1) yang

memenuhi kondisi awal y,(X,) =Y,'(X,) = ¥," (X)) =...= ¥, (%,) =0

(Sugiarto, 2002).
. Matriks
Definisi 2.16 Matriks

Suatu matriks (matrix) adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-

bilangan yang diatur dalam baris dan kolom. Matriks ditulis sebagai berikut

d;; Q...
dy; Ay ... a8y,
2R (2.15)
a,; a,,...a,,

(Rorres, 2004).



Definisi 2.17 Determinan
Suatu hasilkali elementer (elementary product) dari suatu matriks A, n x n
adalah hasilkali dari n entri dari A, yang tidak satu pun berasal dari baris atau

kolom yang sama (Rorres, 2004).

Teorema 2.2 Jika A adalah suatu matriks bujursangkar dengan dua baris atau
dua kolom yang proporsional maka det(A) = 0 (Rorres, 2004).
Bukti:

Anggap 1 + 1 #0 dalam K. Jika dipertukarkan dua baris yang identik, akan

diperoleh matriks A. Oleh karena itu, |A< —|A[, dan dengan demikian |A|= 0.
Sekarang anggap 1 + 1 = 0 dalam K. Maka Za =1, di mana
o =ly,ly,..i atau o = J;, j,,..., Jyuntuk setiap o € S, . Karena A memiliki

dua baris yang identik, dapat mengatur suku-suku dari A menjadi
pasangan-pasangan yang terdiri dari suku-suku yang setara. Karena setiap

pasangan adalah 0, determinan A =nol. =

Definisi 2.18 Minor dan Kofaktor

Jika A adalah suatu matriks bujur sangkar, maka minor anggota a;; dinyatakan
oleh Mj; dan didefinisikan sebagai determinan sub-matriks yang masih tersisa
setelah baris ke-i dan kolom ke-j dihilangkan dari A. Bilangan ('1)i+jMij

dinyatakan oleh C;; dan disebut kofaktor anggota a;j (Rorres, 2004).



Teorema 2.4 Perluasan Kofaktor
Determinan suatu matriks A n x n bisa dihitung dengan mengalikan anggota-
anggota pada sebarang baris (atau kolom) dengan kofaktornya dan
menjumlahkan hasil kali yang didapatkan; yaitu, untuk setiap 1 <i <n dan
1<j<n,

det(A) = ayj Cqj + ag; Cyj + ... + &y Cy;
adalah perluasan kofaktor di sepanjang kolom ke-j, dan

det(A) = azj Cii + @i Coi + ... + ani Cyi
adalah perluasan kofaktor di sepanjang kolom ke-i (Rorres, 2004).

Bukti:

Determinan dari matriks A yang berukuran n x n di mana n >1 dinyatakan

dengan
det A=D a;A; =3 (-1)"ayM,
j=l j=1

untuki=1,2,3,...,n

jika sebarang matriks A, maka determinan dari A

all a‘12 a13 a1n
aZl a‘22 a23 a2n
det(A)=|a, a

31 32 a33 a3n

_anl Ay, Aps Ann

Kofaktornya dapat ditentukan dengan menghubungkan C; dan M; yang

terdapat pada baris ke-i dan kolom ke-j dari susunan ”papan periksa”



+ -+ - 4.
-+ -+ —..
+ - 4+ - +..

di mana, C, =M, C, =-M,,,C, =—M,,, C,, =M,,, dan sebagainya.

Misalkan matriks umum 3 x 3

maka matriks kofaktornya
c - Ay Ay An 83| - _ A 8z
1 — ’ C12 = ' 13 —
83 dg 83 dg A Ay

all alZ alS

A3x3 =8y Ay Ay
Ay Ay Agg

=a; (azz ;3 — Ay aza) —a (a21a33 - a31a23) +a; (a21a32 - a31a22)

=a,,C;; —a,,Cp, +3,,C; m

Teorema 2.3 Aturan Crammer
Jika Ax = b adalah suatu sistem dari n persamaan linear dengan n faktor yang
tidak diketahui sedemikian rupa sehingga det(A) = 0, maka sistem ini

memiliki solusi yang unik. Solusinya adalah

o JOetA) o det(A) L det(A) 0
det(A) det(A) det(A)

di mana A; adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti entri-entri pada

kolom ke-j dari A dengan entri-entri pada matriks



(Rorres, 2004).

Bukti:

Diketahui bahwa A™ = adj(A) dan Ax=b

det(A)
Maka,

Ax=Db
x=A"
1

(o 1 |CuCy...Cyp | by
det(A)

Matriks yang diperoleh

b,c,, +b,c, +...+b,C,
‘= 1 |bc,+b,cC, +...+b.C,,
~ det(A) :

b,c,, +b,C,, +...+Db,C

Maka entri pada baris ke-j dari x adalah

_ b j+bc, +...+b ]
) det(A)




Misal:
a; a;, - alj—l b1 alj+l T

Ay Ay e a2j—1 bz a2j+1 e a,

b a

nj—1 n nj+ " |

anl a‘n2 e a

nnj

B det(A,)
X = det(A)

D. Transformasi Laplace

Definisi 2.19 Transformasi Laplace

Misalkan f(t) merupakan statu fungsi dari t terdefinisi untuk t > 0. Kemudian

Integral; J'e‘St f (t)dt, jika ada dinamakan suatu fungsi dari s, katakan F(s).
0
Fungsi F(s) ini dinamakan transformasi Laplace dari f(t) dan dinotasikan oleh
L{f(t)}=F(s) = j e f (t) dt (2.17)
0

Operasi yang baru ditunjukkan yang menghasilkan F(s) dari fungsi f(t) yang

diberikan, disebut transformasi Laplace (Kartono, 2002).

Definisi 2.20 Transformasi Laplace Invers

Jika L{f(t)}= F(s) maka f(t) dinamakan transformasi Laplace Invers dari F(s)

dan dinotasikan dengan f(t) = L™{F (s)}. Kemudian untuk mencari



L™ {F (s)}kita harus mencari suatu fungsi dari t yang transformasi

Laplacenya adalah F(s) (Kartono, 2002).

Berikut adalah beberapa fungsi F(s) dan transformasi Laplace inversnya

L{F ()}

Tabel 2.1 Transformasi Laplace Invers

No. | F(s)=L{f()} LYF(s)}= (1)

1. 1 1
S

2 1 t
s?

3l ey n:0,1,2,... t—

n!

4 1 el
s—a

5. 1 sin at
s’+a’ a

6. S cosat
s?+a?

7. 1 sinh at
s?-a’ a

8. S coshat
s’ —a’




Definisi 2.21 Konvolusi

Konvolusi dari dua fungsi f(x) dan g(x) adalah
f(x)*g(x) = j f (t)g(x —t)dt (2.18)
0

(Bronson dan Costa, 2007).

Teorema 2.4 Konvolusi

Jika L{f ()}=F(s)dan L{g(t)}=G(s), maka
L{j. f (U)g(t —u)dt} = F(s)G(s) (2.19)
Jika L™{f(t)}=F(s)dan L{g(t)}=G(s), maka

LH{F(S)G(8)}= L{] f (ug(t-u)dt} (2.20)

(Bronson dan Costa, 2007).

Bukti:
Diketahui bahwa F(s) = je f(u)du, G(s) = jesvg(v)dv
maka,

F(5)5(s) = [Ie-su f (U)du] [Ie-wg(v)dv]

= ﬁes‘““’ f (u)g(v)dudv
00



Misalkan :u+v =t
v=t-u

je‘“ f (u)g(t —u)dudt

t=0u=0

= T e ™[ j f (u)g(t —u)du]dt

—38

= L{j' f(ug(t—u)du}m

Teorema 2.5 Transformasi Laplace Dari Turunan

Transform Laplace dari turunan ke-n (n=1, 2, 3, ...) dari y(x) adalah
LLy" (] =5s"Y(5) =s""y(0) =s"?y'(0) —...—sy " (0) - y" ™ (0) (2.21)
Jika kondisi awal untuk y(x) pada x = 0 diberikan oleh
y©0)=c,,y'0)=c,, ...,y (0)=c, (2.22)
maka (2.21) dapat ditulis ulang sebagai
L(y"(x))=s"Y(s)—C,s" " —¢,s" % —...—¢, ,5—C,, (2.23)
(Bronson dan Costa, 2007).

Bukti :

Jika n = 2 maka
LIy" ()] = [e ™ y"(t)dt
0

Ambil u= e dan dv = y"(t)dt maka du = —se *dtdanv = y'(t)



Ly ®1=e 2y ®)]- [y *d)

=-y'(0) + s]ge‘St y'(t)dt

=y (0) + sL[y' ()]
=—y'(0) +(sY (s) — y(0))
=5s%Y(s)—sy(0) - y'(0)

Jika kondisi awal untuk y(x) pada x = 0 diberikan oleh
y(0)=c,, y'(0) =c,
Persamaan menjadi

L(y"(x)) =s°Y(s)—C, —c, m



I11. METODOLOGI PENELITIAN

A. Waktu dan Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil, tahun ajaran 2009/2010 di Jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan Alam (FMIPA),

Universitas Lampung.

B. Metode Penelitian

Penelitian ini bersifat studi literatur dengan mengkaji jurnal-jurnal dan buku-buku
teks yang berkaitan dengan bidang yang diteliti. Adapun langkah-langkah yang

dilakukan dalam penelitian ini adalah

a. Metode variasi parameter
1. Mengkaji persamaan diferensial linear orde-n dan solusi umumnya pada
fungsi Green.
2. Menentukan solusi umum persamaan diferensial homogen.
3. Mengganti semua konstanta sembarang c¢ dari solusi umum dengan fungsi

tak diketahui v dari x pada solusi khusus .



4. Menentukan persamaan yang terdiri dari n persamaan dari konstanta dengan
menggunakan aturan Cramer.
5. Menentukan determinan Wronskian dari persamaan yang didapat dan
0

menggantikan kolom ke-k dengan

6. Setelah solusi umum fungsi Green persamaan diferensial didapat, akan

ditunjukan bahwa fungsi Green G(x,t) untuk persamaan diferensial.

b. Metode transformasi Laplace
1. Transformasi Laplace pada kedua sisi dari persamaan diferensial, sehingga
diperoleh aljabar Y(s).
2. Mengambil transformasi Laplace invers untuk memperoleh L{Y (s)}.
3. Dengan menggunakan teorema konvolusi, diperoleh solusi umum fungsi
Green persamaan diferensial didapat, akan ditunjukan bahwa fungsi Green

G(x,t) untuk persamaan diferensial.



IV. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Metode Variasi Parameter

Sebuah persamaan diferensial linier orde-n memiliki bentuk:
a,()Y" +a,, ()Y +..+a (XY +a,(X)y = f(x)
dimana a,(x)(i=0,1,...,n). Jika

a,(x)

ai(x) = a (X)

dimana(j=0,1,...,n-1)dan a,(x) =0, maka

f(X)
an (X)

= ¢(X)

Didefinisikan operator diferesial L(y) dengan

Ly=y®+a,,(x)y"? +...+a,(X)y+a,(X)y

(4.1)

(4.2)

(4.3)

di mana a,(x)(i=0,1,...,n—1)adalah kontinu pada interval yang diinginkan.

Maka dapat ditulis ulang sebagai:
Ly = ¢(x)
sehingga solusi umum untuk persamaan (4.4) adalah

y=yh+yp

(4.4)

(4.5)



dengan y, merupakan homogen atau komplementer mewakili solusi umum untuk
persamaan homogen L(y) = 0 dan y, adalah solusi tertentu dari persamaan (4.4).

Misalkan vy, (x),Y,(X),..., Y, (x) solusi basis untuk persamaan diferensial
homogennya, maka
Yn =CY1(X) +CY, (X) + ...+ €y, (X) (4.6)

dengan c,,c,, ...,C, merupakan konstanta. Misalkan solusi tertentunya:

Yo =Vi(X)Y; +Vo ()Y, + ...+ V, ()Y, (4.7)
dimana y,=y,(X)(i=12,...,n)dan v, (i=1, 2,..., n) fungsi yang tidak diketahui

dari x, yang masih harus ditentukan.

Untuk menentukan v, , pertama-tama diselesaikan dengan persamaan linier
berikut secara simultan. Sehingga diperoleh v, ":

Viyi VoY, +o 4V, y, =0
VYL VL YD Y =0
.l yl 2.y2 nyn (48)

(n-1) (n-1)

V'l Y: +V'2 Y, +"'+V'n yn(nil) = ¢(X)

Y, (X),¥,(X),..., dan y,(x) adalah n solusi-solusi yang independen secara linier
untuk persamaan L(y) = 0 yang sama, maka wronskian-nya adalah bukan nol. Ini
berarti sistem (4.8) mmemiliki determinan bukan nol dan dapat diselesaikan

secara unik, untuk memperoleh v,'(x), v,"(X), ..., v, " (x).

Y1 Yo o Yn
Yi' Y2 e Ya

WY1 Yo Yn) = (4.9)

(n-1) (n-1) (n-1)

yl y2 ' yn



Sistem (4.8) merupakan sistem persamaan linier yang terdiri dari n faktor yang

memiliki solusi unik dengan det (A) =0, sehingga dengan aturan crammer v, '

menjadi:
A Yo e Yia 0 Vi e Y,
Vit Y, e Yig' 0 Visg  eeeeens A
(-1, (n-1) (n-1) (n-1) (n-1)
v,'= Yio Yo e Yia ¢ Via v Y (4.10)
Y1 Yo e Ya
yll y2I """ yn'
y, "y Ly 0
0
: : 0
dimanai=1,2,..,n¢=|. |dan
¢
yl y2 """" yi—l 0 yi+1 """" yn
' R ! 0 e
det(A,) - ):l 3{2 y|:71 y|:+1 3:/n (411)
A P VP A
sedangkan
Y1 Yo e Yn
det(A) = %l sz """ y:" (4.12)
y, Yy, y

det(A) = 0 merupakan determinan wronskian w[ y, (X), ¥, (X),...,y, (X)] .



Misalkan kolom ke-i diganti dengan | maka
1
Y1 Yo e Yia 0 Yia e Yn
v, (X) = }:1 y:2 ------- y:i—l 0 yi:+1 ------- ):n (4.13)
y, "y, y, "1y "y,
dimanai=1,2,...,n.
Untuk itu, persamaan (4.10) dapat ditulis:
yl yz """" yi—l 0 yi+l """" yn
. ) iy 0 1 e .
}( y: y: . y: y ¢
(-1, (-D) (n-1) (n-1) (n-1)
v,'(X) = Yoo Yo Yia 1 Vi oYy (4.14)
WY1 (%), Y2 (%), - Ya (X)]
Vi '(X) — Vi (X) ¢(X) (415)
WY1 (%), Y2 (%), ., ¥a (X)]
h v; (t)-(t)
(X)) = ! 4.16
1) f WY, (.Y, 0. .y, O] (419
Subsitusi persamaan (4.14) ke dalam persamaan (4.7)
h v, (1) 4(t) h v, (1) ¢(t)
= dty, dty,
Yo X{Myl(t),yza),...,yn(t)] g (X)+X{w[y1(t),y2(t),...,yn(t)] 00+
h v, (1) 4(t)
: dt
L0y 0.y
Vi ®)Yi () +V, [0y, () + ...+ V, (1), (X)
= A(t) dt 4.17
R B XA R @47



Misalkan

WK GOV 0% gy ag
CIACEACESRAG) |

Maka
y, = iG(x,t).;zﬁ(t) dt (4.19)

Masukkan persamaan (4.15) ke dalam persamaan (4.5)

Y=Y tY,
=y, + iG(x,t).gé(t) dt (4.20)

Jadi, solusi untuk persamaan diferensial linier orde n adalah

y=y, + iG(x,t).qﬁ(t) dt (4.21)

Xo

Fungsi G(x,t) dikatakan fungsi Green untuk masalah nilai awal persamaan
diferensial linear orde-n jika memenuhi kondisi berikut ini:
2. G(x,t) terdefinisi pada daerah R=I x | dari semua titik (x,t) dengan x dan t

terletak dalam selang I.

2 n
2. G(x,t),ﬁ,g,...,E , merupakan fungsi yang kontinu pada R=1 x I.
OX OX ox"

3. Untuk setiap x,dalam selang I dan fungsi f € C(1), fungsi

y,(x)= jG(x,t) f (t)dt adalah solusi persamaan diferensial (4.1) yang

Xo

memenuhi kondisi awal y,(X,) = Y,' (%) = ¥," (%) =-..= ¥, (%,) =0.



Oy, () +V,(©) Y, () +...+V, ()Y, ()

Akan ditunjukkan bahwa G(x,t) = wiy; (), ¥, (t) (t)
V. (1), Yy, (1), ..., Y,

merupakan fungsi Green untuk persamaan diferensial linier orde-n.

1. Seperti yang telah diketahui bahwa det(A)#0 pada persamaan (4.12)
merupakan determinan wronskian Wiy, (x), vy, (x), ..., y,(X)]. Jadi jelas
bahwa w{y, (X), ¥, (X), ..., ¥, (X)] # 0, Vt[x,, x] dan G(x.t) terdefinisi
v(x,1).

2. Persamaan diferensial linear orde-n merupakan persamaan yang memiliki

fungsi kontinu dalam suatu interval | yang mengandung X, .

Vi (0); (0 +V, (0, (%) + ..+, (O, ()

G(x,t) =
Wiy, (1), Yo (1), ...y, ()]

adalah fungsi Green

yang didefinisikan oleh penyelesaian solusi dari persamaan diferensial
linear orde n. Di mana v, (t), v, (t),..., v, (t) dan y,(X), y,(X),..., ¥, (X)
kontinu V(x,t). Ini dikarenakan vy,, vy,,..., ¥, dan turunan-turunannya

kontinu sampai dengan orde ke n-1. Berikut adalah turunan-turunan dari

G(x,1).

Wy, (t), ¥, (1), ..., ¥, ()]
OX OX
=V, ()Y, (X) + Vv, (1), (%) + ...+ v, (1) y, (X)’

[a[vl(t)yl(x) +V,(0)Y, () +...+ Vv, (DY, (X)j
%G _

v, (t), v, (1),..., v, (t) dan y,'(X), ¥,'(X),..., ¥, (x) kontinu V(x,t).

[62[V1(t)y1(x) V(1) Y, () +...+ Vn(t)yn(X)j
0°G _ Wy, (t), Y, (1), ..., V, ()]
Ox? Ox?

=V (1) ;" (X) + Vv, (1) y,"(X) + ... + v, (1) y"(X)




v, (t), v, (t), ..., v, (t) dan y,"(X), ¥,"(X),..., ¥,"(X) kontinu V(x,t).

(6”[V1(t)y1(><) +V,(1)Y, () + ... +V, (t)yn(X)]
0"G _ Wy, (t), Y, (), ..., y, ()]
ox" ox"

=V ()Y, () +V, @Y, (X) + .4V, 0 Y, (1)
v, (t), v, (1),..., v, (t) dan y,"(X), ¥,"(X),..., ¥,"(x) kontinu V(x,t).

2 n
Jadi terbukti jika G(x,t), oG o6 ix?

vl merupakan fungsi yang
X

kontinu padaR =1x .

3. Setelah persamaan (4.12) dikontruksi menjadi fungsi Green, didapat solusi

Khususnya
4400 = [600 40)
Bila
4200 - o000 40 8t =
dan
4 00= [ g0+ 6000 40

Akan dibuktikan G(x,x) =0, V(X).

6.1, 1) = Y109V 00+ Y (9% 09 + .+ ¥, (99, ()
| Wy, (%), Y, (X), -, Y, ()]

Y.V, +Y,V, +... +V,V, adalah persamaan linear yang membentuk matrik n



dan memiliki determinan yakni

Y1 0 Y,
Y1 0 Y2
det(A)=ly, 0
y," 1y,
0 Y. Y,
0 Y, Yo'
=Y1; : :
1 y, 0D y D
2 n
A Y, .. 0
Y1 y, ... 0
yn : : .
yl(nil) Yz(nfl) 1

Determinan tersebut mengandung nilai n ganjil dan genap. Akan

Yn
Yn

Yo'

(-1
Yn

Y1
+ Y, .

yl(n—l) 1

y

Y
Yo'

(n-1)
n

diperlihatkan bahwa semua elemen yang terkandung sama dengan nol.

Untuk n ganyjil,

YV YoV, YV,

y2 y3 yn yl
Y.' s Yo' Y,
=Y. : : — Yol
v,y Py "y
yl y2 yn
yll y2I yn'
yn : : .
7 P A

Y o Y,
Yi' o Yo
"y,



Y1 Yo o Y

Y1 Yo o Y
=1y, Y2I - Y

Y1(n72) Y2(n72) yn(nil)

Berdasarkan sifat determinan, jika ada dua baris yang terdiri dari
elemen-elemen yang sama, maka determinannya sama dengan nol. Maka,
untuk n ganjil y,v, + y,v, +...+Vy,v, =0.

Untuk n genap,

ylvl + y2v2 +..+ ynvn

Y, Y o Ya Y1 Ys o Ya
Y.' Ys o Y i’ Ys o Y
=Y. : : Y, : : T
Yz(nfz) ys(nfz)--- yn(H) yl(nfz) Y3(H)--- yn(H)
Y1 Y, o Y
it Yy e Y
Yl . : :
yl(n_Z) yz(n_Z)--- yn(n_Z)
Y1 Yo -« Y
Y1 Yo Y
==y, Y, ...V,
yl(niz) yz(niz) yn(nil)

Berdasarkan sifat determinan, jika ada dua baris yang terdiri dari

elemen-elemen yang sama, maka determinannya sama dengan nol. Maka

untuk n genap y,v; +Y,V, +...+Yy,v, =0



Karena W[y, (x), ¥,(X), ..., ¥, (x)] = 0maka G(x,x) = 0. Akibatnya

y, (x) = I oG(x,t)

#(t)+ G (X, X) 4(x) dt menjadi :
y, (0= [ gl e

Yp' (%) = f —¢(t) dt =

1 0°G aG(x X)

Yo" (%) = j > p(t) dt + $(9)
Yo" (
1,200 = [ 22 gryaes TSE i

Y, (%) = jan_l 4(t) dt+0=0

Jadi terbukti untuk setiap x,dalam selang I dan fungsi f € C(l), fungsi

Y, (X) = IG(x,t) f (t)dt adalah solusi persamaan diferensial (1) yang

Xo

memenuhi kondisi awal y,(X,) = Y,'(X,) = ¥," (X)) =-..= ¥, (%,) =0

Setelah diselidiki, persamaan (4.21) memenuhi kondisi dikatakan fungsi

Green. Untuk itu terbukti, bahwa solusi dari persamaan (4.1) merupakan



fungsi Green setelah dikontruksi menggunakan metode variasi parameter.

B. Metode Transformasi Laplace

Diketahui bahwa persamaan diferensial linear orde n dengan koefisien-koefisien

konstan:
a,(X)y" +a,_ (X)y"" +..+a,(x)y +a,(x)y = f(x)

di mana a,(x)(i =0,1,...,n) konstan dan semua nilai dari y,y',...,y" ™ dengan

109 _ ).

a,(x)

n

selang x > 0 dan

Maka transform Laplace dari turunan ke-n (n=1,2,3,...)dari y(x) adalah

a, )L(Y") +a,; LY ) + ...+ 3, (X)L(y ) + 8, (X)L(y) = L(f (X)) (4.22)
di mana
L(y™ () = 'Y (8) = 5" *Y(0) = 5" 2y (0) — ..~ 5y"(0) - " (0)
L(y"™(x)) = s""y(0) = s"?y(0) - ... sy"*(0) - y"™(0) (4.23)

L(y'(x)) = sY (s) - y(0)

L(y(x)) =Y (s)

Jika kondisi awal untuk y(x) pada x = 0 diberikan oleh

y(0) =c,,y'(0) =¢,,... Y (0) =¢, 4



Persamaan (4.23) dapat disederhanakan menjadi
L(Yy"(x)) =s"Y(s)—c,s" " —cs"*—..—C, ,S—C, ,

L(Y" (X)) = " (8) = Co8" * —..= G, ,S —C, 4 (4.24)

L(y (x)) = sY (s) - ¢,

L(y(x)) =Y (s)

Jika c,,c,,...,c,adalah kontanta-konstanta yang diketahui adalah nol, maka
persamaan (4.24) menjadi
L(y" (X)) =s"Y(s)

Ly (x)) =s"7Y (s) (4.25)

L(y'(x)) =sY (s)

Subsitusi persamaan (4.25) kedalam persamaan (4.22)

Sesuai definisi bahwa L(f (x))= F(s) maka persamaan (4.24) menjadi
a,(x)s"Y (s) +a,, (X)s" Y (s) +...+a,(X)sY (s) + a, (X)Y (s) = F(s)
[a,(X)s" +a, ,(X)s"™" +...+a,(X)s +a,(X)]Y (s) = F(s)

1
a (x)s"+a,, (x)s"Y +..+as+a,

Y(s) = F(s) (4.26)



Misalkan L — =W(s) ' maka,
a, (x)s"+a,,(x)s" P +...+as+a,

Y(s)=F(s)W(s) ™ (4.27)

Diketahui Y (s) = L™ (y(x))

Berdasarkan definisi (2.19) bahwa Y(s) dan F(s) adalah transformasi Laplace dari
y(x) dan f(x). Sudah pasti F(s) diketahui dan persamaan (4.27) merupakan

kebalikan dari y(x).

Karena persamaan (4.1) untuk x > 0 maka solusi partikular dari persamaan (4.1)

adalah
Y, (%) = Fw(x) = [ (t)w(x—tydt

Dan solusi umum dari persamaan (4.1) adalah

Dengan w(x-t) = G(x,t), dimana G(x,t) merupakan fungsi Green dari persamaan

diferensial linier orde n.
y =y, + [ FOW(x-t)dt
0

Selanjutnya akan dibutikan w(x-t) adalah fungsi green.

1. w(x-t) terdefinisi untuk V(x,t). Karena w(x-t) berada pada selang (0, x), di

mana x menuju titik t.

2. w(x-t) kontinu V(x,t) karena - l(n_l) memiliki
a,(x)s"+a, ,(x)s" 7 +...+a5+4,

diferensial yang kontinu sampai dengan orde ke-n-1dalam selang (0, x).



Y =y=y, + I f (t)w(x —t)dt adalah solusi dari persamaan (4.1). Dan
0

memiliki kondisi awal y(0) =y'(0) =...=y"*(0)=0.
C. Kelebihan Metode Fungsi Green

Metode fungsi Green digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai batas
kedalam bentuk integral. Metode fungsi Green digunakan jika fungsi Green

diketahui dan jika integral dari persamaan diferensial dapat dievaluasi.

Metode fungsi Green merupakan solusi linear dari masalah-masalah
persamaan diferensial tingkat tinggi. Jika digunakan pada

persamaan diferensial linier orde-n dengan fungsi sembarang untuk nilai batas
yang diketahui pada selang kontinu, maka dengan mudah akan didapatkan
solusinya. Hal ini dikarenakan, fungsi Green memiliki turunan dengan model

analitis dalam Domain pada fungsi f sebarang.

Contoh:
Kontruksi persamaan diferensial berikut ini
y'+y =2C0SX
menjadi fungsi Green dengan selang x > 0 melalui dua metode yakni
1. Metode variasi parameter
2. Metode transform Laplace

Diberikan nilai awalnya y'(0) =0, y(0) =0



Penyelesaian:
1. Metode variasi parameter
y'+y =2C0sX
Merupakan persamaan diferensial linier tak homogen orde dua dan derajad
nol. Memiliki solusi umum y =y, +y . Akan dicari 2y, terlebih dahulu,
yang berarti mencari solusi umum persamaan diferensial homogen, yaitu
y'+y=0
Persamaan karakteristik dari persamaan diferensial ini
A2 +1=0
Akar-akar persamaan karakteristik:
A, =—idan 4, =i
Jadi, solusi homogennya:
y, =C,sinx+C, cosx
Dalam masalah nilai awal
Untuk y(0) =0, ini berati bahwa x = 0 makay = 0

y =C,sinx+C, cosx
0=C,;sin0+C, cos0
0=C,

Untuk y (0) =0, ini berati bahwa x =0 maka y =0

y'=C,cosx—C, sinx
0=C,cos0+C,sin0
0=C,

Didapat bahwa C, =0dan C, =0



Nilai C, dan C,di subsitusi ke solusi homogen. Maka solusi homogennya:
y, =C,sinx+C, cosx
y, =0sin x+0cosx
y, =0

Fungsi-fungsi v, , v, dan v, ditentukan dari persamaan :

v sinx+v'cosx=0

" to. f(X)
V''cOSX—V Sin X =
a, (x)
Untuk itu
y1(X) = sin x y,(X) = cosx
Y, (X) = cosx y,"(X) =—sin x

Merupakan determinan wronskian dari persamaan homogen.

sint cost

WLy, (0, Y, (1), ys (D] = cost  _sint

=(sint —sint) — (cost cost)
=—sin®t—cos’t
= —(sin®t+cos’t)
=—1
Sekarang menentukan v, , di manai = 1, 2. Karena n genap, maka:

vl(t)=‘0 cost
1  —sint
=(0—sint —costl)
= (0—cost)
= —cost




sint 0
v, (1) =—
/=0t 1‘
=—(sint-0)
=-sint

S0 = MO+ Y, (0% ()
Wly; (%), Y, (X)]
sin x(— cost )+ cosx(—sint)
-1
=sin X cost —sintcosx)

G(x,t) =

Karena ¢(x) = %, diketahui f(t) = 2cos tdan a,(t)=1

n

Maka ¢(x) =2cosx , diperoleh:

Y, = [G(x.D(t)dt

O'—.X o '—.X

(sin xcost —sintcosx).(2cost) dt

sin x.2cos*t —sint.2cosx costdt

X X
=2sin xJ'cos2 tdt — 2cosxj sint costdt
0 0

=2sin x_x[

0

sin 2x
2

1+cos2x dt

dt—2cosxi
0

. (t sinZtJX
= 2sin X E+

(1—c052tjX
—2C0SX| ——

0 0

. (X sinxcosx sin? x
=2SINX| —+ ——— |—2C0SX
2 2 2

B Zsinzxcosx+2xsinx 2sin? X Cos X
2 2 2
= XSsin x




Jadi y, = xsin X
Solusi umun persamaan diferensial ini adalah

y = yh + yp
y(x) = xsin X

2. Metode Laplace
y'+y =2Cc0SX
Dengan mengambil transformasi Laplace dari kedua ruas persamaan
diferensial dan dengan menggunakan syarat-syarat yang diberikan, kita
peroleh
L(y")+L(y) = L(2cosx)
diberikan nilai awalnya y'(0) =0, y(0) =0, jadi
L(y"(x)) =Y (s) - sy'(0) - y(0)

L(y" (X)) = $2Y(s) —0—0
=s%Y(s)

L(y(X)) =Y (s)
Maka

L(y")+ L(y) = L(2cosx)

S?Y(s)+Y(s) = 225
s°+1
2s

s?+1)Y(s) =

( )Y (s) 711

2s

YO ey



_ 2s 1
(s> +1) (s® +1)

KarenaL‘l{ > }zcosxdan L‘l{ 21 }zsinx
s +1 s +1

2

Dengan teorema konvolusi diperoleh,

Y(s)= '—l{#}
(s“+D(s“ +1)

X
:IZCost.sin(x—t)dt
0
X
= j 2cost.(sinxcost —cosxsint)dt
0
X
:IZCostsin Xcost —2cosxcostsint dt
0

:J.Zcos2 tsin x —2cosxcostsintdt
0

=2sin xjcosztdt —Zcost.costsintdt
0 0

sin 2t
2

1+ cos2t
2

=2sin xj dt—ZCostX' dt
0 0

_(t sin2t) 1-cos2t )"
=2sin x| —+ —2C0SX| —
2 2 4 ),

0

. X Sin Xcosx 1-cos2x
=2sinX =+ —— |—2CO0SX| ———M—
2 2 4

2xsin X 2sin? xcosx sin? x
= > + > —2C0SX

_2xsinx 2sin® xcosx  2sin® xcosx
2 2 2




= Xxsin X
Jadi solusi umunya adalah

y(X) = xsin X



V. KESIMPULAN DAN SARAN

A. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan, maka diperoleh kesimpulan bahwa
1. Persamaan diferensial dapat dikontruksi menjadi fungsi Green dengan
metode variasi parameter dan metode transformasi Laplace.
2. Setelah dikontruksi, solusi umum dari persamaan diferensial linier orde-n
adalah
a. Metode variasi parameter
y=y, + JG(X,t).¢(t) dt

b. Metode Transformasi Laplace

Y=y, + j f ()w(x - t)dt

B. Saran

Pada penulisan skripsi ini, permasalahan hanya dibatasi mengkontruksi persamaan

diferensial linier orde-n menjadi fungsi Green menggunakan metode variasi



parameter dan metode transformasi Laplace. Oleh karena itu, diperlukan

penelitian lebih lanjut dalam hal yang sama dengan metode lainnya.
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